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\'i-rfasser  und  VerlcKor  dieses  Werkes  behalten  sieb  das  liecht  der  Uebcrselzung  in  fremde 
Sprachen  vor,  und  werden  ebensowohl  den  Nachdruck  als  die  unbefuifte  Ueberselzung  mit 

allen  gt*selzlicl»en  Mitteln  verfolgen. 


VORWORT. 


Das  fiir  die  synthetische  Geometrie  b.almbrechende  Werk 
Jacob  Steiners:  ,,Sy stematisch c Entwickelung  der 

Abhängigkeit  geometrischer  Gestalten  von  ein- 
ander^' Berlin  1832,  enthält  in  seiner  Vorrede  einen  voll- 
stlindigen  Plan,  nach  welchem  der  berühmte  Verfasser  die 
Resultate  seiner  Forschungen  in  fünf  einander  folgenden 
Theilen  niederzulegen  gedachte.  Von  diesen  ist  nur  der  erste, 
allerdings  wichtigste  Theil  erschienen,  welcher  die  Prinzipien 
enthält , auf  denen  die  synthetische  Geometrie  in  ihrem  heuti- 
gen Stand j)unkte  beruht.  Indessen  wurde  Vieles  von  dem  In- 
halte des  fünften  Theiles , welcher  eine  „a  u s f ü h r 1 i c h e und 
umfassende  Behandlung  der  Kurven  und  Flächen 
zweiten  Grades  durch  Konstruktion  und  gestützt 
auf  pro  j ekti  vis  che  Eigenschaften"  enthalten  sollte, 
in  den  Vorlesungen,  welche  Steiner  während  einer  Reihe  voji 
Jahren  an  der  Berliner  Universität  gehalten  hat,  vorgetragen. 
Einiges  ist  in  Crelle’s  Journal  für  reine  und  ange- 
wandt e M a t li  e m a t i k , sowie  schon  früher  in  den  A n n a 1 e s d e 
niathematiques  par  M.  Gergonne  veröffentlicht  worden. 
Jene  geistreichen  und  zur  eigenen  Forschung  anregenden 
mimdlichen  Vorträge,  denen  sich  der  grosse  Geometer  mit 
Besonderer  Liebe  unterzog,  kamen  indess  nur  wenigen  Jüngern 
der  Wissenschaft  zu  Gute  und  die  in  diesen  Vorlesungen 
auseinandergesetzten,  hinsichtlich  ihrer  Anschjiulichkeit  und 
Fruchtbarkeit  unübertroffenen,  synthetischen  Methoden  und 
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Betnichtuiigeii  scheinen  nachgerade  derCiefahr  nahe,  vergessen 
oder  von  der  immer  weiter  sicli  ausbreitenden  allmächtigen 
anaWtischen  Methode  in  den  Hintergrund  gedrängt  zu  werden ; 
es  erscheint  daher  als  eine  Pflicht  deutscher  Wissenschaft,  dies 
zu  verhüten  und  die  Wege,  welche  der  schöj^ferische  Geist  des 
grössten  Geometers  seiner  Zeit  den  unmittelbaren  Schülern  zeigte, 
der  Nachwelt  zu  erhalten,  um  dadurch  den  zahlreichen  Ent- 
deckungen auf  die  Spur  zu  kommen , welche  noch  heute  Riithsel 
sind  für  die  wissenschaftliche  Welt.  Hierzu  gesellt  sich  für  den 
Herausgeber  noch  die  besondere  Pflicht  dankbarer  Pietät  gegen 
seinen  * hochverehrten  Lehrer.  Im  Wintersemester  1852/53 
hatte  ich  das  Glück,  eine  von  Steiner  unter  dem  Titel: 
,, lieber  die  neueren  Methoden  der  synthetischen 
G e o m e t r i e angekündigte  Univei*sitä tsvorlesung  zu  hören 

und  zugleich  durch  persönlichen  Verkehr  mit  dem  grossen 
Meister  in  den  Ideengang  seiner  Schöpfungen  eiugefiihrt  zu 
werden.  Die  damalige,  wenn  auch  mangelhafte,  doch  sorg- 
fältig ausgearbeitete  Nachschrift  liegt  der  heutig(ui  Bearbei- 
tung zu  Grimde.  Durch  die  Güte  des  Herrn  Dr.  C.  F.  Geiser, 
Docenten  am  Eidgenössischen  Polytechnikum  zu  Zürich, 
welcher  als  Nefle  des  verstorbenen  Steiner  testamentarisch 
mit  der  Veröffentlichung  seines  wissenschaftlichen  Nachlasses 
beauftragt  ist,  wurde  mir  die  Bearbeitung  dieses  Abschnit- 
tes bereitwilligst  überlassen  und  der  Theil  der  hinterlassenen 
Manuscripte  Steiner ’s,  welcher  sich  auf  „die  geometrischen 
Gestalten^^  bezieht,  zur  Verfügung  gestellt;  aus  diesem  reichen 
Schatze  habe  ich  Alles,  was  in  den  vorgeschriebenen  Gang 
der  Darstellung  gehörte,  mit  (iewissenhaftigkeit  aufgenom- 
men und  aus  unvollendeten  Aufzeichnungen  zu  ergänzen  oder 
herzustellen  versucht.  Dass  es  schon  früh  in  Steiners  Ab- 
sicht gelegen*  hat,  diesen  auf  die  Kegelschnitte  bezüglichen 
fünften  Abschnitt  seines  grossen  Werkes  vollständiger,  als 
es  im  ersten  Theil  geschehen  konnte,  und  abweichend  von 
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(1er  dortigen  Heliaiidlimg  allein  von  den  Grundprinzipien  aus 
darzustellen,  zeigt  die  vollständig  erhaltene  Einleitung  zu 
einer  nicht  vollendeten  Abhandlung;  die  erstere  ist  in  einem 
Konvolut  von  Papieren  unter  der  Aufschrift  „Aufklärungs- 
Broschüre  1833/34^^  enthalten  und  lautet  folgendermassen : 
„Ueber  einige  merkwürdige  Lehren  der  neueren  syjithe- 
tischen  Geometrie.  In  dieser  Abhandlung  werde  ich 
zunächst  die  Betrachtungen!  über  projektivisebe  Gerade 
und  Strahlbüschel , welche  im  ersten  Theile  der  von  mir  . 
verfassten  Schrift:  „Systematische  Entwickelung  der 

Abhängigkeit  geometrischer  Gestalten  von  einander 
enthalten  sind,  kurz  wiederholen  mid  sodann  die  natur- 
gemässe  Erzeugung  der  Kegelschnitte  aus  jenen  Gebil- 
den ableiten,  sowie  ferner  den  Ursprung  verschiedener 
merkwürdiger  Eigenschaften , wie  z.  B.  der  sogenannten 
Involution  und  der  theorie  des  polaires  reciproques  etc. 
aus  denselben  nachweisen. 

In  der  genannten  Schrift  wurden  der  alt -herge- 
brachten Weise  zu  Liebe  die  Kegelschnitte  aus  dem 
Kegel,  der  einen  Kreis  zur  Basis  hat,  hergeleitet.  Ob- 
wohl ich  die  Unzweckmässigkeit  dieses  Verfahrens  schon 
damals  deutlich  fühlte,  so  glaubte  ich  doch,  um  nicht 
zu  sehr  von  dem  gewöhnlichen  Gange  abzuweichen, 
demselben  folgern  zu  müssen.  Allein  der  Umstand,  dass 
man  gezwungen  ist,  die  Umkehrung  eines  Satzes  zu 
behaupten  38,  II),  der  sich  durch  die  Elementar- 
geometrie nicht  befriedigend  beweisen  lässt  — nämlich 
des  Satzes,  dass  jeder  Kegel  zweiten  Grades  von  einer 
Ebene  in  einem  Kreise  geschnitten  werden  kann  — 
zeigte  die  Nothwendigkeit,  jene  Darstellungsweise  zu 
verlassen  und  eine  dem  Gegenstände  angemessenere  auf- 
zufinden. Die  hier  folgende  genügt  dieser  Forderung 
im  höchsten  Grade , indem  sie  die  Erzeugung  der  Kegel- 
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schnitte  durch  projektivische  Gemde  und  Strahlbüschel 
als  eine  unmittelbare,  systematiscli  nothwendi^e  offenbart 
luid  dieselbe  rein  synthetisch  auf  die  möglichst  einfache 
Weise  bewerkstelligt.  Ebenso  wird  das  wahre  Wesen  der 
Involution  und  der  theorie  des  polaires  reciproques  durch 
besondere  Eigenschaften  der  genannten  i)rojektivischen 
Gebilde  geoffenbart,  indem  ihre  nothw endige  Entstehung 
auf  überraschende  Weise  aus  diesen  Eigenschaften  sich 
nachweisen  lässt  luid  zugleich  ihr  inniger  Zusammenhang 
sich  kund  giebt,  was  übrigens  in  der  mehrerwähnten 
Schrift  bereits  angedeutet  worden  (§  45).  Die  Schwierig- 
keit, die  hierbei  in  Itücksicht  auf  die  Kegelschnitte  zu 
überwinden  war,  bestand  darin,  zu  beweisen,  dass  das 
durch  zwei  seine  fliegende  projektivi  sehe  Gerade 
hervorgebrachte  Erzeugniss  identisch  sei  mit 
dem  Erzeugniss  zweier  pr()jekti vischer  Strahl- 
büschel, die  sich  in  schiefer  Lage  befinden.  Diese 
Schwierigkeit  ist  jetzt  nicht  nur  sehr  leicht,  sondern  ich 
möchte  sageji,  sie  ist  auf  die  einfachste  Weise  gehoben, 
nämlich  durch  consecpientes  Festhalten  der  geringsten  An- 
zahl von  Elementen , durch  welche  die  Prqjektivität  jener 
Gebilde  bestimmt  wurd , und  zwar  durch  diejenigen  Ele- 
mente, welche  sich  sowohl  in  Hinsicht  der  Gebilde,  als 
in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  am  bemerkbarsten  macheji. 
Dadurch  können  nun  zugleich  alle  ülnägen  Lehren, 
welche  <len  Gegenstand  des  ersten  Theiles  der  genannten 
Schrift  bilden,  zweckmässiger  entwickelt  werden,  weil 
iiimmehr  die  Betrachtungen  in  der  Ebene  sich  bis  zu 
ihrer  Yollendung  ausführen  lassen,  ohne  dass  es  nÖthig 
wird,  den  Büschel  im  Raume,  der  ihr  entgegensteht, 
zu  Hülfe  zu  nelunen.  Die  Eigenschaften  des  letzteren 
lassen  sich  dann  umgekehrt  leicht  aus  jenen  der  Ebene 
ableiten,  was  der  natürlichere  Gang  ist.  Der  Kegel 
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zweiten  Grades  erhält  dabei  eine  allgemeinere  Erklärimg, 


die  nicht  mehr  an  seine  besondere  Eigenschaft,  an  seine 
Kreisschnitte,  geknüpft  ist,  und  nicht  allein  die  ver- 
schiedenen Eigenschaften  aller  seiner  ebenen  Schnitte, 
sondern  auch  die  Eigenschaften,  welche  ihm  im  Ganzen 
zukomnien,  seine  zwei  Erzeugungsarten  durch  projekti- 
vische  Gebilde  sind  dann  mit  seiner  Entstehung  zugleicli 
bekannt.  Auch  führt  die  gegenwärtige  Erzeugungsw'eise 
der  KegeLschiiitte  schneller  nnd  direkter  als  jene  frühere 
Betrachtungsweise  in  ihve  innere  Natur  hinein  und 
schliesst  uns  am  uimiittelbarsten  den  organischen  Zusam- 


menhang ihrer  zahlreichen  Eigenschaften  und  Geheim- 
nisse auf.  Ich  bemerke  hier  noch,  dass  die  Betrachtiuig 
projektivischer  Gerader  und  Strahlbüschel  sich  so  ver- 
einfachen lässt,  dass  sie  ohne  Hülfe  trigonometrischer 
Ausdrücke  durchgeführt  werden  kann,  wodurch  sie  ge- 
eignet wird,  der  Elemeutargeonietrie  einverleibt  zu  wer- 
den und  darin  manche  zweckmässige  Verbesserung  zu 
bewirken , indem  zu  ihrem  trocknen  Inhalt  die  belebenden 
l*orismen,  die  Theorie  der  Transversalen  luid  besonders 
die  vollständige  Lehre  von  den  Kegelsclmittcn  hinzutritt, 
dergestalt,  dass  alle  diese  Gegenstände  sich  ebenso  leicht 
und  einfach  behandeln  lassen,  als  nach  der  bisherigen 
Methode  der  Kreis.  Dass  in  meiner  mehrerwälinten  Schrift 
trigonometrische  Ausdrücke  eingefülu*t  worden,  ist  kein 
Irrthum  oder  Mangel  in  der  Darstellung,  wie  man  beim 
ersten  Anblick  leicht  wähnen  mochte,  sondern  die  Ent- 
wickehuigen  der  folgenden  Theile  bedürfen  derselben, 
um  zu  der  allseitig  vollendeten  Ausbildung  zu  gelangen, 
der  sie  fähig  sind.‘^ 

„Den  24.  Mai  1836.^^ 

Diese  vor  dreissig  Jahren  geschriebene  Einleitung  habe 
ich  geglaubt,  der  gegenwärtigen  Bearbeitung  ungekürzt  vor- 
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aiLsschickeii  zu  dürfen,  weil  ich  bemüht  gewesen  Ihn,  in 
dem  hier  ausgesproelienen  Sinne  die  Lehre  voji  den  Kegel- 
schnitten darzustellen.  Von  der  versprochenen  Abhandlung 
selbst  finden  sich  unter  den  Papieren  nur  Bruchstücke,  welche 
vorzugsweise  die  Theorie  der  Involution  (das  Punkt-  und 
Strahlsystem)  liehandeln,  ferner  den  erwälmten  Beweis  von 
der  Identität  der  beiden  Erzeugnisse  projektivischer  Gerader 
und  projektivischer  Strahlbüschel  und  einige  Notizen  über 
Iiivolutions- Netze  enthalten.  Unter  den  übrigen,  mir  zur 
Einsicht  gestatteten  Manuskripten,  welche  aus  den  verschie- 
densten Zeitepoehen  herrühren , fanden  sich  zur  Verwerthuiig 
für  den  vorliegenden  Zweck  Untersuchungen  über  Kegel- 
schnitt-Büschel und  -Schaaren,  insbesondere  über  ,,konjugirte 
KegelschnittbüscheP^  und  ,,harmonisch-zugeordiiete  Kegel- 
schnitte‘%  manche  schwer  zu  enträthselnde  kurze  Aufzeich- 
nungen und  viele  Bemerkungen,  die  vermuthlich  den  Vor- 
lesungen ihren  Ursprung  verdanken.  Alles,  was  über  die 
Ebene  hinausging  und  sich  grösstentheils  auf  Oberflächen 
zweiter  Ordnung  bezog,  musste  für  jetzt  imberücksichtigt 
bleiben.  Der  Anfang  einer  lieabsichtigten  Darstellung  der 
Lehre  von  den  Kegelsclinitten,  wie  sie  Steiner  in  seinen 
Vorlesungen  vorzutrageii  j)flegte,  findet  sich  noch  an  einer 
späteren  Stelle,  welche  mit  den  charakteristischen  Worten 
beginnt: 

„Juni  1849.  Der  veränderte  Gang,  der  nach  § 18 
(Syst.  Entw.  d.  A.  g.  G.)  eintritt,  ist  seit  Jahren  in 
den  Vorlesungen  verbessert  und  einige  Mal  sogar  mit 
Begeisterung  vorgetragen  worden,  musste  aber  jedesmal 
mit  saurer  Mühe  wieder  erst  neu  hergestellt  werden, 
was  in  der  neuesten  Zeit  bei  Abnahme  an  Eifer  und 
Gedächtniss  stets  schwieriger  wurde.  Es  wird  mm  kaum 
möglich  sein,  die  in  einzelnen  Perioden  in  günstigen 
Licht -Momenten  vorgetragenen  Sätze  und  Beweise  wieder 
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hervorziirnfeii , um  den  besten  Gang  der  13etrachiiuig 

endlich  festziistellen  . . 

Hierauf  folgen  verschiedene  Aufzeichnungeil  aus  den 
Vorträgen  im  »Sommersemester  1849,  die  aber  zum  grössten 
Tlieil  Wiederholungen  sind  und  nur  bis  zu  dem  erwähnten 
Identitätsbeweise  reichen. 

Hinsichtlich  der  Vertheilung  und  Behandlung  des  Stoffes 
habe  ich  mir  nur  wenig  Abweichungen  von  der  zu  Grunde 
liegenden  Ausarbeitung  der  Steiner  sclien  Vorlesung  erlaubt, 
wälirend  die  Menge  desselben  erheblich  vergrössert  ist;  auch 
die  Steinersche  Terminologie  habe  ich  bis  auf  wenige  Aus- 
nahmen festgehalten;  der  Gebrauch  der  Bezeichnung  „Punkt- 
reihe^^  anstatt  ,,Gerade‘^  (als  kontinuirliche  Aufeinanderfolge 
sämmtlicher  Piuikte  einer  unendlich  - langen  geraden  Linie) 
ist  schon  so  üblich  geworden , dass  er  keiner  Entschuldigung 
bedarf.  Der  erste  Abschnitt  (projectivische  Beziehimg 
gerader  Punktreihen  und  ebener  Strahlbüschel  auf  einander) 
enthält  eine  kurze  Wiederholung  der  ersten  in  der  syst. 
Entw.  niedergelegten  Prinzipien;  hier  wie  in  der  Folge  habe 
ich  die  von  Moebius  in  die  Geometrie  eingeführte  Auffa.ssung 
entgegengesetzter  Ci  rossen  (Strecken  und  Winkel)  durch  Be- 
rücksichtigung des  Richtungs-  und  Drehungs- Sinnes  festge- 
halten,  wonach  z.  B.  wenn  a und  b zwei  Punkte  bezeichnen, 
durch  ,,ab‘^  nicht  blos  der  absolute  Abstaud  beider  Punkte,  son- 
dern die  in  dem  Sinne  von  a nach  b durchlaufene  Strecke 
bedeutet,  also  ab  4*  ba  = 0 ist.  Die  ebenfalls  von  Moebius 
herrührenden  Beziehungen  zwischen  den  24  möglichen  Wer- 
then  eines  Doppelverhältnisses  (§  0)  habe  ich  aufgenommen. 
Sodann  ist  die  Bestimmung  der  doppelten  Systeme  ent- 
sprechender gleicher  Strecken  imd  Winkel  bei  zwei  projekti- 
vischen  Punktreihen  und  Strahlbüscheln  (§§  12,  lÖ)  imd 
eine  ausführliche  Behandlung  der  Involution  (des  Punkt-  und 
Strahl -Systems,  §§  10  und  17)  hinzugekommen.  Der  zweite 
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Abschnitt  (der  Kegelscliiiitt  als  Erzeugniss  projcktivischer 
Gebilde)  defiiiirt  den  Kegelschnitt  auf  doj>pelte  Art  und 
weist  die  Identitiit  beider  Erzeugnisse  nach  (§  23).  Der 
Pascarsehe  (und  Brianchon’sehe)  Satz  erscheint  nur  als  ein 
etwas  veränderter  Ausdruck  der  Projektivitiit  zweier  gleich- 
artiger Gebilde.  Die  Eintheilung  der  Kegelschnitte  geschieht 
durch  Berücksichtigung  der  unendlich  - entfernten  l^mkte 
(§  25).  Zu  den  Kriterien  für  die  Erzeugung  der  verschiede- 
nen Kegelschnitte  durch  zwei  projektivische  Punktreihen 
ist  das  für  die  gleichseitige  Hyperbel  hinzugekommen,  welches 
ich  nirgends  gefunden  habe.  Die  Steiner’sche  Erweiterung  des 
berühmten  hexagrammum  mysticum  (§  28)  schien  mir,  ob- 
wohl sie  etwas  von  dem  Gange  der  Untersuchung  abführt, 
doch  mitzutheilen  erlaubt,  zumal  ich  das  hier  zusammenge- 
stellte Tableau  der  00  Sechsecke,  aus  deren  Grupjiirung  die 
Lage  der  Pascarschen  Linien,  Steiner’schen  Punkte  und  Gera- 
den in  der  von  Hesse  angegebenen  Weise  am  anschaulichskm 
hervortritt,  anderswo  vermisst  habe.  Das  naturgemässe  Auf- 
treten des  Punkt-  und  Strahlsystems  beim  Kegelschnitt  (§  20) 
führt  zu  den  Polareigenschaften  desselben  (§§  30,  31),  welche 
m<»gliehst  vollständig  auseinandergesetzt  sind.  Als  besondere 
halle  dieser  allgemeinen  Beziehungen  ergeben  sich  dann  die 
Eigenschaften  der  konjugirten  Durchmesser,  der  Axen  des 
Kegelschnitts  (§§  32,  33)  und  der  Brennpunkte  (§§  35,  30). 
Die  metrischen  Beziehungen  treten  dabei  ungezwungen  und 
fast  ohne  Rechnung  hervor  (§  33).  Auf  die  Fokaleigeu- 
schaften  wird  dann  noch  etwas  näher  eingegangen,  luu  die 
Brücke  vollständig  herzustellen,  welche  die  hier  durchge- 
führte Auffassung  der  Kegelschnitte  mit  derjenigen  mehr 
elementaren  Behandlung  derselben  verbindet,  bei  der  die 
metrischen  Eigenschaften  der  13rennpunkte  den  Au-sgangs- 
punkt  bilden.  Der  letzte  l^iragraph  (§  37)  über  den  Krüm- 
mungshalbmesser der  Kogelschnitte  ist  mehr  als  ein  Anhang 
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ZU  betrachten,  bestimmt,  die  Nützlichkeit  des  Prinzips  der 
projektivischen  Beziehung  an  einem  besonderen  Beispiel  vor 
Augen  zu  führen. 

Der  dritte  Abschnitt  ist  dem  Kegelschnittbüschel 
und  der  Kegelschnittschaar  gewidmet.  Von  den  drei  mit- 
getheilten  Entstehungsarten  fieser  Gebilde  ist  die  erste 
(Steiner’sche , § 38)  die  anschaulichste,  erfordert  aber  die 
Realität  der  vier  Mittelpunkte  (Grundpunkte)  des  Büschels; 
bei  der  zweiten  (§  40)  können  auch  zwei  von  diesen  Punk- 
ten imaginär  sein ; die  dritte  (§  41)  ist  die  allgemeinste  imd 
liefert  auch  das  Kegelschnittbüschel  mit  vier  imaginären 
Mittelpunkten  diu*ch  reelle  Konstruktion.  Die  charakteristische 
Eigenschaft  des  Kegel sclinittbüschels,  von  jeder  Geraden  in 
den  Punktenpaaren  eines  Punktsystems  getrofien  zu  werden, 
tritt  bei  allen  drei  Entstehungsarten  uimiittelbar  hervor. 
Die  Untersuchung  der  verschiedenen  Arten  von  Kegelschnit- 
ten, welche  in  einem  Büschel  und  einer  Schaar  Vorkommen 
und  wie  sich  dieselben  in  Gruppen  vertheilen,  lässt,  wie 
mir  scheint,  den  Vorzug  der  synthetischen  Methoden 
recht  deutlich  erkennen ; hieran  knüpfen  sich  die  Polar- 
Eigenschaften  dieser  Gebilde  und  einige  besondere  Pälle. 
Einen  neuen  oder  doch  wenig  bekannten  Gegenstand:  „drei 
konjugirte  KegelschnittbüscheP‘  behandelt  § 50.  Endlich 
werden  die  gemeinschaftlichen  Punkte  und  Tangenten  zweier 
beliebig  gegebenen  Kegelschnitte  ermittelt  (§  53)  und  die 
verschiedenen  Fälle,  welche  hinsichtlich  der  Realität  dieser 
Elemente  eintreten  können,  genauer  diskutirt.  Der  letzte 
Paragraph  dieses  Abschnittes  behandelt  einen  bisher  wenig 
untersuchten  Gegenstand:  Die  harmonisch-zugeordneteii  oder 
sich  polar  selbst  - entsprechenden  Kegelschnitte,  mit  denen 
im  Zusammenhänge  die  Aufgabe  gelöst  wird:  „Zu  zwei  ge- 
gebenen Kegelschnitten  einen  solchen  dritten  zu  finden,  in 
Bezug  auf  welchen  als  Basis  der  eine  die  Polarfigur  des 
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andern  ist/^  Hier  tritt  schon  der  imaginäre  Kegelsclmitt  auf 
lind  verlangt  eine  Erw'eiterimg  des  Begriffes , welche  in  dem 
vierten  Abschnitt  durch  das  Involutions-Netz  (Polar- 
system) gegeben  wird.  Die  Polareigenschaften  eines  Kegel- 
schnitts werden  unabhängig  von  demselben  aufgefasst  und 
liefern  ein  stets  reelles  Gebilde,  das  Involutions-Netz,  welches, 
je  nachdem  es  hyperbolisch  oder  elliptisch  ist,  einen  reellen 
oder  imaginären  Kegelschnitt  vertritt,  ebenso  wie  das  Punkt- 
system auf  einer  Geraden  ein  reelles  Punktenpaar  (Asymp- 
totenpunkte) oder  ein  imaginäres  vertritt.  Von  den  ver- 
schiedenen Bestimmungsarten  des  Netzes  (§  57),  deren 
Zahl  durch  llinzunahme  anderer  Elemente  leicht  beträcht- 
lich vermehrt  werden  kann,  ist  die  allgemeinste  vermit- 
telst fünf  beliebiger  Paare  konjugirter  Punkte  durch  eine 
zwar  umständliche  aber  lineare  Konstruktion  bewerkstelligt. 
Die  folgenden  Paragraphen  enthalten  zum  Theil  eine  Wie- 
derholung früherer  Betrachtungen  auf  der  allgemeineren 
Grundlage,  indem  die  ausgezeichneten  Elemente  des  Netzes; 
Durchmesser,  Mittelpunkt,  Brennpunkte  mit  ihren  hervor- 
ragendsten Eigenschaften  für  das  Netz  ähnlich,  wie  für  den 
reellen  Kegelschnitt  ermittelt  werden.  Die  Annahme  zweier 
beliebig  gegebenen  Netze  in  der  Ebene  (§  61)  fuhrt  zum 
Netz -Büschel  und  zur  Netz-8chaar;  dadurch  werden  die 

ß 

früheren  Gebilde  des  Kegelsclmitt -Büschels  und  der  Kegel- 
schnitt-Schaar  vervollständigt,  indem  auch  die  imaginären 
Kegelschnitte,  welche  ihnen  angehören  können,  zimi  Vor- 
schein kommen.  Der  letzte  Paragraph  (§  62)  untersucht 
das  aus  drei  beliebig  angenommenen  Netzen  oder  Kegel- 
schnitten gebildete  Kegelschnitt- Netz  imd  die  Tripelkurve 
und  bildet  somit  den  Uebergang  zur  Theorie  der  Kurven 
dritten  Grades. 

Aus  der  vorstehenden  Inhaltsangabe  und  bei  einer  ge- 
naueren Durchsicht  des  Buches  wird  der  kundige  Leser 
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erkennen,  .dass  ich  manche  Resultate  aufzunehmen  mir  ge- 
stattet habe,  welche  im  Laufe  der  Zeit  hinzugekommeu  sind 
und  von  denen  ich  nicht  mehr  ermitteln  konnte,  ob  Steiner 
sie  früher  als  Andere  gefunden  hat,  oder  nicht,  wenn  sie 
sich  eben  in  dem  systematischen  Entwickelungsgange  natur- 
gemäss  darboten  und  der  Steiner’schen  Anschauungsweise 
ungezwungen  anschlossen.  Ich  glaube,  dass  dies  nicht  zum 
Nachtheil  eines  Buches  geschehen  ist,  welches  seines  ganz 
elementaren  Charakters  wegen  vorzugsweise  bestimmt  ist, 
als  Lehrbuch  zur  Einführimg  der  studirenden  Jugend  in  die 
synthetische  Geometrie  zu  dienen.  Aus  diesem  Grimde  lag 
mir  auch  weniger  daran,  die  in  Anwendung  gebrachten 
Methoden  bis  zur  äussersten  Grenze  auszubeuteu  und  die  in 
unerschöpflicher  Menge  sich  darbietenden  Sätze  und  Eigen- 
schaften mit  möglichster  Vollständigkeit  aufzureihen,  als 
vielmehr  die  fruchtbaren  Betrachtungen  selbst,  welche  zu 
jenen  ‘führen,  in  das  klarste  Licht  zu  setzen;  dem  Leser 
sollte  auch  noch  Etwas  zu  thun  übrig  bleiben  und  überall 
da  z.  B. , wo  nach  dem  in  der  Natur  des  Gegenstandes 
begründeten  Prinzip  der  Dualität  einer  Betrachtung  sich  die 
polar  gegenüberstehende  anschloss,  ist  diese  entweder  blos 
angedeutet,  oder  es  sind  die  abweichenden  Punkte  allein 
ausgeführt;  möchte  der  Leser  daher  noch  Techt  viel  Stoö' 
zur  Ergänzung  und  Erweitening  und  besonders-  die  Auf- 
munterung zur  eigenen  Forschung  aus  dem  Vorgetragenen 
entnehmen. 

Was  meinen  eigenen  bescheidenen  Antheil  an  diesem 
Buche  betrifft,  so  verzichte  ich  selbstverständlich  in  Anbe- 
tracht der  Entstehung  desselben  auf  jeden  Anspruch,  wie 
auf  jede  Priorität,  ohne  darum  die  Verantwortlichkeit  für 
Dasjenige,  was  etwa  Irriges  in  demselben  Vorkommen  sollte, 
von  mir  abzulehnen.  Ich  halte  meine  Arbeit  für  hinreichend 
belohnt,  wenn  dadurch  das  fStudiiun  der  Steiner  sehen  Schrif- 
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teil  erleiclitert,  das  Interesse  für  synthetisch -geometrische 
Forschungen  von  Neuem  angeregt  und  insbesondere  die  studi- 
rende  Jugend  zu  einem  der  interessantesten  und  fruchtbar- 
sten Felder  mathematischer  Spekulation  hingeführt  wird. 

Schliesslich  bleibt  mir  noch  übrig,  Herrn  i)r.  Geiser 
hiermit  öffentlich  meinen  Dank  a,uszusprechen  für  die  freund- 
lichst  gestattete  Einsicht  in  die  Steiner  sehen  Manuskripte 
und  das  bereitwillige  Abtret^n  seines  Anrechtes  zur  Ver- 
öffentlichung dieser  Vorlesung. 

Breslau  im  September  1806. 


Heinrich  Schröter. 


INHALTSVERZEICHNISS. 


Erster  Abschnitt: 

Frojektivische  Beziehung  gerader  Punktreihen  und  ebener 

Seile 


§ 1.  Grundgebildc 1 

§ 2.  Pro.iektivischo  Bezieluing  der  Gnindgebildc  auf  einander 1 

$ 3.  Unendlich  - entfernter  Punkt  der  Punktreihe  und  Parallel- 

strahl  des  Strahl))Ü8chelH 2 

§ 4.  Uebereiiistimmung  der  Aufeinanderfolge  von  <lon  Strahlen  des 
Strahlbüschels  und  den  cntsprccheiulcn  Punkten  der  Piuikt- 

reihe 3 

§ 5.  Doppelverhältniss  (anhamionische  Funktion) 4 

§ 6.  Verschiedene  Werthe  eines  Doppelverhältiiisscs  durch  Ver- 
tauschung der  Elemente 7 

§ 7.  Veräncleriing  des  Werthes  eines  Doppelverhältnisses  bei  der 

Bewegung  eines  seiner  Elemente 8 

§ 8.  Harmonische  Elemente i 11 

§ 9.  Vorkommen  harmonischer  Elemente  beim  vollständigen  Viereck 

und  Vierseit iß 

§ 10.  Allgemeine  Folgerungen  aus  der  Gleichheit  der  Doppelver- 
hältnisBC.  Konstruktion  entsprechender  Elemente  zw^eier  pro- 

jektivischer  Gebilde 18 

§ 11.  Bedingung  für  die  perspektivische  Lage  zweier  projektivischer 

Gebilde 24 

§ 12.  Besondere  Elemente  bei  zwei  projcktiviachen  Punktreihen. 

Doppeltes  System  entsprechender  gleicher  Strecken 28 

§13.  Besondere  Elemente  bei  zwei  projektivischen  Strahlbüscheln. 

Doppeltes  System  entsprechender  gleicher  Winkel 33 

§ 14.  Auf  einander  liegende  projektivische  Gebilde.  Doppelele- 

ineiite 38 

§15.  Konstruktion  der  Doppclemento  mittels  eines  fefaten  Kreises  18 

Schröter,  Thcoiic  tl.  Kcgclschn. 


xviir 


INH  A LTS  VERZEICHNISS. 


Seit»» 

§ 16.  Punktsystem  (Involution  von  Punktenpaaren) 50 

§ 17.  -Strahlsystem  (Involution  von  Strahlenpaaren) 62 

§ 18.  Vorkommen  von  Punktsystemen  imd  Strahlsystemen  beim 
vollständigen  Viereck  und  Vierseit.  Die  Hauptsätze  der 

Theorie  der  Transversalen 66 

§19.  Besondere  Fälle  projektivischer  Beziehung:  Aehnlichkeit, 

Gleichheit 76 

Zweiter  Abschnitt: 

Der  Kegelschnitt  als  Erzeugniss  projektivischer  Gtebilde. 

§ 20.  Zwei  projektivischc  Punktreihen  in  allgemeiner  (nicht  per- 
spektivischer) Lage 81 

§ 21.  Die  Berührungspunkte  auf  den  Projektionsstrahlen 89 

§ 22.  Zwei  projektivische  Strahlhüschel  in  allgemeiner  Lage 96 

§ 23.  Identität  der  Erzeugnisse  zweier  projektivischer  Punktreihen 

und  zw’eior  projektivischer  Strahlbüschel 100 

§ 24.  Der  Kreis  als  Erzeugniss  projektivischer  Gebilde 107 

§ 25.  Eintheilung  der  Kegelschnitte 110 

§ 26.  Bedingungen  für  die  Erzeugung  der  verschiedenen  Kegel- 
schnitte durch  zwei  projektivische  Punktreihen 113 

§ 27.  Das  einem  Kegelschnitte  umbeschriebene  Vierseit  und  ein- 
beschriebene Viereck 123 

§ 28.  Das  Hexagrammum  raysticum  imd  die  Steiner’sche  Erweite- 
rung desselben 128 

§ 29.  Auftreten  des  Punktsystems  imd  Strahlsystems  beim  Kegelschnitt  138 

§ 30.  Pol  und  Polare  des  Kegelschnitts.  Konjugirte  Punkte  und 
Strahlen  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt.  Tripel  koiyugir- 

ter  Punkte  und  Strahlen 145 

§ 31.  Einige  Folgerungen  aus  den  Polar -Eigenschaften  des  Kegel- 
schnitts   153 

§ 32.  Durchmesser  und  Mittelpimkt,  das  Strahlsystem  der  kon- 

jugirten  Durchmesser  und  die  Axen  des  Kegelschnitts 166 

§ 38.  Konstruktion  . der  Axen  und  einige  daraus  hervorgehende 

metrische  Beziehungen 174 

§ 34.  Bestimmung  solcher  Punkte  in  der  Ebene  eines  Kegelschnitts, 
für  welche  das  zugehörige  Strahlsystem  ein  hyperbolisch - 

gleichseitiges  wird 184 

§ 35.  Bestimmung  solcher  Punkte  in  der  Ebene  eines  Kegelschnitts, 
für  welche  das  zugehörige  Strahlsystem  ein  Kreissystem  wird : 

Die  Brennpunkte  des  Kegelschnitts 194 


INHALTSVERZEICHNISS.  XIX 

Sfif« 

§ 36.  Einige  Eigenschaften  der  Kegelschnitte,  welche  sich  auf  ihre 

Brennpunkte  beziehen 203 

§ 37.  Der  Krümmungshalbmesser  der  Kegelschnitt« 214 

Dritter  Abschnitt: 

Kegelsohnittbüschel  imd  Kegelschnittschaar. 

§ 38.  Entstehung  dos  Kegelschnittbüschels  aus  dem  Strahlbüschel . 224 

§ 39.  Charakteristische  Eigenschaft  des  Kegelschnittbüschela  und 

einige  Folgerungen  aus  derselben 235 

§ 40.  Andere  Entstebungsart  des  Kegelschnittbüschels 246 

§ 41.  Erzeugung  des  Kegelschnittbüschels  vermittelst  zweier  Punkt- 
systeme  252 

§ 42.  lieber  die  besondere  Natur  der  in  einem  Büschel  enthaltenen 

Kegelschnitte 268 

§ 43.  Entstehung  der  Kegelschnittschaar  aus  der  geraden  Punkt- 
reihe   279 

§ 44.  Charakteristische  Eigenschaft  der  Kegelschnittschaar  und 

einige  Folgerungen  aus  derselben 290 

§ 46.  üeber  die  besondere  Natur  der  in  einer  Schaar  enthaltenen 

Kegelschnitte 298 

§ 46.  Polar  - Eigenschaften  des  Kegelschuittbüschels 311 

§ 47.  lieber  den  Mittelpunktskegelschuitt  eines  Büschels 319 

§ 48.  Polar  - Eigenschaften  der  Kegelschnittschaar 328 

§ 49.  Nachtrag  zu  § 45  344 

§ 50.  Konjugirte  Kegelschnittbüschel 349 

§ 51.  Besondere  Fälle  von  Kegelschnitt- Büscheln  imd  Schaaren: 
Kegelschnitte,  die  sich  doppelt  berühren,  confokale  Kegel- 
schnitte   360 

§ 52.  Gemischte  Kegelschnittschaaren 374 

§ 53.  Die  gemeinschaftlichen  Pimkte,  Tangenten  und  das  gemein- 
same Tripel  konjugirter  Punkte  und  Strahlen  für  zwei  be- 
liebig angenommene  Kegelschnitte 386 

§ 54.  Harmonisch  - zugeordnete  Kegelschnitte 408 

Vierter  Abschnitt: 

Das  Involutions-Netz  (Polarsystem). 

§ 66.  Erklärung  und  Konstruktion  des  Netzes 431 

§ 66.  Der  Kern -Kegelschnitt;  hyperbolisches  und  elliptisches  Netz  441 

§ 67.  Verschiedene  Bestimmungsarten  des  Netzes 451 


XX 


INHALTSVERZEICIINISS. 


Seile 

§ 58,  Durchmesser  und  Mittelpunkt,  koiyugirte  Durchmesser  und 

Axen  des  Netzes .* 470 

§ 59.  Die  Brennpunkte  des  Netzes 478 

§ 60.  Einige  Eigenschaften  der  Axen  sämmtlicher  Strahlsy steine, 

welche  den  Punkten  in  der  Ebene  eines  Netzes  zugehören  . . 485 
§61.  Zwei  Netze  in  der  Plbene.  Netzbnschel  und  Netzsehaar  ....  497 
§ 62,  Drei  Netze  in  der  hibene.  Die  Tripelkurve.  Das  Kegel- 

schuittnetz 5:io 

Anhang 556 


Erster  Abschnitt. 


Projekt! vische  Beziehung  gerader  Puiiktreiheii  und 
ebener  Strahlbttschel  auf  einander. 


§ 1.  Qrundgebilde. 

Die  sämmlliclicn  auf  einander  folgenden  Punkte  einer  (unend- 
licli  langen)  geraden  Linie  nennt  man  eine  gerade  Punk trei he 
oder  schlechtweg  Punktreihe,  wenn  nur  von  geraden  Punklreihcn 
die  Rede  ist.  Die  Gerade  selbst,  deren  Punkte  aufgefasst  werden, 
soll  der  Träger  der  Punktreihe  heissen.  Die  saninitlichen  durch 
einen  Punkt  in  einer  Ebene  gehenden  Strahlen  (unendlich  lange 
gerade  Linien)  nennt  man  ein  ebenes  Strahlbüschel  oder 
schlechtweg  Strahlbüschel,  wenn  nur  von  ebenen  Strahlbüscheln 
die  Rede  ist.  Der  Punkt,  durch  welchen  sämmtliche  Strahlen  gehen, 
heisst  der  Mittelpunkt  des  Strahlbüschels.  Die  Punkte  der  Punkt- 
reihe und  die  Strahlen  des  Strahlbüschels  heissen  Elemente 
dieser  geometrischen  Gebilde. 

§ 2.  Frojektivische  Beziehung  der  Grundgebilde 

auf  einander. 

Diese  beiden  einfachsten  geome- 
trischen Gebilde  (Punktreihe  und 
Strahlbüschel)  sind  von  gleicher 
Mächtigkeit  und  einfacher  Unend- 
lichkeit, d.  h.  es  giebt  ebenso  viel 
Punkte  auf  einer  Geraden,  als  Strah- 
len durch  einen  Punkt.  Dies  er- 
kennen wir,  indem  wir  die  beiden 
Gebilde  zu  einander  in  Reziehung 
setzen.  Sämmtliche  durch  einen  Punkt  /?,  den  Mittelpunkt  eines 
Strahlbüschels  gehende  Strahlen  a,  b,  c,  d ...  x . . trelTen  eine 
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beliebige  (nicbt  diircb  B gehende)  Gerade  ^ in  den  resp.  Punk- 
ten abcb  . . . . r . . (Fig.  1)  und  stellen  eine  derartige  Beziehung 
zwischen  den  Elementen  beider  Gebilde  her,  dass  jeder  Strahl 
des  Strahlbuscheis  durch  den  gleichnamigen  Punkt  der  Punkt- 
reihe geht  und  umgekehrt  jeder  Punkt  der  Punktreihe  auf  dem 
gleichnamigen  Strahl  des  Strahlhüschels  liegt.  Zwei  solche  zu- 
samincnliegende  Elemente  heissen  entsprechende  Elemente 
und  diese  Lage  der  beiden  Gebilde,  hei  welcher  jeder  Strahl  des 
Strahlhüschels  durch  den  entsprechenden  Punkt  der  Punktreihe 
geht,  perspektivische  Lage.  Die  durch  die  perspektivische 
Lage  beider  Gebilde  hergestellte  eindeutige  Beziehung  der  Ele- 
mente auf  einander  kann  nun  festgehalten  werden,  während  die 
perspektivische  Lage  aufgehoben  wird  (etwa  dadurch,  dass  das 
Strahlhuschel  B und  die  Punktreihe  51  beliebig  in  der  Ebene 
verschoben  werden),  aber  die  ents[)rechenden  Elemente  in  irgend 
einer  Weise  z.  B.  durch  Bezeichnung  mit  gleichlautenden  Buch-' 
staben  fixirt  werden.  Die  auf  diese  Art  von  der  perspektivischen 
Lage  unabhängig  gemachte  eindeutige  Beziehung  der  Elemente 
beider  Gebilde  auf  einander  heisst  projektivischc  Beziehung 
und  die  Gebilde  seihst  proj ek ti visch,  wenn  ihre  enLsprechen- 
den  Elemente  so  liegen,  dass  jene  in  perspektivische  I.age  ge- 
bracht werden  können. 

§ 3.  Unendlich  entfernter  Punkt  der  Funktreihe  und 
Parallelstrahl  des  Strahlbüschels. 

Die  Zusammengehörigkeit  entsprechender  Elemente  lässt  sich 
hei  der  perspektivischen  Lage  der  beiden  Grundgehildc  auch  so 
auffassen,  dass  man  einen  veränderlichen  Strahl  x des  Slrahl- 
huschels  um  den  Mittelpunkt  B dreht,  wodurch  sein  Schnittpunkt 
X mit  dem  Träger  51  auf  demselben  fortrückt.  Dabei  tritt  nun 
ein  Mal  der  besondere  Fall  ein,  dass  der  Strahl  x in  parallele 
Lage  zu  dem  Träger  51  gelangt  und  dadurch  der  Schnittpunkt  v, 
welcher  sonst  immer  eine  bestimmte  angehhare  Lage  auf  5t  hatte, 
der  Wahrnehmung  entschwindet  oder,  wie  man  sich  ausdrückt, 
ins  Unendliche  rückt.  Betrachten  wir  den  Strahl  x kurz  vor  und 
kurz  nach  dieser  parallelen  Lage,  so  wird  der  entsprechende 
Punkt  V einmal  nach  der  einen  Seile  und  das  andere  Mal  nach 
der  andern  Seite  hin  sehr  weit  entfernt  liegen,  während  es  hei 
der  parallelen  Lage  selh.st  zweifelhaft  hlcihl,  oh  er  nach  der 
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einen  oder  nach  der  andern  Seile  hin  liegl.  Trotzdem  nelimcn 
wir  der  Uehereinslimiming  wegen  an,  dass  auch  der  Parallel- 
strahl den  Träger  nur  in  einem  Punkte  treffe,  und  nennen 
diesen  (obwohl  er  sich  der  Wahrnehmung  entzieht)  den  unend- 
lich entfernten  Punkt  der  Piinklreihe,  den  wir  uns  sowohl 
nach  der  einen  Seite  als  auch  nach  der  andern  Seite  hin  liegend 
vorstellen  können.  Der  unendlich  entfernte  Punkt  der  («eraden  51 
ist  ein  ausgezeichneter  und  bei  Verrückung  derselben  unverän- 
derlicher Punkt,  welcher  die  charakteristische  Eigenschan  be- 
sitzt, dass  jeder  nach  ihm  hingehende  Strahl  mit  der  Geraden 
parallel  ist. 

Der  unendlich  entfernte  Punkt  verbindet  gewissermassen  die 
nach  entgegengesetzten  Seilen  hin  verlaufenden  Enden  der  geraden 
Linie  und  stellt  eine  Kontinuität  her  entsprechend  der  kontinuir- 
lichen  Drehung  des  Strahles  im  Strahlbüschel. 

§ 4.  Uebereinstimmung  der  Aufeinanderfolge  von  Strahlen 
des  Strahlbüschels  und  den  entsprechenden  Punkten 

der  Funktreihe. 

Aus  der  eben  betrachteten  zusammengehörigen  Bewegung: 
der  Drehung  des  Strahles  oc  um  B und  dem  Fortrücken  des 
entsprechenden  Punktes  x auf  51  ergiebt  sich  zugleich  eine 
Uebereinstimmung  der  Aufeinanderfolge  entsprechender  Elemente 
oder  des  Drehungssinnes  mit  dem  Bichtungssinn.  Der  Strahl  x 
kann  sich  um  den  Mittelpunkt  B entweder  in  dem  einen  oder 
entgegengesetzten  Drehungssinne  herumbewegen  entweder 

wie  der  Zeiger  einer  Uhr,  auf  welche  man  sieht,  oder  ent- 
gegengesetzt); dem  entsprechend  muss  der  Punkt  x entweder 
in  dem  einen  (von  links  nach  rechts)  oder  in  dem  entgegen- 
gesetzten Bichtungssinne  (von  rechts  nach  links)  auf  dem  Träger 
5t  fortrücken.  Sind  a und  b zwei  besondere  Lagen  des  sich 
drehenden  Strahles  x,  so  kann  x auf  doppelte  Weise  aus  der  Lage  « 
in  die  Lage  b übergeführt  werden,  entweder  in  dem  einen  oder  ent- 
gegengesetzten Dreimngssinne.  Diese  Zweideutigkeit  hört  aber 
auf,  sobald  wir  drei  besondere  Lagen  abc  annehmen  und  ver- 
langen, der  veränderliche  Strahl  solle  von  a durch  b nach  c ge- 
langen (ohne  indessen,  während  er  sich  von  a nach  b bewegt, 
in  die  Lage  von  c gekommen  zu  sein).  Durch  die  Aufeinander- 

l* 
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folge  ab  c ist  iler  Dreliungssinn  von  x mit  bestimmt  (Fig.  2). 

Sind  a und  b zwei  besondere  Lagen 
des  fortrückenden  Punktes  x,  so 
kann  x von  a nach  b auf  doppelte 
Weise  gelangen,  entweder  direkt 
oder  durch  den  unendlichen  ent- 
fernten Punkt  (§  3).  Diese  bei- 
den Wege  haben  entgegengesetz- 
ten Richtungssinn.  Die  Zweideutigkeit  hört  aber  auf,  sobald  wir 
drei  besondere  Lagen  abc  annebmen  und  festsetzen,  der  Punkt  x 
solle  von  a durch  b nach  c gelangen  (ohne  auf  dem  Wege  von  a 
nach  b die  Lage  c eingenommen  zu  haben);  durch  die  Aufein- 
anderfolge abc  ist  der  Richtungssinn  von  x mitbestimmt  (Fig.  3). 

Da  nun  ööcund  abc  entsprechende  Ele- 
mente der  beiden  projektivischen  Gebilde 
sind,  so  wird,  sobald  durch  die  Auf- 
einanderfolge abc  der  Drehungssinn  des 
Strahlbüschels  festgestellt  ist,  durch  die  zugehörige  Aufeinander- 
folge abc  der  Richtungssinn  der  Punktreihe  unz^^eideutig  mitbe- 
stimmt, und  nehmen  wir  im  Strahlbüschel  den  entgegengesetzten 
Drehungssinn  durch  die  Aufeinanderfolge  acb,  so  wird  durch  die 
Aufeinanderfolge  acb  auch  der  zugehörige  Richtungssinn  in  der 
Punktreihe  entgegengesetzt.  Durch  diese  Bemerkung  wird  spater 
jede  Zweideutigkeit  hinsichtlich  der  Lage  entsprechender  Ele- 
mente aufgehoben. 


§ 5.  Doppelverhöltniss.  (Anharmonische  Funktion.) 

Um  die  gegenseitige  Abhängigkeit  der  Elemente  der  beiden 
Grundgebilde,  welche  durch  die  perspektivische  Lage  derselben  her- 
vorgerufen wird,  unabhängig  von  letzterer  darzustellen,  suchen  wir 
Beziehungen  auf  zwischen  den  Abständen  beliebiger  Punkte  der 
Punktreihe  und  den  Winkeln,  welche  die  entsprechenden  Strahlen 
mit  einander  bilden,  solchergestalt,  dass  diese  Beziehungen  von 
der  relativen  Lage  der  beiden  Gebilde  unabhängig  sind. 

Seien  abeb  . . . beliebige  Punkte  der  Punktreihe  so  soll 
nach  dem  Vorgänge  von  Möbius  durch  die  Nebeneinanderstellung 
der  Buchstaben 

ab 

nicht  allein  die  Strecke  zwischen  den  Punkten  a und  b (ihr  Ab- 
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stand)  bezeichnet  werden,  sondern  aucli  der  Richtungssinn,  in 
welchem  die  Strecke  von  a nach  b hin  auf  direktem  Wege 
durchlaufen  wird,  so  dass  also 

(I.) ab  -f  ba  = 0,  d.  h.  ba  = — ab 

ist,  wonacli  dann  für  irgend  drei  Punkte  abc  der  Geraden  die 
Gültigkeit  der  Gleichung 


(II.)  . . . ab  H-  bc  = ac  oder  ab  + bc  -|-  ca  = 0 
allgemein  stattflndet,  mag  der  Punkt  c zwischen  a und  b oder 
ausserhalb  der  Strecke  liegen,  und  für  irgend  vier  auf  der  Gera- 
den befmdliche  Punkte  ab cb  u.  a.  eine  Beziehung  gilt,  die  wir 
nur  desshalb  anführen,  weil  wir  sogleich  von  ihr  Gebrauch  ma- 
chen werden;  da  nämlich 


ab  -f-  bc  = ac 

ab  = ab  4-  bb 

so  folgt 

ab. ab  + bc.ab==ac.ab  + ac.bb 
ab|ab  — ac}  = ac.  bb  — bc.  ab 

(III.)  ....  ab  . cb  4-  b c . ab  + ca  . bb  = 0. 


Seien  ferner  abcd  . 
der  Punktreihe  abc  . . . 
R und  bezeichne 


. . die  enlsprechendeu  Strahlen  des  mit 
perspektivisch  liegenden  Strahlbüschels 

{ab) 


den  Winkel  zwischen  den  beiden  Strahlen  a und  b von  einem 
veränderlichen  Strahl  x in  demjenigen  Drehungssinne  von  a nach 
b hin  beschrieben,  welcher  übereinstimmt  mit  dem  Richtungs- 
sinne der  Strecke  ab  (§4),  dann  lassen  sich 
leicht  Beziehungen  ermitteln  zwischen  den  Win- 
keln des  Strahlbüschels  und  den  entsprechen- 
den Abschnitten  auf  der  Punktreihe,  indem 
man  nach  bekannten  Sätzen  der  Elementar-  ^ 
geometrie  die  Fläche  des  Dreiecks  ^ab  auf 
doppelte  Weise  ausdrückt;  das  aus  R auf  gefällte  Perpendikel 
trcflTe  in  p,  dann  wird 

Ba  . Bh  . sin  (ab)  = jPp  . ab 


(Fip.  4.) 


oder 


(1) 


ttb  Ba  . ßb 

sin  (ab)  B)ß 


Nimmt  man  ein  drittes  Paar  c und  c entsprechender  Elemente  hinzu, 
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SO  Irelen  in  gleicher  Weise  zwei  neue  Relationen  hinzu: 

^ Rh.ßc 

''****  sin  (ac)  /i\>  ’ sin  (6c)  ß\> 

Nur  die  rechten  Seiten  dieser  Beziehungen  enthalten  Stücke, 
welche  von  der  perspektivischen  Lage  beider  Gebilde  ahhängen, 
während  die  linken  Seiten  frei  davon  sind;  es  gelingt  aber  nichl, 
aus  diesen  drei  Gleichungen  (1)  und  (2)  jene  Stücke  zu  eliinini- 
ren ; wir  ziehen  daher  noch  ein  viertes  Paar  entsprechender  Ele- 
mente d und  b in  die  Betrachtung  und  erhalten  drei  neue  Rela- 
tionen 


ab  ßa  . ßb  . bb  ßb  , ßb  . cb 

siu  (ad)  ßp  ’ sin  (6rf)  ßp  ’ sin  (cd) 


ßc  . ßb 

ßV 


Aus  diesen  6 Relationen  (1)  (2)  (.3)  können  wir  nun  in  mehr- 
facher Weise  andere  ahleiten,  die  unabhängig  sind  von  den  Stücken 
ßcL  Bh  Bc  Bb  Bp,  also  bestehen  bleiben,  wenn  die  perspekti- 
vische Lage  anfgehohen  wird;  es  folgt  nämlich  u.  a.  die  Bezieinmg 

ac  ^ ab sin  (ac) , sin  (ad) 

' ^ bc  ’ bb  sin  (bc)  * sin  (bd) 

und  alle  übrigen  Relationen,  wenn  wir  in  irgend  einer  Weise  die 
vier  Punkte  abeb,  in  derselben  Weise  aber  auch  abcd  per- 
mulircn. 

Der  Ausdruck  r-:  rr»  welchen  wir  der  Kürze  we«;en  mit 
bc  bb  ^ 

(abeb) 

bezeichnen  wollen,  heisst  das  Doppel verhäl tniss  (oder  das 
anharmonische  Verhältniss,  die  anharmonische  Funktion)  von  vicM* 
Punkten,  und  um  die  Bildungsweise  desselben  leichter  zu  über- 
sehen, nennen  wir  a und  b ein  Paar  zugeordneter  Punkte, 
c und  b das  andere  Paar  zugeordneter  Punkte;  dann  sind  zur 
Bildung  des  Doppelverhältnisses  die  einfachen  Verhältnisse  der 
Abstände  jedes  Punktes  des  einen  Paares  zugeordneter  Punkte 

von  den  beiden  Punkten  des  anderen  Paares:  P-  und  ~ durch 

bc  bb 

einander  zu  theilen;  welche  von  den  vier  Punkten  übrigens  auf 
diese  Weise  einander  zugeordnet  werden,  ist  an  sich  gleichgültig, 
nur  sollen  bei  der  Bezeichnung  (abeb)  die  beiden  ersten  und 
die  beiden  letzten  als  zugeordnete  Punktenpaare  fcstgehalten  wer- 
den. Ebenso  heisst  der  Ausdruck 


sin  (ac)  ^ sin  (ad) 
sin  (bc)  ' sin  (bd) 
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welchen  wir  mit  {ab cd)  bezeichnen,  das  Doppelverhfdtniss  von 
vier  Slral)len  des  Strahlhüschels  und  es  werden  dabei  ebenfalls 
a und  b,  c und  d als  zugeordnete  aufgefasst. 

Die  gefundene  Beziehung  (4)  sagt  also  aus: 

Bei  zwei  projektivisclien  Gebilden:  einer  Punkt- 
reibe und  einem  Strahl büscliel  findet  zwischen  irgend 
vier  entsprechenden  Eienientenpaar en  abcb  und  abcd 
immer  die  Gleichheit  der  Doppel  verbal  tnisse  statt: 

(abcb)  = {abcd). 

§ 6.  Verschiedene  Werthe  eines  Doppelverhältnisses  durch 

Vertauschung  der  Elemente. 

Ehe  wir  aus  dem  gefundenen  Besultat  Folgerungen  ziehen, 
wollen  wir  untersuchen,  in  welchem  Zusammenhänge  die  21  Werthe 
des  Doppelverhällnisses  mit  einander  stehen,  weiclic  wir  erhallen, 
wenn  wir  die  Elemente  desselben  auf  alle  möglichen  Arten  mit 
einander  vertauschen.  Sei  der  Werth  des  Doppelverhällnisses 

so  erkennen  wir  zunächst  aus  der  Bildungsweise  desselben,  dass 

(1)  . . . . (ab  cb)  = (ba  bc)  = (cb  ab)  = (bc  ba) 
ferner,  da 

^ , aj> I 

b c ’ b b ab,  n c 
bb  ' bc 

(2)  (abeb)  • (abbe)  = 1. 

Endlich  giebt  die  Helation  (111)  5 zwischen  irgend  vier  Ihink- 

len  einer  Geraden: 

ab.cb  -f  bc.ab  -1-  ca.bb  = () 
folgende  Beziehung  zwischen  Doppelverhällnissen 

oc , ^ ^ , ^b ^ 

oder 

(3)  (abeb)  4-  (rtcbb)  = 1 

und  hieraus  lassen  sich  die  Werthe  des  Doppelverhällnisses  für 
alle  24  möglichen  Vertauschungen  lölgendermassen  durch  einen 
Werth  desselben  k ausdrücken: 
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(abcb)  = (bflbc)  = (cbab)  = (bcba)  = k 
(a  b b c)  = (b  a c b)  = (b  c a b)  = (c  b 6 a)  = ^ 

(acbb)  = (cabb)  = (bbac)  = (bbca)  = 1 — k 
' (a  c b b)  = (c  a b b)  = (b  b a c)  = (b  b c o)  = 

(abbc)  = (bacb)  = (bcab)  = (cbba)  = 

(abcb)  = (babc)  = (cbab)  = (bcbo)  = 

Dieselben  Beziehungen  ergeben  sich  für  das  Doppelverhält- 
niss  von  vier  Strahlen  [ah cd)  aus  der  in  § 5 nachgewiesenen 
Gleichheit  der  Doppel  Verhältnisse 

(abcb)  = {ah  cd). 


§ 7.  Veränderung  des  Werthes  eines  Doppelverhältnisses 
bei  der  Bewegung  eines  seiner  Elemente. 


Für  die  Folge  ist  es  nützlich  zu  wissen,  wie  sich  der  Werth 
eines  Doppelverhältnisses  verändert,  wenn  eines  seiner  Kleincnte  alle 
möglichen  Lagen  anninunt\  während  die  drei  andern  festgehalten 
werden.  Nehmen  wir  das  Doppelverhällniss  von  vier  Punkten 
(abcb)  und  lassen  den  Punkt  b sich  bewegen,  so  bleibt  von  dem 

Dopnelverhällnissc  ~ das  erste  Verhältniss  unverändert  und 

es  variirt  nur  das  zweite.  Untersuchen  wir  daher  zunächst,  w ie 

sich  das  Verhältniss  ^ verändert,  während  x alle 


möglichen  Lagen  auf  der  Geraden  ab  e i n n i ni m t.  Es 
treten  hierbei  zwei  wesentlich  verschiedene  Fälle  ein:  entweder 
liegt  X auf  der  endlichen  Strecke  zwischen  ab  oder  auf  einer 
der  beiden  unendlichen  Strecken  ausserhalb  ab;  im  ersten  Falle 
haben  die  Strecken  ar  und  hx  entgegengesetzten,  im  zweiten 
Falle  gleichen  Uichtungssinn  (§5);  wir  nehmen  daher  im  ersten 


Falle  den  absoluten  Werth  des  Verhältnisses  ^ mit  dem  nega- 
tiven Vorzeichen  ( — ),  im  zweiten  Falle  mit  dem  positiven  Vor- 
zeichen (-p)  und  unterscheiden  dadurch  die  beiden  (Jebiete  auf 
der  geraden  Linie,  in  welchen  der  Punkt  x liegen  kann.  Wenn 
nun  X mit  a zusammenfällt,  so  ist  der  Werth  des  Verhältnisses 


ax 

bl- 


gleich  0,  er  bleibt  negativ. 


solange  sich  x von  a nach  b hin 
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bewegt;  er  wird  = — 1,  wenn  j in  die  Mille  m zwischen  a und 
b fällt,  wächst  (absolut  geiiomnien),  während  a von  m nach  b 
geht,  und  wird,  wenn  r in  b hineinfälll,  unendlich  gross  (oo); 

dabei  liegen  die  absoluten  Werlhe  des  Verhällnissps  während 

X zwischen  a und  m liegt,  zwischen  0 und  1,  während  x zwischen 
m und  b liegt,  zwischen  1 und  oo  und  keine  zwei  gleichen  Werlhe 
können  Vorkommen;  das  Verhälliifss  nimmt  also  alle  negativen 

Werlhe  von  0 bis  cx>  und  jeden  nur  ein  Mal  an;  geht  x weiter 

über  b hinaus,  so  wird  “ positiv  und  nimmt  ab  von  dem  Werth  oo 

an,  welchen  es  in  b halte;  je  weiter  r gelang!,  desto  mehr  nähert 

sich  der  Werth  des  Verhältnisses  dem  Werlhe  -f  1,  da  = 1 + 

' br  br 

für  den  unendlu'h  entfernten  Punkt  selbst  wird  daher  das  Ver- 
hällniss  den  Grenzwerlh  -f-  1 annchmen;  gehen  wir  durch  den 
unendlich  entfernten  Punkt  auf  die  andere  Seile  der  (leraden 

über  (§3),  so  wird  der  Werth  des  Verhältnisses  ^ < 1,  weil 

jetzt  b von  x entfernter  liegt  als  a,  während  es  vorher  umge- 
kehrt war;  nähert  sich  r mehr  und  mehr  dem  Punkte  a,  so 

nimmt  der  Werth  ~ immer  mehr  ab  bis  zum  Werthe  0,  der  dann 

br 

einlrill,  wenn  x wieder  mit  a zusammenfällt.  Für  das  ganze  Gebiet 
ausserhalb  der  Strecke  ab,  welches  durch  den  unendlich  entfernten 
Punkt  in  zwei  Abschnitte  zerfällt,  ist  demnach  der  Werth  des 
Verliältnisses  positiv  und  zwar  auf  dem  einen  Abschnitte  > 1 
(nimmt  von  oo  bis  1 ab),  auf  dem  andern  Abschnitte  < 1 (nimmt 
von  1 bis  0 ab),  für  den  unendlich  entfernten  Punkt  selbst  -f-  1 ; 
jeder  positive  Werth  des  Verhältnisses  kommt  aber  nur  ein  Mal 

vor.  Ini  Ganzen  nimmt  also  das  Verhältniss  ^ bei  der  Bewegung 

von  X alle  positiven  und  alle  negativen  Werlhe  von  + fl 
und  jeden  nur  ein  Mal  an.  Will  man  vom  Vorzeichen  absehen 
und  nur  den  absoluten  Werth  des  Verhältnisses  auffasson,  so  tritt 
ein  solcher  immer  zwei  Mal  auf,  einmal  für  eine  bestimmte  Lage 
zwischen  ab,  «las  andere  Mal  ausserhalb  ab;  die  Punkte  gruppiren 
sich  also  dann  paarweise,  wie  z.  B.  der  Mittelpunkt  m und  der 
unendlich  entfernte  Punkt  dem  Werthe  1 entspricht;  durch  das 
hinzugefügte  Vorzeichen  heben  wir  aber  diese  Zweideutigkeit  auf. 
Hieraus  ergiebt  sich  nun  auch  die  Veränderung  des  Doppel- 
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verliältnisees  (abcb),  wenn  eines  seiner  Elemente  sich  bewegt. 
Sei  b dies  veränderliche  Element,  so  wird  in  dem  Doppel  Verhält- 
nisse ^ ^ allein  das  Verhältiiiss  sich  ändern  und  alle  posi- 
bc  bb  bo  '■ 

tiven  und  negativen  Werthe  durchlaufen;  die  mit  dem  konstanten 
Werthe  ^ multiplicirten  reciproken  Werthe  dieses  Verhältnisses 

weiden  daher  auch  alle  posilKen  und  negativen  Werthe  in  steti- 
ger Aufeinanderfolge  annelirnen  und  jeden  nur  ein  Mal.  Wie  die 
positiven  und  negativen  Werthe  mit  der  Veränderung  von  b einan- 
der folgen,  hängt  von  dem  Werthe  des  Verhältnisses  ^ ab, 

welcher  positiv  oder  negativ  ist,  je  nachdem  c ausserhalb  ab 
oder  zwischen  ab  liegt: 

1)  Liegen  abc  der  Art:  i t c , so  ist  ^ positiv 

und  der  Werth  des  Doppel verliältnisses  (abcb) 


wird  für  b iin  Lneiidlichen  = -L 

bc 

während  b von  <x>  bis  a geht  + 
wenn  b in  a hineinfallt  = oo 

während  b von  a bis  b gehl  — 

wenn  b in  b bincinrällt  = 0 

während  b von  b bis  c geht  -|- 

wenn  b in  c hineinfällt  = -f-  1 


während  b voncbisinslJnendl.geht 
2)  Liegen  abc  der  Art:  ^ ^ jj  , so  ist  ^ negativ 

und  der  Werth  des  Doppelverbältnisses  (abcb) 


wird  für  b im  ljuendlicheii  ^ = — 

bc 

wahrend  b von  oo  bis  a geht  — 
wenn  b in  a hineiiilallt  = oo 

während  b von  a bis  c gehl  -f 
wenn  b in  c hineinfällt  = + 1 
während  b von  c bis  b geht  -f- 
wenii  b in  b hineinfällt  = 0 

während  b von  b bis  oo  geht  — . 


Die  beiden  zugeordneten  Punkte  a und  b,  für  welche,  wenn  b 
hineinfällt,  das  Doppelverhältniss  die  Werthe  oo  und  0 annimiuL 
bilden  die  Uebergäuge  von  den  |>ositiven  zu  den  negativen  Wer- 
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Iheii  desselben;  ausserdem  tritt  einmal  der  besondere  Werth  -fl 
auf,  wenn  b in  c bineinfällt,  also  das  andere  Paar  zugeordneler 
Punkte  zusammenffillt  und  für  den  unendlich  entfernten  Punkt 

geht  das  Doppelverhältniss  in  das  einfaclie  ^ über. 

Aus  der  Gleichheit  der  Doppelverlnlltnisse  zwischen  irgend 
vier  Paar  entsprechenden  Elementen  einer  Punktreihe  und  eines 
mit  ihr  projeklivischen  Struhlbüschels  können  wir  auf  einen  ganz 
gleichen  Verlauf  des  Werthes  von  [ab cd)  schliessen,  wenn  von 
den  vier  Strahlen  einer  z.  B.  d das  ganze  Slrahlbüsciiel  durchläuft. 


§ 8.  Harmonischo  Elemente. 


Unter  allen  Werthen,  welche  ein  l)oi)pelverhältni?s  annehmen 
kann,  giebt  cs  einen,  welclier  seines  hänngen  Vorkommens  wegen 
von  besonderer  Wichtigkeit  ist;  che  wir  daher  in  den  allgemei- 
nen Betrachtungen  fortfahren,  wollen  wir  »liesen  besomlercn  Fall 
näher  ins  Auge  fassen.  Dieser  wicfitigste  speciellc  Werth  eines 
Doppelverhältnisses  ist  — 1,  und  wenn  das  Doppelverhältniss  von 
vier  Punkten 


(a  b c b)  = — 1 


ist,  so  heissen  diese  vier  harmonische  Punkte  und  zwar 
a und  b zugeordnete  harmonische  Punkte,  ebenso  c und  b 
zugeordnete;  da  das  Doppelverhältniss  von  vier  harmonischen 
Punkten  — 1 ist,  so  folgt  (§  7),  dass,  wenn  c zwischen  a und  b 
liegt,  nothwendig  b ausserhalb  ab  liegen  muss  und  umgekehrt, 
dass  also  bei  vier  harmonischen  Punkten  ein  Paar  zugeordneter 
Punkte  durch  das  andere  Paar  getrennt  wird  und  zwischen  ihren 
Abständen  die  Bedingung  stattfindct 


(I) 


a c 1 a b rv  I ca 

TT.  + n:  = 0 oder  — 
b c b b b a 


-f  — = 0 
^ bb 


oder  die  Verhältnisse  ^ und  ^ haben  gleichen,  aber,  entgegen- 
gesetzten Werth.  Aus  den  Beziehungen  in  § 6 ergiebt  sich  für 
A = — 1 , dass,  w enn 

(abeb)  = — 1 

(abeb)  = (abbe)  = (babc)  = (bacb) 

= (cb ab)  = (ebba)  = (bcab)  :::=  (beba)  = — 1 , 

dass  man  also  sowohl  ein  Paar  zugeordneter  harmonischer  Punkte 
unter  sich,  als  aucli  mit  dem  andern  Paar  vertauschen  kann,  ohne 
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die  harmonische  Eigenschaft  aufzuheben.  Ferner  ergiebt  sich  aus 
§ 7,  dass,  wenn  man  irgend  drei  Punkte  abc  auf  einer  Geraden 
willkührlich  annimmt  und  zwei  z.  ß.  a und  b als  zugeordnet 
aulTasst,  nur  ein  einziger  bestimmter  vierter  dem  c zugeordeter 
harmonischer  Punkt  b existirt,  welcher,  wenn  c zwischen  ab  Hegt, 
ausserhalb  ab  liegen  muss  und  umgekehrt;  eine  einfache  Kon- 
struktion desselben  allein  mittels  des  Lineals  ergiebt  sich  später 
{siehe  § 9).  Hier  erwähnen  wir  nur  noch  einige  metrische  Be- 
ziehungen, welche  sich  aus  dem  besonderen  Werthe  — 1 des 
Dop])elverhältnisscs  ergeben. 

Wenn  nämlich 

(abeb)  = — 1 , 

so  ist  (§  6). 

(aebb)  = ~ 

das  heisst 

ab ^ ^ 

c b 2 c b 

Schreiben  wir  diese  Beziehung  dergestalt 


ac  -f-  cb 1 ac  -j-  cb 

Cb  ”"2  -Cb  ' 

so  folgt 


das  heisst,  der  reciproke  Werth  des  Abstandes  eines  von 
dem  zugeordneten  harmonischen  Punkte  ist  gleich  dem 
arithmetischen  Mittel  aus  den  reciproken  Werthe n der 
Abstände  des  ersten  von  den  beiden  andern  zugeord- 
neten Punkten. 

Ferner  ffdiren  wir  die  Mitte  m zwischen  zwei  zugeordneten 
Punkten  ab  ein,  also 

am  = ^ab  = mb, 

dann  wird  die  vorige  Relation 

ob  11^ 

c b c b Cb  ’ 

woraus  folgt 

mg 

ab  Cb 

und  durch  Vertauschung  von  a und  b 

mb  ac  ma 
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aus  den  beiden  Beziehungen 

u^ ^ n 

ab  cb  ac  cb 

folgt  durcli  Ilinzufrigung  von  1 auf  beiden  Seiten 

mb ^ ^ cb 

ab  cb  ac  cb 

und  hieraus  folgt: 

(HI) (ma)^=  (mb)*  = mc . mt» 


Auch  kann  u.  A.  noch  die  Relation  bemerkt  werden: 

/ 

j ca  . cb  = cm  . cb 

^ ^ lba.bb=bm.bc 

welche  alle  sich  leicht  in  Worten'  ausdrücken  lassen;  ähnliche 
metrische  Relationen  ergeben  sieb,  wenn  wir  die  Milte  n zwischen 
den  beiden  andern  zugeordneten  Punkten  c und  b einführen. 

Von  besonderem  Interesse  ist  die  Beziehung  III.  für  vier  har- 
monische Punkte:  das  Quadrat  des  Abstandes  der  Mitte 
zwischen  zwei  zugeordneten  Punkten  von  einem  dersel- 
ben ist  gleich  dem  Rechteck  aus  den  Abständen  dersel- 
ben Mitte  von  den  beiden  andern  zugeordneten  Punkten. 

Hallen  wir  bei  vier  harmonischen  Punkten  ein  Paar  zuge- 
ordneter Punkte  ab  fest,  so  bleibt  auch  deren  Mitte  m unverän- 
dert; bewegen  wir  dann  c,  so  verändert  sieh  mit  ihm  der  vierte 
harmonische  Punkt  b in  der  Weise,  dass  das  Rechteck  mc  . mb 
konstant  bleibt.  Wir  können  hierdurch,  während  wir  von  vier 
harmonischen  Punkten  das  eine  Paar  zugeordneteler  Punkte  fest- 
hallen, das  ganze  System  von  Paaren  zugeordneter  Punkte  ver- 
folgen, welche  mit  den  beiden  festen  harmonisch  liegen,  und 
merken  insbesondere  zwei  specielle  Fälle:  1)  wenn  c in  m liegt, 
.so  liegt  b im  Unendlichen,  d.  h.  zwei  beliebige  Punkte 
einer  Geraden,  die  Mitte  zwischen  ihnen  und  der  un- 
endlich entfernte  Punkt  sind  immer  vier  harmoni- 
sche Punkte  und  zwar  die  beiden  ersten  zugeordnet,  die  beiden 
letzten  zugeordnet;  2)  wenn  c in  b oder  in  a hineinfällt,  so  muss 
auch  b hineinfallen,  d.  h.  wenn  von  vier  harmonischen 
Punkten  ein  Paar  zugordnete  zusammenfallen,  so 
muss  in  diesem  FMinkte  auch  einer  des  andern  Paares 
zugeordneter  Punkte  liegen,  oder:  vier  harmonische  Punkte 
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können  insbesondere  so  liegen,  dass  drei  zusainmenfallen  und  einer 
abgesondert  ist.  Weil  endlich  mc  . mb  = (ma)*  positiv  ist,  so 
müssen  mc  und  mb  gleichen  Uichtungssinn  haben,  d.  h.  c und  b 
immer  auf  derselben  Seite  von  m liegen;  wfdirend  also  c von  m. 
nach  a forlschreitel,  geht  der  vierte  harmonische  Punkt  b vom 
Unendlichen  in  entgegengesetztem  Richtungssinne  nach  a (denn 
je  grösser  von  dem  konstanten  Rechteck  die  eine  Seite  wird, 
desto  kleiner  muss  die  andere  werden),  und  wenn  c von  m nach 
b forlrfickt,  bewegt  sich  b vom  unendlich  entfernten  Punkt  eben- 
falls nach  b hin  (vergl.  § 7). 

Dieselben  Betrachtungen  können  wir  nun  direkt  übertragen 
auf  vier  Strahlen,  deren  Doppelverhrdtniss  den  Werth  —1  hat. 
Solche  vier  Strahlen  ah  cd  eines  Strahlbüschels,  für  welche 


[abed]  — — 1 

ist,  heissen  vier  harmonische  Strahle n und  zwar  «6  zuge- 
ordnete, cd  z ugeordnete  Strahlen;  der  Werth  des  Doppel - 
verhidtnisses  liefert  zwischen  den  Winkeln  die  Beziehung 


(1) 


sin  {ac) 
sin  (6  c) 


H" 


sin 

sin  {bd) 


0. 


Aus  der  Gleichheit  der  Doppelverhaltnisse  (§  5)  folgt,  das.s, 
wenn  man  irgend  vier  har  monische  Punk  te  mit  einem 
Punkt  B durch  Strahlen  verbindet,  diese  vier  harmo- 
nische Strahlen  sind,  und  wenn  man  irgend  vier  har- 
monische Strahlen  durch  eine  beliebige  Gerade  schnei- 
det, die  vier  Schnittpunkte  vier  harmonische  Punkte 
sind,  zugleich  auch  zugeordnete  Strahlen  die  zugeordneten  Punkte 
enthalten  und  umgekehrt. 

Hiernach  ergiebt  sich  die  relative  Lage  von  vier  harmonischen 
Strahlen  aus  der  von  vier  harmonischen  Punkten.  Zwei  zugeord- 
nete Strahlen  ab  theilen  nrimlich  die  ganze  Kbene  in  vier  Winkel- 
räume, von  denen  zwei  und  zwei  (Scheitelwinkelräume)  gleich 
sind;  das  andere  Paar  zugeordneter  Strahlen  kann  mm  nicht  in 
dieselben  Schcitehvinkelräume  fallen,  sondern  wenn  der  Strahl  c 
in  das  eine  Paar  Scheitelraume  fällt,  so  muss  der  zugeordnete  d 
in  das  andere  Paar  Neben-Scheitelräume  fallen  oder  wie  man  sich 
kürzer  ausdrückt:  bei  vier  harmonischen  Strahlen  wird  ein  Paar 
zugeordneter  Strahlen  durch  das  andere  Paar  getrennt,  l’erncr 
giebt  es  zu  drei  beliebig  gewählten  Strahlen  nur  einen  bestimm- 
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ten  vierten  harmonischen,  der,  wenn  zwei  als  zugeordnet  fest- 
gesetzt sind,  dein  dritten  ziigeordnet  ist.  Ebenso  überti*agen  sich 
die  metrischen  Relationen  II,  III,  IV,  auf  vier  harmonische  Strahlen: 
Da 

sin  (da)  , s\n  (dö)  „ 

sin  (rn)  ‘ sin  (cd) 

und 

(da)  = (dr)  (ca);  (db)  = (de)  (cb) 

bei  festgehallcnem  Drehungssinn,  so  ergiebt  sich  durch  Aiinösung 
der  sin  der  Summen 

(2)  ....  cot^  (cd)  = ^ |cot^  (ca)  -f  cotg  (c6)|. 

Auch  die  übrigen  metrischen  Beziehungen  zwischen  vier  har- 
monischen Strahlen,  analog  III  und  IV  ergeben  sich,  wenn  man 
mit  m einen  Ilalbirungsstrahl  des  Winkels  (ab)  bezeichnet,  also 

(fl  m)  = (m  b)  = — (b  m)  = — (tn  a) ; 

die  Relation  (1)  lässt  sich  dann  so  schreiben 

sin  {(aw)  -f-  (wr)}  . sin  '{(am)  4-  (”»d)}  ^ 

sin  (mo)|  ' sin  ^(bm)  -f-  (m^)| 

und  giebt  aufgelöst  mit  Berücksichtigung  der  vorigen  Relationen 

tg  (mc)  — tg  (ma)  tg  (md)  — tg  (ma)  _ 
lg  (tue)  -f  tg  (ma)  ' tg  (md)  tg  (ma) 

tg  (ma)  tg  (tnd) 

(.3)  ....  tg*  (ma)  = lg*  (mb)  — tg  (wir) . lg  (wd). 

Ferner 

sin  |(a/n)-f  (»ic)  j.  -f  sin  {(6m)  + (wc)J.  = sin  (ar)  -f-  .sin  (bc) 
aufgelöst 

2 cos  (am) . sin  (mc)  = sin  (ac)  sin  (bc) 

ebenso 

2 ros  (rtwi) . sin  (md)  = sin  (ad)  + sin  (6d) 

anderseits 

2 sin  (am)  cos  (mc)  = sin  (ac)  — sin  (bc) 

2 sin  (am)  cos  (md)  = sin  (ad)  — sin  (bd). 

Es  folgt  aber  aus  (1) 

sin  (ac)  -f-  sin  (bc) sin  (bc)  ^ sin  (ad)  -f-  sin  (öd)  sin  (öd) 

Bin(öd)  — sin(ad)  sin  (/yd)  * sin  (öc)  — sin  (ac)  sin  (öc)’ 

woraus  dann  folgt: 
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sin  2(mr) Jsin  (6c)V-^ fsin 

sin  2(wrf)  Isin  (Arf)j  (sin  (ad)/’ 

Die  Beziehung  (3)  lasst  ähnlich  wie  (III)  die  Abhängigkeit  eines 
Paares  zugeordneter  Strahlen  von  dem  andern  und  der  Ilalhirungs- 
linic  ihres  Winkels  erkennen;  halten  wir  ab  und  also  auch  die 
Ilalhirungslinie  m des  Winkels  {ab)  fest  und  verändern  c,  so  wird 
auch  der  vierte  harmonische  Strahl  d sich  bewegen,  aber  das 
Produkt  tg  (mc) . tg  (md)  konstant  bleiben;  fällt  insbesondere  c auf 
»;i,  so  muss  tg(;«(/)  = oo  werden,  also  d zu  w senkrecht  stehen 
oder  was  dasselbe  sagt;  d wird  der  Ilalbirungsstrahl  des  Neben- 
winkels von  [ab).  Wir  schliessen  also:  W^enn  zwei  Strahlen 
den  Winkel  und  Neben wink el  zweier  andern  halhiren, 
so  bilden  sie  mit  jenen  vier  harmonische  Strahlen  und 
sind  einander  zugeordnet;  aber  auch  umgekehrt:  W^enn 

von  vier  harmonischen  Strahlen  zwei  zugeordnete  zu- 
einander rechtwinklig  sind,  so  h a 1 b i r e n s i c d i e W i n - 
kel  der  beiden  andern  zugeordneten  Strahlen.  (Wir 
erkennen  ferner  leicht,  dass  dieselbe  Relation  (3)  bestehen  bleibt, 
wenn  wir  statt  der  einen  Ilalhirungslinie  m des  Winkels  {ab)  die 
andere,  zu  ihr  senkrechte  Ilalhirungslinie  des  NehenwinkeKs 
setzen).  Fällt  zweitens  hei  der  Bewegung  von  c dieser  Strahl  auf 
0 oder  Ä,  so  muss  auch  r/ auf  denselben  fallen,  also:  W enn  von 
vier  harmonischen  Strahlen  ein  Paar  zugeordneter 
zusammenfallen,  so  muss  auch  einer  des  andern  Paa- 
res hincinfallen,  oder;  vier  harmonische  Strahlen  können  die 
besondere  Lage  haben,  dass  drei  zusammenfallen  und  der  vierte 
abgesondert  liegt.  Hinsichtlich  <ler  Bewegung  sehen  wir  endlich, 
dass,  während  c das  Gebiet  zweier  Scheitelräumc  des  Winkels  [ah) 
durchstreift,  der  zugeordnete  Strahl  d das  Gebiet  der  beiden  an- 
dern Neben  - Scheitelräume  in  entgegengesetztem  Drehungssinnc 
durchstreift  und  dass  beide  einmal  in  a,  das  andere  Mal  in  b Zu- 
sammenkommen. 

§ 9.  Vorkommen  harmonischer  Elemente  beim  vollstän- 
digen Viereck  und  Vierseit. 

Harmonische  Punkte  und  Strahlen  bieten  sich  bei  sehr  vielen 
geometrischen  Untersuchungen  dar;  des  Folgenden  wegen  müssen 
wir  auf  ihr  Vorkommen  beim  vollständigen  Viereck  und  Vierseit 
aufmerksam  machen.  Sind  nämlich  cl»  c,b,  irgend  vier  Punkte 
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(1er  Ebenfi  (Fig.  5)  (ein  vollständiges  Viereck),  so  giebt  es  drei 
Paar  Verbindungslinien  je  zweier  der- 
selben (drei  Seitenpaare)  nämlich 

cb  c,b,  die  siidi  in  a trelfen  mögen 

cc,  bb,  - - - B - 

cb|  Cj  b - “ - J5,  - 

Diese  drei  Schnittpunkte  bilden  das 
sogenannte  Diagonaldreieck  des  vollstän- 
digen Vierecks  und  seine  drei  Seiten 
heissen  die  drei  Diagonalen  des  voll- 
ständigen Vierecks,  seine  Ecken  die  Diagonalpunk le  desselben; 
ziehen  wir  welche  Linie  cb  und  c,b,  res[».  in  b und  b,  treHe, 

so  ist,  weil  die  vier  Strahlen  i5a,  Bi\  7?c,  ^b  die  Lerade  c,b, 
resp.  in  ab^ c,bj  IrelVen,  das  Doppelverhältniss  der  vjer  Strahlen 
einmal  gleich  (ab  cb)  und  zweitens  gleich  (ab,  c,b,)  (§  T)),  mithin 

(abeb)  = (ab,  c,b,). 

Die  vier  Strahlen  //,a,  i?jb,,  b,  trellen  aber  die  (lerade 

cb  in  den  resp.  Punkten  abbe  und  c,b,  in  ab,  c,b|,  mithin  ist 

(ab,c,  b,)  = (abbe) 

folglich  auch 

(abeb)  = (abbe). 

Nun  ist  aber  allgemein  (§0,2)  (abeb)  (abbc)  = l,  folglich 

(ab  cb)2  = 1, 

(abeb)  selbst  also  -f  1 oder  — 1;  den  Werth  + 1 kann  dies 
Doppelverhältniss  nach  §7  nicht  haben,  weil  derselbe  nur  dann 
anftritt,  wenn  zwei  zngeordnete  Punkte  znsammenfallen,  was  hier 
offenbar  nicht  der  Fall  ist,  mithin  muss 

(abeb)  = — 1 

sein,  d.  h.  (§  8)  die  vier  Punkte  abeb  sind  harmonisch  gelegen, 
ebenso  ab,c,b,;  folglich  sind  auch  die  vier  von  B an.sgelienden 
Strahlen  vier  harmonische  Strahlen  und  ebenso  die  vier  durch  /?, 
laufenden  Strahlen;  da  von  den  letzteren  sowohl  die  Gerade  ec, 
als  auch  bb,  in  vier  harmonischen  Punkten  getrolfen  wird,  durch 
welche  die  vier  von  a ausgehenden  Strahlen  laufen,  so  sind  auch 
die  letzteren  vier  harmonische  Strahlen.  Wir  können  daher  fol- 
genden Satz  aussprechen: 

Deim  vollständigen  Viereck  bilden  in  jedem  der 
drei  Di  agon  alp  unkte  die  beiden  Seiten  und  die  beiden 

Schröler,  Theorie  «l.  Kegrelsclin.  2 


(Fig.  5.) 
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Diagonalen,  welche  ilnrcli  denselben  gehen,  vier  har- 
monische Strahlen  und  zwar  je  ein  Paar  zugeordnete. 

Dieselbe  Figur  lässt  sich  auch  anders  auffassen:  Wir  können 
die  vier  Verbindungslinien  cb  Cjb,  cCj  bbj  als  vier  beliebige  Ge- 
rade in  der  Ebene,  ein  vollständiges  Vierseit  arisehen;  diese  vier 
Geraden  schneiden  sich  in  drei  l*unktenpaaren,  den  sechs  Ecken 
des  vollständigen  Vierseits  oder  den  drei  Paar  Gegenecken,  nämlich 
/>’  und  a,  c und  bj , b und  c,;  die  drei  Verbindungslinien  «lieser  drei 
Paar  Gegenecken  heissen  Diagonalen  des  vollständigen  Vierseits, 
ihre  Schnittpunkte  die  Diagonal  punkte.  Hiernach  lautet  der 
vorige  Satz: 

Deim  vollständigen  Vierseit  bilden  auf  jeder  der 
drei  Diagonalen  die  beiden  Ecken  des  Vierseits  und 
die  Schnittpunkte  der  beiden  andern  Diagonalen  vier 
li a r m o n i s c h e Punkte  u n <1  zwar  je  ei n P a a r z u g e o r d n e t c. 

Es  folgt  hieraus  leicht  eine  Konstruktion  sowohl  des  vierten 
harmonischen  Punktes  als  auch  Strahles  zu  drei  gegebenen  allein 
mit  Hülfe  des  Lineals,  wenn  zwei  als  zugeordnete  angenommen  sind : 

1)  Sind  auf  einer  Geraden  drei  Punkte  abc  gegeben,  und  soll 
<ler  vierte  harmonische  dem  c zugeordnete  Punkt  b gefunden  wer- 
den, während  a und  b das  eine  Paar  zugeordneter  Punkte  ist, 
so  ziehe  man  durch  c einen  beliebigen  Strahl  und  nehme  zwei 
beliebige  Punkte  a:  und  ij  auf  demselben,  verbinde  a:a,  a;b,  ya, 
yh  uml  bestimme  die  Schnittpunkte 

(a:a,  yb)  und  {xh,  ya), 

deren  Verbindungslinie  die  Gerade  in  dem  gesuchten  Punkte  b trillt. 

2)  Sind  drei  durch  einen  Punkt  0 gehende  Strahlen  ahe  ge- 
geben und  man  soll  den  vierten  harmonischen  dem  c zngeordne- 
ten  Strahl  d ßnden,  während  ab  das  andere  Paar  zugeordneter 
Strahlen  sind,  so  ziehe  man  durch  einen  beliebigen  Punkt  von  c 
irgend  zwei  Gerade,  welche  a und  b resp.  in  ab  und  aj bj  trellen; 
dann  giebt  der  Schnittpunkt  (abj,  bOj)  mit  0 verbunden  den  ge- 
suchten viel  ten  harmonischen  Strahl  d 

§ 10.  Allgemeine  Folgerungen  aus  der  Gleichheit  der 
Doppelverhältnisse.  Konstruktion  entsprechender  Elemente 
zweier  projektivischer  Gebilde. 

Die  am  Ende  <les  § 5 bewiesene  Gleichheit  der  Doppelver- 
hältnisse  zwischen  irgend  vier  Punkten  einer  Geraden  und  vier 
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Strahlen  eines  Strahlbiischels,  welclie  durch  jene  gehen: 

(a  b C b)  = (nbc  d) 

liefert  zuvörderst  zwei  allgemeine  vSrdze,  deren  specielle  Fälle  für 
harmonische  l'unkte  und  Strahlen  wir  bereits  angewendet  haben, 
nämlich : 

1)  Zieht  man  durch  ein  beliebiges  Strahlhüsch  ei 
von  vier  Strahlen  ab  cd  irgend  welche  Gerade  (Trans- 
versalen), die  jene  resp.  in  den  Punkten  abcb  treffen, 
so  ist  der  Werth  des  Doppelverhällnisses  (abcb)  immer 
derselbe 

(abcb)  = const. 

welches  auch  die  Lage  der  hindurchgehenden  Trans- 
versale sei,  nämlich  gleich  dem  Werlhe  des  Doiipel- 
verhä ltnisses  der  vier  Strahlen  {abcd). 

2)  Verbindet  man  irgend  vier  Punkte  abcb  einer 
Geraden  mit  beliebigen  Punkten  der  Ebene  durch  je 
vier  Strahlen  abcd,  so  haben  diese  Slrahlbüschel  im- 
mer dasselbe  Doppel vcrhäl miss 

* [abcd]  = const. 

welches  auch  die  Lage  ihres  Mittelpunktes  sei,  näm- 
lich das  üoppelverliältniss  der  vier  Punkte  (abcb). 

Da  fernei^  diese  Gleichheit  der  Doppelverhältnisse  zwischen 
entsprechenden  Elementen  der  beiden  in  perspektivischer  Lage  bc- 
(indlichen  Gebilde  ganz  unabhängig  ist  von  der  perspektivischen 
Lage,  indem  sic  nur  die  Abstände  der  Punkte  und  die  Winkel 
zwischen  den  entsprechenden  Strahlen  enthält,  so  bleibt  sic  auch 
bestehen,  wenn  die  perspektivische  Lage  aufgehoben  wird,  und 
enthält  das  allgemeine  Gesetz  für  die  projekti vische  De- 
ziehung  (§  2)  eines  Slrahlbüschcls  und 
einer  Piinktrcihe  auf  einander.  Wenn  wir 
also  die  Strahlen  eines  Strahlbfischels  und 
die  Punkte  einer  Punktreihe  projektivisch 
auf  einander  beziehen  wollen,  so  dürfen 
wir  drei  Paar  Elemente  abc  und  abc  will- 
kOhrlich  als  entsprechende  annehmen  (Fig. 

G),  denn  erst  zwischen  vier  Paaren  besteht 
die  Bedingung 

[abcd)  = (abcb). 

2* 


(Fig.  0.) 
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Durch  jene  drei  l*aar  ist  aber  die  Beziehung  vollständig  und  ein- 
deutig bestimmt;  denn  nehmen  wir  jetzt  einen  beliebigen  vierten 
Strahl  tl  <les  Slrahlbüschels,  so  ist  der  Werth  von  [ab cd)  gegeben, 
und  da  (abcb)  denselben  gegebenen  Werth  hat,  so  giebt  es  nur 
einen  bestimmten  Punkt  b (§7),  welcher  diesen  Werth  liefert,  wo- 
fern man  auch  das  Vorzeichen  <les  Werthes  von  (ahcb)  berück- 
sichtigt. (Will  man  von  dem  Vorzeichen  absehen,  so  würde  durch 

die  vorige  (Ileichung  das  Verhältniss  nur  seinem  absohilcn 

DO 

Werthe  nach  gegeben  sein  und  die  Lage  des  Punktes  b wäre  dann 
zweideutig;  ob  aber  b zwischen  vtb  oder  ausserhalb  ab  liegt,  enl- 
.«^cbeidet  alsdann  die  Uebereinslimmung  des  Drehungssinnes  mit 
dem  Kichtiingssinn  in  beiden  projektivischen  (>ebilden  und  diese 
gestattet  nur  eine  Lage  von  b;  siehe  § 4,i.  Demnach  gehört  zu 
jedem  Strahle  d nur  ein  einziger  entsprechemler  Punkt  b und  auch 
umgekehrt;  lassen  wir  den  Strahl  d das  ganze  Slrahlbüschel  durch- 
.streichen,  so  wird  der  entsprechende  Punkt  die  ganze  I*unktreihe 
durchlaufen.  Wir  können  also  den  allgemeinen  Satz  aus- 
spnjchen; 

S ä m m 1 1 i c h e P a a r e e n t s p i'  c c h e n d e r E I e m e u t e zweier 
projek  livisch  er  (ie  bilde  (eines  Slrahlbüschels  und 
einer  Punk  treibe)  sind  vollständig  bestimmt  durch 
drei  I*  a a r e n l s p r e c h e n d e r E 1 e m e n t e , w e 1 c Jf  w i 1 1 k ü h r - 
lieh  angenommen  werden  können;  zu  jedem  vierten 
Element  des  einen  Gebildes  kann  das  entsprechende 
Element  <les  andern  aus  der  Gleichheit  der  Doppel- 
v e r h ä 1 1 n i s s (; 

[a  ft  r o*)  = (a  b c r) 

u n z w e i d e u I i g e i-  m i 1 1 e 1 1 w erde  n u n d d i e h e i d e n (i  e bilde 
lasssen  sich  dadurch,  wenn  sie  in  beliebiger  (allge- 
meiner) Lage  sich  befinden,  in  ihre  urspi  üngliche  per- 
spektivische Lage  zurückbringen. 

Wir  werden  bald  Konstruktionen  ermitteln,  um  entsprechende 
Elemente  bei  allgemeiner  Lage  der  Gebilde,  allein  mittels  des 
Lineals  zu  erhalten.  (Siehe  Ende  des  §). 

Die  beiden  im  Anfänge  dieses  § ausgesprochenen  Sätze  la.ssen 
sich  nun  in  dem  Sinne  erweitern,  «lass  man  an  Stelle  von  vier 
Strahlen  und  vier  INmkt(*n  das  ganze  Strahlbüschel  und  die  ganze 
Punklreihe  treten  lässt  und  an  Stelle  der  Gleichheit  der  Doppel- 


Punktreihen  und  ebener  Strahlbiischel  auf  ciuander.  § 10.  21 


Verhältnisse  die  durch  dieselbe  y;egehene  projektivische  neziehuug 
entsprechender  Kleinente  zweier  (iehilde. 

Wir  sagen,  zwei  Ihinktreihen  at* cb 
...r...  und  a, b, c, b, .. . Vi  befinden* 
sich  in  perspektivischer  Lage,  wenn  sic 
sich  in  demselben  Strahlhüschel  B be- 
finden, d.  h.  die  Verhiudungslinieti  ent- 
sprechender Punkte  a a, , b bj  . . . v Vj 
sämmtlich  durch  einen  Punkt  B lauten 
(Fig.  7);  der  Punkt  B heisst  dabei  Pro- 
jekt i u n s p u n k t , dies<unuitiicheu  Strah- 
len aoi,  bbj,  cc,  ...  Projektions- 
strahlen, diejenigen  Punkte,  welche  auf  demselben  Projektions- 
strahlc  liegen,  entsprechende  Punkte.  Diese  lleziehung  ent- 
•sprechendcr  Punkte  der  beiden  Punktreihen  ist  demselben  Le- 
selze nnlerworfen,  wie  die  fridier  betrachtete  Deziehung  zwisclien 
Slrahlbüschel  und  Ihinklrcihe,  dass  nämlich  für  irgend  vier  i’aar 
entsprechender  Flemefite  die  Gleichheit  der  Doppelverhällnisse  statl- 
findet  (aber)  = (vi,  b,  Ci  V,)  nach  10,  1), 

Diese  Deziehung  bleibt  also  bestehen,  auch  wenn  die  perspekti- 
vische Lage  aufgehoben  wird,  und  heisst  für  die  allgemeine  Lage 
der  beiden  Pnnktreihen  die  projektivische  Deziehung  derselben, 
oder  die  Gebilde  selbst  jirojektivisch.  Der  vorhin  für  Strahlhüschel 
und  Punktreihe  ausgesprochene  allgemeine  Satz  gilt  jetzt  in  ganz 
gleicher  Weise  für  zwei  projektivische 
Punklreihen.  Anderseits  sagen  wir, 
zwei  Slrahlbüschel  ahcd...x — und 
a,  6,  Cj  . a:,  . . . befinden  sich  in 
perspektivischer  Lage , wenn  ihre 
Strahlen  durch  die  Punkte  derselben 
Punktreihe  gehen  oder  die  Schnitl- 
punklc  entsprechender  Strahlen  (rtrtj) 

{bb^)  (cc,)  . . (a:a:,)  auf  derselben  Ge- 
raden '’il  liegen  (Fig.  8);*  diese  Gerade  heisst  alsdann  der  per- 
spektivische Durchschnitt  der  beiden  Strahlhüschel  und 
immer  zwei  e n tsp r edle nd  e S Ira  h 1 e n , welche  durch  densel- 
ben Punkt  des  perspektivischen  Durchschnitts  gehen.  Diese  De- 
ziehung  entsprechender  Strahlen  der  beiden  Strahlbüschel  auf  ein- 
ander ist  demselben  Gesetze  unterworfen,  wie  die  früher  unter- 


(Fig.  7.) 
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suchte  Beziehung  zwischen  Slrahlhüschel  und  Punktreihe,  dass 
nämlich  für  irgend  vier  Paar  entsprechender  Elemente  die  Gleich- 
heit der  Üoppelverhältnisse 

[abex]  = («,  6,  Cj  OTi) 

stattlindet  (nach  § 10,  2);  sie  bleibt  also  bestehen,  auch  wenn 
die  perspektivische  Lage  aufgehohen  wird,  und  heisst  ebenfalls  für 
die  allgemeine  Lage  zweier  Slrahlbüschel  projektivische  Be- 
ziehung derselben,  oder  die  Gebilde  selbst  projektivisch.  Der  vor- 
hin für  Strahlhüschel  und  Punklreihe  ausgesprochene  allgemeine 
Salz  gilt  jetzt  in  ganz  gleicher  Weise  für  zwei  projektivische  Strahl- 
büschel. 

Wir  haben  hiedurch  eine  eindeutige  gegenseitige  Abhän- 
gigkeit der  Elemente  zweier  Gebilde  (mögen  diese  1)  Strablbüschel 
und  Punklreihe  oder  2)  zwei  Punktreihen- oder  3)  zwei  Sti’ahl- 
büschel  sein)  aus  der  perspektivischen  Lage  derselben  abgeleitet 
und  durch  <lie  Gleichheit  der  Doppelverhältnisse  zwischen  irgend 
vier  entsprechenden  Elementenpaaren  unabhängig  von  der  per- 
spektivischen l^age  ausgedrückt,  so  dass  wir  auch  umgekehrt 
schliesscn  können: 

Wenn  die  Elemente  zweier  Gebilde  in  der  Weise 
einander  entsprechen,  dass  zwischen  irgend  vieren 
des  einen  Gebildes  und  den  entsprechenden  des  an- 
dern die  Gleichheit  der  Doppelverhäl tnisse  slallfindet, 
zugleich  aber  auch  U e b e r e i n s t i m m u n g des  D r e h u n g s - 
Sinnes  (oder)  und  Bichtungssinnes  (§  4)  herrscht,  dann 
sind  die  beiden  Gebilde  projektivisch  d.  h.  können  in 
perspektivische  Lage  gebracht  werden. 

Hieraus  folgt  ein  allgemeiner  sehr  häufig  zur  Anwendung 
kommender  Salz: 

Wenn  eine  beliebige  Anzahl  v o n G e b i 1 d e n (Punkt- 
reihen  o d e r S t r a h l b ü s c h e 1 ) in  der  Verbindung  mitein- 
ander stehen,  dass  das  erste  mit  dem  zweiten,  das 
zweite  mit  <lem  dritten,  das  dritte  mit  dem  vierten 
u.  s.  f.  das  vorletzte  mit  dem  letzten  projektivisch  ist, 
so  ist  auch  das  letzte  mit  dem  ersten  projektivisch. 

Wir  wollen  hievon  sogleich  eine  Anwendung  machen  zur  Kon- 
struktion entsprechender  Elemente  bei  zwei  projektivischen  Gebil- 
den, deren  Beziehung  durch  drei  Paar  willkührlich  gewählte  Ele- 
mentenpaare  bestimmt  wird: 
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a)  Sind  auf  zwei  Geraden  5l5li  drei  Paar  Punkte  vibc  und 
ajl'jCi  willkfilirlich  gegeben  und  sollen  diese  entsprechende  Puiiklen- 
paare  zweier  projektivischen  Punktreihen  31  sein,  so  ist  durch 
sie  die  ganze  projektivische  Beziehung  fest  bestimmt  und  es  kön- 
nen beliebig  viele  andere  Paare  ent- 
sprechender Punkte  allein  mittels  des 
Lineals  in  folgender  Weise  konstruirt 
werden:  Man  ziehe  aOj  und  nehme  in 
diesem  Strahl  zwei  heliebige  Punkte 
D und  an  (Fig.  9),  dann  IrelTen 
sich  //b  und  /?,  bj  in  ß,  ferner 
und  Cj  in  y;  man  ziehe  ßy  und 
verbinde  irgend  einen  Punkt  ^ dieser 
Linie  einmal  mit  B und  das  andere 
Mal  mit  B, ; wo  diese  Strahlen  31  und  3li  trelfen,  hat  man  allemal 

* I * 

zwei  entsprechende  Punkte  v und  r,  der  beiden  Punktreihen;  bewegt 
man  | auf  der  Geraden  ßy,  so  erhalt  man  dadurch  sämmtliche 
Paare  entsprechender  Punkte.  Die  Richtigkeit  dieser  Konstruktion 
ist  mit  Ilfilfe  des  vorigen  Satzes  evident,  denn  bezeichnen  wir 
noch  den  Schnittpunkt  von  ßy  mit  aa,  durch  a,  so  ist  die  Punkt- 
reihe aber.,  projektivisch  mit  tler  Punktreihe  aßy^,  weil  beide 
|)erspektiviscb  liegen  (im  Strahlbüschel  B),  ferner  aßy^  projekti-  . 
visch  mit  a,b,Cir, , weil  beide  perspektivisch  liegen  (im  Strahl- 
büschei Bj),  folglich  auch  aber.,  projektivisch  mit  ai  b,  e,  Tj 
w.  z.  b.  w. 

Andere  Konstruktion.  (Fig.  10).  Man  nehme  in  dem 
Strahle  aaj  einen  beliebigen  Punkt  B an 
und  ziehe  durch  Oj  eine  beliebige  Ge- 
rade, welche  von  Bb  und  Bc  resp.  in 
ß und  y getroffen  wird;  dann  mögen 
sich  ßbf  und  yc,  in  B^  treffen;  verbin- 
det man  irgend  einen  Punkt  r der  ersten 
Pimktreihe  mit  B und  trifll  ^r  in  ^ die  - 
Gerade  ßy,  so  wird  Bj  ^ die  zweite  Punkt- 
reihe in  dem  gesuchten  entsprechenden 
Punkte  ri  treffen. 

b)  Sind  durch  die  .Mittelpunkte  B und  jP,  drei  Strahlenpaare 

und  willkührlich  gezogen  und  sollen  dieselben  ent- 

sprechende Strahlen  zweier  projektivi.scher  Strahlbüschel  B und  Bj 


(Fig.  10.) 


(Fig.  9.) 
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sein,  so  ist  durch  sie  die  ganze  projektivische  Beziehung  vollkoin- 
nien  bestimmt  und  es  können  heliehig  viele  andere  Paare  ent- 
sprechender Stralilen  allein  mittels  des  Lineals  in  folgender  Weise 
konstruirt  uerden;  Durch  den  Schnittpunkt  (a,  a,)  ziehe  man 
z>vei  beliebige  r>eradc  und  und  bestimme  die  Schnittpunkte 
{%h)  = h (?lc)  = c i%by)  = b,  (51, c,)  = c,;  (bb,,  cc,)  = 0. 
Jeder  durch  0 gehende  Strahl  triül  51  und  51,  in  zwei  solchen 
Punkten  x und  r, , dass  dieselben  mit  /?  und  verbunden  zwei 
entsprechende  Strahlen  xa:,  der  beiden  Strahlbfischel  liefern  und 
wir  erhalten  durch  die  Bewegung  der  Geraden  um  O «lie  sätnmt- 
lichen  Paare  entsprechender  Strahlen.  Der  Nachweis  der  Bichtig- 
keit  dieser  Konstruktion  sowie  <lie  IJebertragimg  der  zweiten  im 
vorigen  Falle  a)  angegebenen  Konstruktion  wird  für  den  Leser 
(dme  Schwierigkeit  sein. 

c)  Sind  drei  Strahlen  nbc  eines  Strahlbüschels  B und  drei 
Punkte  a,  b,  c,  einer  Geratlen  51,  willkührlich  gegeben  und  sollen 
dies  entsprechende  Elemente  zweier  projektivischen  Gebilde  B,  51, 
sein,  so  ist  durch  sie  die  ganze  projektivische  Beziehung  vollstän- 
dig bestimmt  und  es  können  beliebig  viele  andere  Paare  entspre- 
chender Elemente  allein  mittels  des  Lineals  in  doppelter  Weise 
kouvstruirt  werden:  entweder  man  schneide  das  Strahlbüschel  B 
durch  eine  beliebige  Transversale,  wodurch  man  drei  Schnitt()unkle 
abc  auf  derselben  erhalt,  suche  nach  a)  zu  abc  und  a,b, c,  be- 
liebig viele  Elcmentcnpaare  rv,  und  ziehe  Bx^  so  ist  dieses  der 
jedesmal  entsprechende  Strahl  zu  v, ; oder  man  verbinde  einen 
beliebigen  Punkt  mita,b,c,  durch  drei  Strahlen  «,  ö,  c, , suche 
nach  h)  zu  abc  und  a^b^c^  beliebig  viele  Paare  entsprechender 
Strahlen  xx^\  der  Schnittpunkt  von  .r,  mit  5f,  liefert  denjenigen 
Punkt  r, , welcher  dem  Strahle  x entsprechend  ist. 

^ 11.  Bedingung  für  die  perspektivische  Lage  zweier 

projektivischer  Gebilde. 

Zwei  projektivische  Gebilde:  ein  Strahlbüschel  und  eine 
Punktreihe  belinden  sich  dann  in  perspektivischer  I.age,  wenn 
jrder  Strahl  des  Strahlhüschels  durch  den  ihm  entsprechenden 
Punkt  der  Punktreihe  geht  (§  2)  oder  jeder  Punkt  der  Punkt- 
reihe auf  dem  ihm  entsprechenden  Strahl  des  Strahlbüschels 
liegt.  Dies  ist  der  Fall  für  jedes  Elenienfenpaar,  sobald 
es  nur  für  irgend  drei  l’aar  entsprechender  Elemente  statt- 
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üiiiiel,  w«il  durch  diese  drei  I*aare  die  ganze  projektivische  Be- 
ziehung bcstiiiinil  wird.  Hat  man  daher  ein  Strahl hüschel  und 
eine  mit  ihm  projektivische  Bunktreihe  in  irgendwelcher  Lage,  so 
dürfte  es  höchstens  zwei  Mal  Vorkommen,  dass  Strahlen  durch  die 
ihnen  entsprechenden  Punkte  gehen;  denn  käme  es  drei  Mai  vor, 
so  müssten  sämmtliche  Strahlen  durch  die  ihnen  entsprechenden 
Punkte  gehen  und  die  beiden  Gebilde  lägen  pers[»cktivisch. 

Zwei  projektivische  Ihinktreihen  heünden  sich  in  perspekti- 
vischer Lage,  wenn  die  Verbindungsstrahlen  sämmtlicher  Paare 
entsprechender  Punkte  (Ihojektionsstrahlen)  durch  einen  und  den- 
selben Punkt  (l*rojektionspunkt)  gehen  lOl ; dies  wird  auch  hier 
für  sämmtliche  Paare  der  Fall  sein,  sobald  es  für  irgend  drei 
Paare  stattündet,  weil  durch  drei  Paare  die  ganze  projektivische 
Beziehung  bestimmt  wird.  Derjenige  Projektionsstrahl,  welcher 
bei  der  perspektivischen  Lage  der  beiden  Punktreihen  nach  dem 
Schnittpunkte  ihrer  Träger  hingeht,  triill  sie  in  zwei  ziKsammen- 
liegenden,  im  Schnittpunkte  vereinigten  Punkten,  welche  entspre- 
chende Punkte  sind;  umgekehrt:  wenn  im  Schnittpunkte  der  Trä- 
ger beider  Punktreihen  zwei  entsprechende  Punkte  vereinigt  sind, 
so  wird  der  sie  verbindende  Projektionsstrahl  seiner  Bichtung 
nach  unbestimmt  oder  kann  jede  Gerade  sein,  die  durch  diesen 
Schnittpunkt  geht;  suchen  wir  daher  den  Schnittpunkt  zweier  be- 
liebiger anderer  Projektionsstrahlcn  auf  und  verbinden  ihn  mit 
dem  Schnittpunkte  der  Träger,  so  können  wir  sagen,  dass  durch 
ihn  drei  Projektionsstrahlen  gehen,  dass  also  die  beiden  Punkt- 
reihen perspektivisch  liegen;  wir  können  daher  für  die  perspek- 
tivische Lage  zweier  Punktreihen  folgende  einfachere  Bedingung 
setzen: 

I.  Wenn  zwei  projektivische  Punktreihen  so  lie- 
gen. dass  in  dem  Schnittpunkte  ihrer  Träger  zwei 
entsprechende  I* unkte  vereinigt  sind , so  befinden  sie 
sich  in  perspektivischer  Lage,  d.  li.  die  Verbindungs- 
linien sämmtlicher  Paare  entsprechender  Punkte  lau- 
fen durch  einen  Punkt. 

ln  gl  eicher  Weise  verhält  es  sich  mit  der  perspektivischen 
Lage  zweier  projektivischer  Strahlbfischcl;  dieselbe  lindet  dann 
statt,  wenn  die  Schnittpunkte  sämmtlicher  Paare  entsprechender 
Strahlen  auf  derselben  Geraden  liegen,  und  dies  ist  der  Fall,  so- 
bald drei  von  diesen  Schnittpunkten  in  einer  Geraden  liegen;  diese 
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Bedingung  wird  aber  wieder  dadurch  erfidlt,  dass  auf  die  Ver- 
bindungslinie der  Mittelpunkte  zwei  entsprechende  Strahlen  zu- 
samnienfallen,  weil  deren  Schnittpunkt  jeder  beliebige  ihrer  Punkte 
sein  kann;  die  Verbindungslinie  der  Schnittpunkte  zweier  belie- 
biger anderer  Strahlenpaare  enthält  dann  also  drei  solcher  Punkte 
und  die  Gebilde  liegen  somit  perspektivisch;  also: 

II.  Wenn  zwei  projektivischc  Strahlbüschel  so  lie- 
gen, dass  auf  die  Verbindungslinie  ihrer  Mittelpunkte 
zwei  entsprechende  Strahlen  zusaminenfallen,  so  be- 
finden sie  sich  in  perspektivischer  Lage,  d.  h.  die 
Schnittpunkte  s<äinintlicher  Paare  entsprechender 
Strahlen  liege rt  auf  einer  Geraden. 

Diese  beiden  Sätze  werden  in  der  Folge  die  häufigste  An- 
wendung finden;  beispielsweise  wollen  wir  ein  Paar  geometrische 
Sätze  aus  ihnen  ableilen: 

Werden  zwei  sich  in  ct  trelTende  Gerade  von  drei  durch  einen 
lUmkt  2?  gehenden  Strahlen  in  den  Punkten  ahy  und  ge- 

tivdfen  (Fig.  11)  und  nehmen  wir  auf  yy,  zwei  beliebige  Punkte 
ccj  an,  so  werden,  weil  die  Punkte  uaby  und  cta^h^y^  perspekti- 
visch liegen,  wenn  wir  c mit  den  ersteren  und  Cj  mit  den  letzte- 
ren verbinden,  in  c und  c,  zwei  projektivische  Strahlbüschel  von 
je  vier  Strahlen  entstehen;  diese  haben  aber,  weil  cy  und  Cjy, 

zusammenfallen  auf  riothwen- 
dig  perspektivische  Lage  (I),  mit- 
hin liegen  die  drei  Schnittpunkte 
[ca,  Cj «j)  [cb,  c,  öj)  und  ct  oder 
[ab,  rtj  ftj)  in  einer  Geraden  d.  h. 

Wenn  zwei  D !•  e i e c k e abc 
und  so  liegen,  dass 

d i e V e r b i r»  d u n g s 1 i n i n i h - 
rer  Ecken  «Oj,  bb^^  cc,  durch 
einen  Punkt  laufen,  dann 
liegen  die  Schnitt()un  kte 
ihrer  k o r r e s p o n d i r e n d e n Seiten 

[ab,  «1  \b  c , c, ) {c* a , Cj  o , ) 
auf  einer  Geraden. 

Der  in  derselben  Weise  abzuleitcnde  gleichlaufende  Satz  ist 
zugleich  der  umgekehrte  von  diesem: 


Puuktrciben  und  ebener  Strablbüscbel  auf  einander.  § 11.  27 


Wenn  zwei  Dreiecke  a6c  und  so  liegen,  dass 

die  drei  Schiiillpunklc  ihrer  Seiten  [ab,  a^b^)  {bc,b^c^) 
und  {ca,c^a^)  auf  einer  Ge raden  sicli  finden,  so  laufen 
die  Verbindungslinien  ihrer  k o r r e s p o n d i r e n d e n Ecke  n 


rt«j , bb^ 


cc,  durch  einen  Punkt. 


Denkt  man  sich  noch  ein  drittes  Dreieck  a^b-^c^  so  gelegen 
(perspektivisch),  dass  aa^a^,  bb^b^^  cc, in  je  einer  durch  den 
Punkt  B gehenden  Geraden  liegen,  so  kommt  der  vorige  Satz  drei 
Mal  zur  Anwendung  und  die  Schnittpunkte  korrespondirender  Sei- 
tenpaare liegen  drei  Mal  zu  je  dreien  auf  einer  Geraden;  diese 
drei  Geraden  laufen  wieder  durch  einen  Punkt;  bezeichnen  wir 
nämlich  diese  Schnittpunkte  in  mehr  symmetrischer  Weise: 


(^I  1 

II 

[b^c.^,  6 c)  = «, 

(6  c, 

b 

(Cl  «1 . 

C2  «2)  = ß 

(C2rt.2>  Crt)  = |5, 

[ca, 

c 

(«1  '^1 . 

«2^)  = 7 

(«262,  «6)  = y, 

{ab. 

a 

so  liegen  nach  dem  vorigen  Satze  sowohl  ctßy  als  auch  «,  y^ 
und  (*2^172  einer  Geraden;  fassen  wir  nun  die  beiden  Dreiecke 
und  ßßi§2  auf,  so  ergiebt  sich  aus  dem  Schema,  dass 


a identisch  ist  mit 

- b c 


Cf,  «2 
CfjOf 


ß ßi  identisch  mit  €20^ 
ßiß-2  - -ca 

ß2ß 


r,rt, 


folglich  der  Schnittpunkt 


(of  Cf, , ßf)  identisch  mit  c., 

(cf,Cf2,  ßiß2)  - - c 

, ß.2ß)  - - 

Da  nun  ec, Cj  in  einer  Geraden  liegen#  so  müssen  nach  dem 
vorigen  Satze  aß,  a^ß^,  U2ß2  sich  in  einem  Punkte  trelfeii.  Wir 
haben  daher  folgenden  Satz: 

Wenn  auf  drei  durch  einen  Punkt  0 gehenden 
Strahlen  sich  die  Ecken  von  drei  Dreiecken  «/>c,  «,  6,  Cp 
a^b^c^  so  gelegen  vorfinden,  dass  nn^a.^,  cc^c^  in 

je  e i n e rn  S t r a h I e I i e g e n , d a n n w e r d e n von  d e n Schnitt- 
punkten korrespondirender  Seiten: 


{^1  » 

62  Cj)  = Cf 

(62  Cj,  6c)=cf, 

(6  c, 

II 

C2  «2)  ß 

(C2«2»  ca)  = ß, 

(ca. 

C,«,)  ==  ß.2 

(«I  '>1 » 

«2^  = 7 

(«2*2»  = 

(ab, 

rt,6,)  = ^2 

die  Punkte:  aßy,  c(^ß^y^,  a2ß272  einer  Geraden  lie- 

gen und  diese  drei  (ieraden  durch  einen  Punkt  Q laufen. 
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Diese  Figur  liefert  ein  eigenlhüniliciies  Arrangement  von 
15  Geraden  und  20  Punkten  in  <ler  Art,  dass  immer  4 von  den 
20  Punkten  auf  einer  der  15  Geraden  liegen  und  immer  3 von 
den  15  Geraden  durch  einen  der  20  Punkte  laufen.  Die  20  Punkte 
entsprechen  sich  ferner  paarweise  in  der  Art,  dass,  wenn  man 
von  irgend  einem  ausgehl,  die  drei  durch  ihn  gehenden  (ieraden 
und  die  auf  letzteren  gelegenen  Ecken  dreier  Dreiecke  aufsucht, 
die  angegebene  Konstruktion  zu  einem  bestimmten  anderen  l'unkto 
des  Systems  führt,  ebenso  wie  man  von  0 zu  Q gelangt.*) 

§12.  Besondere  Elemente  bei  zwei  projektivisehen  Punkt- 
reihen. Doppeltes  System  entsprechender  gleicher  Strecken. 

Unter  allen  Paaren  entsprechender  IHmkte  bei  zwei  pro- 
jektivischen  Punktreihen  giebt  es  einige  von  besonderer  Eigen- 
thümlichkeil,  welche  ihrer  Bedeutung  wegen  näher  untersucht 
werden  sollen;  bei  jeder  Geraden  ist  der  unendlich  entfernte 
Punkt  von  besonderem  Interesse,  weil  er  seine  Eigenthümlichkeit 
nicht  verändert,  wenn  die  Gerade  irgendwie  ihre  I.age  verändert 
(§  3).  Nennen  wir  bei  zwei  projektivisehen  Pnnktreihen  51  den 
unendlich  entfernten  Punkt  der  einen  q,  den  der  andern  tj,  so 
werden  die  ihnen  entsprechenden  Punkte  q,  und  r von  besonde- 
rer Bedeutung  sein.  Denken  wir  uns  die  beiden  Punktreihen  in 
perspektivische  Lage  gebracht,  wodurch  die  unendlich  entfernten 
Punkte  sich  nicht  ändern,  und  sei  B der  Projektionspunkt  für  die 

perspektivische  Lage 
(Fig.  12),  so  trelfen 
die  durch  B zu  den 
Trägern  der  beiden 
Pnnktreihen  gezoge- 
TiX  neu  Parallelen  Jene  in 
den  beiden  Punkten  r 
und  qj.  Die  durch  diese 
Buchstaben  r,  q^  sank- 
tionirten  ausgezeichneten  Punkte  heissen  daher  die  Durch- 
schnittspunkte der  l*ara  11  el strahlen  und  sind  nichts  an- 

*)  Auf  diese  Figur  hat  zuerst  Hesse  (im  C re  1 1 eschen  Journal  für 
reine  und  angewandte  Mathematik  Bd.  41  Seite  270)  aufmerksam  ge- 
macht und  gezeigt,  dass  dieselbe  bei  der  Steinerschen  Erweiterung 
dos  Pascalschcn  »Satzes  uuftritt  (§28). 


Puiiktreihen  nntl  ebener  StralilbUschel  auf  einander.  § 11.  12.  29 


(leres  als  die  den  unendlich  entfernten  Punkten  ent- 
sprechenden Punkte;  sie  bleiben  unverändert,  wenn  die  per- 
spektivische Lage  aufgehoben  wird,  weil  die  unendlich  entfernten 
Punkte  selbst  q und  Tj  sich  nicht  ändern.  Es  könnte  scheinen, 
als  ob  das  hei  der  perspektivischen  Lage  in  dem  Schnittpunkt  der 
beiden  Träger  vereinigte  Paar  cc^  ein  ausgezeichnetes  Paar  ent- 
sprechender Punkte  wäre;  dies  ist  aber  nicht  der  Fall,  weil  es 
seine  Eigenthümlichkeit  mit  der  Aufliebung  der  perspektivischen 
Lage  verliert  und  jedes  andere  Paar  entsprechender  Punkte  ver- 
einigt ebenfalls  perspektivische  Lage  hervorrufl.  Nehmen  wir 
irgend  zwei  Paare  entsprechender  Punkte  vr,  uml  und  die 
besonderen  Paare  rrj,  qq,,  so  ist  wegen  der  Gleichheit  der  Dop- 
pelverhältnisse 

(n^rq)  ==  (v,V,Viq,) 


LI . LÜ  = ^11« . liÜi- 

V)x'  \)i\  l)iv, ‘biq/ 


da  nun  q der  unendlich  entfernte  Punkt  der  ersten  Geraden  ist 
und  allgemein 

\)(\  vq 

so  wird  für  i)  q = oo 

LÜ  = 1 ebenso  — = 1 , 

vq  biv, 

mithin 


oder 


vr_ 

br  X,  vi,’ 

« 


XX  . q,r,  = . q^i),; 


hallen  wir  also  ein  Paar  fest  und  verändern  das  andere  Paar 
X Tj , SO  bleibt  dieses  Rechteck  konstant 


vr  . qiXi  = const. 


und  wir  sehen  das  ganze  System  entsprechender  Punkte  vermit- 
telst der  Durchschnittspunkte  der  Parallelstrahlen  durch  eine  viel 
einfachere  Relation  mit  einander  verbunden,  als  cs  die  Gleichheit 
der  Doppelverhältnisse  war,  denn  es  gilt  der  Satz: 

Rei  zwei  projektivischen  Punktreihen  ist  das 
Rechteck  aus  den  Abständen  irgend  eines  Paares  ent- 
sprechender Punkte  von  den  Durchschnittspunkten 
der  Pa rallel strahlen  unveränderlich. 

Dieses  konstante  Rechteck  soll  „Potenz  der  projektivi- 
schen Rcziehung“  genannt  werden. 
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Sobald  man  also  zu  irgend  einem  Punkte  x den  entsprechen- 
den Punkt  r,  besliminen  will,  wird  man  nur  nötliig  haben,  die 
andere  Seite  eines  Rechtecks,  dessen  eine  rr  ist  und  dessen  In- 
halt durch  die  projektivische  Reziehung  gegeben  ist,  zu  ermitteln 
und  dieselbe  von  qj  auf  die  andere  Gerade  = qj  rj  abzutragen ; 
cs  entsteht  dabei  aber  noch  die  Zweideutigkeit,  ob  diese  Strecke 
nach  der  einen  oder  andern  Seite  hin  abzutragen  sei  oder  wel- 


cher von  den  beiden  so  erhaltenen  Knd))unkten  der  wirkliche  dem 
X enLsprechende  Punkt  Xi  seifi  wird.  Diese  Zweideutigkeit  wird 
gehoben  durch  die  Nolhwendigkeit  der  Uebereinstimmung  des 
Richtungssinncs  bei  zwei  projektivischen  Punktreihen.  Die  Punkte 
r und  q,  thcilcn  nämlich  jeder  die  beiden  Träger  in  zwei  unend- 
lich lange  Hälften,  welche  einzeln  (dnandor  enLsprechen;  dies 
erkennen  wir,  indem  wir  von  der  perspektivischen  Lage  aus- 
gehend, um  den  Projektionspunkt  li  einen  veränderlichen  Strahl 
drehen,  welcher  immer  zwei  entsprehende  Punkte  auf  den  beiden 
Trägern  fixirt  (Fig.  13);  während  also  v die  eine  Hälfte  ^ von  r 
bis  q (cx>),  durchläuft , muss  Vj  eine  bestimmte  Hälfte  '3t,  des  zwei- 
ten Trägers  von  r,  (oo)  bis  q,  durchlaufen,  und  wenn  x die  zweite 

Hälfte  93  von  q (oo)  bis  r 
durchläuft,  wird  v,  die  andere 
ents|)rechcnde  Hälfte  von  q, 
bis  r,  (oo)  durchlaufen ; diese 
Hälften  aber  entsprechen  so 
einander,  dass  Punkte,  die  auf 
der  Hälfte  9t  liegen,  ihre  ent- 
sprechenden n u r auf  der 
Hälfte  9t,  haben  (nicht  auf 
der  andern)  und  Punkto,  die  auf  der  Hälfte  93  liegen,  ihre  ent- 
sprechenden  nur  auf  93,  haben.  Die  vorhin  aufgetretene  Zw  eideutig- 
keit ist  also  gehoben  und  es  bliebe  nur  noch  zu  bestimmen,  wie 
die  entsprechenden  Hälften  aus  der  gegehenen  ])rojcktivischen 
Reziehung  zu  ermitteln  seien  bei  nicht  perspektivischer  Lage.  Die 
ganze  Reziehung  ist  bestimmt,  sobald  iq,  und  irgend  ein  Paar 
entsprechender  Punkte  vr,  gegeben  sind,  denn  diese  vertreten  in 
der  That  drei  Paar  ents|)rechender  Punkte  rv, , qq,,  vr,,  welche 
bekanntlich  die  projektivische  Reziehung  vollständig  bestimmen 
(§  10);  verfolgen  wir  nun  den  unzweideutig  bestimmten  Rich- 
tungssinn (§  4)  von  r durch  x nach  q (oo)  und  nennen  diese 


Punktreihen  und  ebener  Strahlbüschcl  auf  einander.  § 12.  31 


llalftc  51,  so  ist  dadurch  der  Riciilungssinn  von  r,  (cx>)  durch  Vj 
nach  q,  unzweideutig  mitbcstimmt,  also  die  entsprechende  Iirdfte 
5(|  gefunden;  die  beiden  andern  Hälften  sind  dann  natürlicli  auch 
enLsprechendc  23  und  23i;  oder  kürzer,  diejenigen  Hälften,  auf 
welchen  das  eine  gegebene  Paar  xxi  liegt,  sind  entsprechende. 

Das  Rechteck  mit  konstantem  Inhalt  und  veränderlichen  Sei- 
len kann  insbesondere  ein  (Quadrat  werden  und  die  Seite  dieses 
Quadrates  auf  die  entsprechenden  Hälften  von  r und  von  qj  aus 
anfgetragen,  liefert  zwei  besondere  Punktenpaare,  welche  zwar 
von  Steiner  keine  eigenen  Namen  empfangen  haben,  aber  durch 
die  Ruchstaben 

q und  9,  , ^ und 

(Fig.  12)  sanktionirt  sind;  es  ist  also 

rO  = <)iÖi  = ^r  = ^iqi 
Tx  . q,Xi  = (rq)^  = (r^)^. 

Selbstverständlich  behalten  die  besonderen  Punkte  qqj  und 
ihre  Eigenthümlichkeit  hei  Aufliebung  der  perspektivischen  Lage 
und  sind  daher  ebenso  wie  x und  q,  ausgezeichnete  Elemente; 
ihre  Konstruktion  wird  in  elementarer  Weise  mittels  eines  Kreises 
leicht  zu  bewerkstelligen  sein. 

Aus  der  Eigenschaft  des  kon.stanten  Rechtecks  ergiebt  sich 
für  irgend  zwei  Paar  entsprechender  Ihmkte 

XX  . qiX,  = . q,^i 

die  Proportion 

Hi-  = itl.  „der  ==  , 

rb  q,x,  n)  q,  r, 

woraus  durch  Hinzufügung  von  1 auf  beiden  Seiten  folgt 

_xb  _ _rb_  _ jx_ 

libi  V,q, 

und  dies  führt  zu  einem  bemerken.swerthen  Verhalten  von  Paaren 
entsprechender  Punkte.  Es  lassen  sich  nämlich  hiernach  solche 
Paare  x^  von  Punkten  der  einer  Punktreihe  ermitteln,  dass  die 
entsprechenden  Punkte  Xjt)i  gleiche  Strecke  einschlicssen, 

oder  kürzer:  es  las.sen  sich  gleiche  entsprechende  Strecken  auf 
den  Trägern  der  beiden  Punktreihen  finden;  in  der  That,  damit 
X^  s=  XiVi  sei,  ist  es  nur  noth wendig,  dass 


also  auch 


DIgitized  by  Google 


32 


Erster  Abschnitt.  Projektivische  Beziehung  gerader 


rp  = nq, 

sei,  d.  h.  wenn  wir  eine  Strecke  von  beliebiger  Grösse  von  r 
aus  ablragen  = rr  und  dieselbe  Strecke  von  q,  aus  auf  dem 
zweiten  Träger  =q,^j,  alsdann  zu  r und  t)j  die  entsprechenden 
Punkte  y,  und  bestimmen,  so  ist  die  Strecke 

Wegen  der  willkfilirlichen  Grösse  der  Strecke  rr  und  der  Zwei- 
deutigkeit, wonacb  dieselbe  Strecke  in  entgegengesetzten  Hicb- 
tungen  abgetragen  werden  kann,  erhalten  wir  auf  den  beiden 
projektivischen  l’unktreiben  ein  doppeltes  System  entspre- 
chender gleicher  Strecken;  tragen  wir  ntämlich  eine  Strecke 
von  beliebiger  Länge  auf  die  erste  Gerade  von  r aus  nach  beiden 
Seiten  hin  auf 

ar  = rb 


und  dieselbe  Strecke  auf  die  zweite  Gerade  von  q,  aus 


c,q,  = q,&,  =ra  = br 


und  bestimmen  die  vier  enUpreebenden  iMinkte  a|b]Cb,  so  ist 
nicht  nur 


Weil  nämlich  (c,b|q|r,)  = — 1 dies  also  vier  harmonische  Punkte 
sind,  da  q,  die  Mitte  von  c,bi  und  r,  im  Lnendlichen  ist  (§  8), 
so  muss  auch  (cbqr)  = — 1,  also,  da  q im  Unendlichen  liegt,  r 
die  Mitte  von  cb  sein;  aus  gleichem  Grunde  ist  q,  die  Mitte  von 
a,  bj ; wir  haben  nun 


l’iinktreilien  nml  ebener  Stmhlbiiseliel  auf  cinniuler.  § 12.  13. 


Cvl  = Ob  = 0,  bl 
av  =0,C1, 

rb  = Lj 

cb  = b,  C| 

und  üiiT  gleiche  Weise 

ba  ^ Oi b, 

und  verändern  wir  die  willkrdirlirli  ;ingenonnnenc  Länge  rn,'  so 
erhallen  wir  das  ganze*  do|i|>elle  Sysieni  enlsprechender  gleicln*r 
Strecken.  Fassen  wir  das  gewunnene  Kestdlal  /nsnnnnen: 

Lei  zwei  jn*o  jekli visc  heil  Fun klreihen  giehl  es 
zw  ei  Systeme  von  Paaren  en  Ispreclien der  gleicher 
Strecken;  jedes  Paar  des  einen  Systems  hat  seine  bei- 
den Fndpiinkte  aiiT  denselhen  en  Isjir  eche  n d en  Häirten 
der  heiden  Träger  (scliliessl  also  die  Punkte  v und  q, 
ans);  die  hesonderen  Punkte  q und  q,  repräseiit  iren  zwei 
gleiche  e nlsprerhende  Strecken  von  ilem  Werlhe  U,  elieii- 
so  b lind  bl ; <lic  Strecken  rq  und  r,  q,  haben  den  Wert  h cc; 
die  entsprechenden  gleiclien  Strecken  dieses 
slems  nehmen  also  alle  Werthe  von  0 bis  cx>  an;  jedes 
ILiar  des  andern  Systems  hat  <la gegen  seine  heiden 
Fndpiinkte  aiii'  entgegen  gesetzten  Ilälften  der  beiden 
Träger  (schliesst  also  die  I‘iinkte  v und  q,  ein)  und 
«lie  entsprechenden  Strecken  diesi^s  Systems  ii(‘hmen 
nur  Werthe  an  zwischen  qb  = biAi  vq  = qiV|==oü. 

Jeder  i*nnkt  (>iner  Punk  treibe  ist  ein  Fndpiinkt  für 
zwei  Paar  entsprechende  gleiche  Strecken,  deren  ei- 
nes dem  einen,  das  and«’ re  dem  andern  Systenii'  an- 
gehörl  und  deren  Konstruktion  oben  angegeben  ist. 

Wir  werden  Sjiäler  eifte  wichtige  Anwendung  hiervon  zu 
machen  haben  1,1  >i. 

^ LL  Besondere  Elemente  bei  zwei  projektivischen  Strahl- 
büscheln. Doppeltes  System  entsprechender  gleicher 

Winkel. 

(Inter  den  iinendlich  vii-hm  Paaren  enlsprechender  Strahlen 
hei  zwei  jirojektivisclien  Strahlhüscheln  gieht  es  einige  von 
besonderem  Interesse  und  von  ähnlicher  Pedenliing,  wie  hei 
zwei  projektivischen  Ihinkireihen  die  Punkte  VV|,  qqi.  qqi  und 
bbi  § das  ganze  hoppelsysiem  entsprechender  gleicher 

Si-liröler,  •!.  3 
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Strecken  fintlel.  .'<ich  liier  wieder  als  System  eiitsprecliender 
gleicher  Winkel,  und  so  wie  dort  die  unendlichen  Strecken 
rq  und  v,  q,  von  besonderer  Wichtigkeit  sind,  so  sind  es  hier  die 
Schenkel  entsprechender  rechter  Winkel;  denken  wir 
uns  nrunlich  die  beiden  projektivischen  Strahl hüsc.hel  Ii1\  in  |)cr- 
spektivische  Lage  gebracht,  .so  giebt  es  im  Allgemeinen  in  dem 
ersten  Strahlhüschel  nur  zwei  besondere  zu  einander  rechtwinkelige 
Strahlen  .v,  i von  solcher  Ijeschallenheit,  dass  die  entsprechenden 
Strahlen  y, /,  auch  zu  einander  rechlwinkelig  sind;  diese  heissen 
die  Schenkel  der  entsprechenden  rechten  Winkel  und  können  bei 
der  perspektivischen  Lage  so  ermittelt  werden,  «lass  wir  uns  einen 
Kreis  durch  /?  und  gelegt  denken,  welcher  den  perspektivi- 
schen Durchschnitt  der  beiden  Strahlhüschel  zum  Durchmesser 
hat,  dessen  Mittelpunkt  also  der  Punkt  sein  würde,  in  welchem 
die  in  d<‘r  Mille  von  B B^  auf  dieser  Verhindung.slinie  errichtete 
Senkrechte  den  perspektivischen  Durchschnitt  trifTl;  es  gieht  da- 
her im  Allgemdnen  nur  einen  solchen  Kreis  (ausser  wenn  der 
perspektivische  Durchschnitt  seihst  in  der  Mitte  von  B B^  auf 
dieser  Verbindungslinie  senkrecht  stände).  Dieser  Kreis  trillt  den 
perspektivischen  Durchschnitt  in  zwei  Punkten  S und  t,  welche 
mit  B iiml  //,  verbunden  diese  besonderen  Strahlenpaare  .V6-, 
und  //,  lii'fern  (Kig,  15).  Da  diese  Eigenschaft  der  besonderen 

(Fig.  15.) 


Paare  ss^  und  //,  unabhängig  von  der  perspektivischen  I.age  ist, 
so  gieht  es  auch  hei  zwei  projektivischen  Strahlhüscheln  nur  ein 
Paar  ents()rechende  rechte  Winkel,  deren  Schenkel  eben  durch 
ilie  DiichsU'ihen  al  und  .v,  bezeichnet  werden. 

Nehmen  wir  irgend  zwei  Paare  entsprechender  Strahlen  .r.Cj 
und  // y, , so  wird  sich  wegen  der  hesondenui  Eigenthümlichkeit 
der  Schenkel  enLsprecheiider  rechter  Winkel  die  Gleichheit  der 
Doppelverhältnisse 


(,v/.ry) 


\'*i 
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Piinktroihen  und  ebener  Stniblbüschol  auf  einander.  § l.‘i. 


w«si*nllicli  vt*r«nnfachrn 

sin  (.sNr) , sm  (.«»/)  sin  («,.»•,)  , sin  (.?,//,) 

sin  (/.r)  * sin  {ty)  sin  * sin 

[sx)  = {st)  + (/a*)  = 90“  + (^*0 

tg(Av)  _ tg(^:Vt)  _ _ t_g(A-.r) 

also 

Hieraus  folgt,  dass,  woiiii  wir  «las  Haar  y//,  fe.stlialteii  und  das 
atiderft  Paar  entsprechender  Strahlen  der  prnjeklivischcn  Hezie- 
hnng  gemäss  verändern,  «las  Produkt  der  Tang<*nlen  konslant 
hieiht 

tg(/.r)  . tg(jf,;r,)  = const., 

«1.  h.  hei  zwei  |)rojektivischen  Strahl!)  fisch  ein  ist  «las 
Produkt  ans  den  Tangent«‘ii  derjenigen  Winkel,  wel- 
che irgend  zwei  eni s|>rechende  Stralilen  mit  den  nn- 
gle ichna m igen  Schenkeln  der  entsprechenden  rech- 
ten Winkel  (/,v,  oder  auch  .9/,)  hilden,  von  niiveränder- 
lichein  Werthe.  Dieser  Werth  ist  in  dem  einen  Falle 
«ler  reciproke  von  «leni  im  an  «lern  Falle,  weil 


Durch  dies«*s  konstante  Produkt,  welches  an  Stelle  der  Gleich- 
heit der  Doppelverhältnisse  trilt,  wird  mit  lliilfc  der  Schenkel  «ler 
entsprechenden  rechten  Winkel  eine  einfa«di«*re  Relation  zwischen 
entsprechenden  Strahlen  der  beiden  projektivischen  Slrahlhüschel 
hergestellt  un«l  es  Hesse  sich  leicht  eine  einfache  Konstrukthm 
entsprechender  Strahlen  daraus  ahleiten,  wenn  man  no«di  die 
L'«‘}>ereinstimnning  d«;s  Drehungssinnes  herncksichligte.  Ohne 
hierauf  näher  einziigehen,  bemerken  wir  nur  noch,  dass  die  Fak- 
toriMi  des  einen  sowohl  wie  des  andern  k«)nstanten  Produktes 
einander  gleich  werden  können,  das  Produkt  also  in  ein  Ouadrat 
fihergeht  und  zwar  giebt  «*s  zwei  besondere  Strahhmpaare 

(j  und  «/,  , h und  ä,  , 
für  welche  dieser  Fall  eintritl : 

tg  [tx]  . tg  (ä‘,  a-,)  = tg*  [ly]  — tg2  (s,  y^) 

= tg-{M)==tg‘’(.v,//J. 

Für  diese  besonderen  Strahlenpaare  ist: 


3* 
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{sy)  = {l^y^)  = (Ä.v)  ==  (//,  /,) 

[ly]  = = (///)  ==  (//,  s^)  (Fig.  15). 

Klullich  gieht  c.‘>  auch  hei  zuei  nrojekLivi.«!chen  Slrahll>risrhdn 
ein  doppeltes  System  von  eiits|)  reell  enden  gleichen 
Winkt; ln,  zu  welchen  uns  eine  analoge  Iletrachlung  wie  in  12 
rührt.  Aus  der  allgeineiuen  Relation  folgt  näinlich 

tg  in/) tjr  (.r,Ä,)  , t«r  (.rO  -f  tp:  (///) tpr(a:,Ä,)  -f  tg(s,//,) 

t^(o:0“"tg(*,y,)  tg(.r/)  — tg(,,y,) 

also 


V 'tsU/T  " / ~ l “ <«(«,//,)■ 

tg_(-^’.y)  _ tg(A-,//,)  ^ i_— _tg(.T/)  • ig(/»/) 

»g  (-^'l.Vl)  ^g  1 — tg  ■ tg  (v,//.) 


Sollen  nun  zwei  Strahlen  xy  des  einen  Strahlhüschels  tlieselhen 
Winkel  einschliessen,  als  tlie  entsprechenden  a',  y^  des  andern,  so 
muss  die  linke  Seite  der  letzten  (>leichung  1 sein,  d.  h. 

I y 1 ) — lg  (•*'  f)  ■ lg (/ y)  -18  (-^1  ?/i)  = lg  (^*  f)  - lg  (-^i  ?/i)  >g  f)  lg  (‘*^1  -'‘i). 
woraus  folgt,  weil 

lg  {ty) ' lg  (•'^i  yi)  = lg  (/•'»-')  lg  a’i) 

i 'i!  (s,  ,y.)  = <g  i^i)  I is  (.'■»)  = 's 

Ug  [ly]  = lg  t-r,  ,v,)  ltg  (/,  y,j  = lg  (.r .v) 

Hieraus  ergieht  .sich  nun  eine  einfache  Konstruktion  solcher  Paare 
von  Strahlen  und  ihrer  entsprechenden,  welche  gleiche  Winkel  ein- 
.schliessen;  inan  trage,  nachdem  man  die  Schenkel  der  entsprechen- 
den rechten  Winkel  .vs,  //,  hestimmt  hat,  einen  Winkel  von  he- 
iieiiiger  Grösse  an  den  Strahl  s,  sowohl  natdi  einer  wie  auch 
nach  der  andern  Drehrichtung  hin  an  und  <M*häll  «ladiirch  zwei 
Strahlen  a und  h,  denselben  Winkel  trage  man  zwoitens  an  ilen 
Strahl  /,  nach  Indden  Seiten  an  und  erhfdt  dadurch  r,  und 
t/,  ; sucht  man  afsdaun  die  entsprechenden  Strahlen  «,//,  r</zii 
jenen  vieren,  so  hihlen  folgende  Paare  gleiche/ Winkel : 

/(«^)  = 

^ ^ (6,rf,) 

(O)  = (‘*1  ''i) 

Verändert  man  die  willkührlich  angeimmmene  Grösse  des  anzu- 
tragenden Winkels,  so  liefern  (1)  und  (*2)  zwei  Systeme  von 
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l‘ajuen  enlspreclientlcr  gleicliur  Winkel,  deren  eines  die  Eigen- 
sehafl  hat,  dass  heule  Schenkel  des  einen  Winkels  und  ebenso 
die  beiden  Schenkel  des  entsprechenden  gleichen  Winkels  inner- 
halb desselben  Winkelraunics  (s/)  und  (sj/,)  liegen;  {st}  und(5j/,) 
gehören  seihst  diesem  Systeme  an;  ebenso  {gfj)  und  (sfjfiTi),  welche 
den  Winkel  0 oder  180*'  repräsentiren,  aucli  [hh]  und  {h^h^),  wfdi- 
rend  das  andere  System  die  Eigenschaft  hat,  dass  die  beiden 
Schenkel  eines  Winkels  und  auch  die  des  entsprechenden  glei- 
chen Winkels  durch  die  Strahlen  s und  t,  anderseits  s,  und 
getrennt  werden;  in  diesem  Systeme  nimmt  kein  Paar  entspre- 
chender gleicher  Winkel  den  Werth  0 an,  vielmehr  schwanken 
die  Werthe  zwischen 

igh)  = {/l^g^)  und  (.V/)  = = yo". 


Diese  mit  den  im  vorigen  Paragraphen  abgeleiteten  vollständig 
analogen  Uesultatc  ausführlicher  zu  entwickeln,  können  wir  um  so 
mehr  «lern  Lesty*  überlassen,  als  wir  hier  ein  zweites  sehr  ein- 
faches Mittel  haben,  die  beiden  Systeme  entsprechender  gleicher 
Winkel  anzuschauen.  Denken  wir  uns  nämlich , was  hekaimtlich 
immer  auf  unendlich  viele  Arten  zulässig  ist  (§  11),  die  beiden 
projektivischen  Strahlhüschel  in  perspektivische  Lage'  gebracht, 
so  können  wir  auf  dieselbe  Weise,  wie  wir  flie  Schenkel  entspre- 
chender rechter  Winkel  bestimmt  haben,  überhaupt  die  Schenkel 
irgend  eines  Paares  entsprechender  gleicher  Winkel  dadurch  er- 
mitteln, «lass  wir  durch  <lie  Mittelpunkte  der  beiden  Strahl- 
büschel irgend  eitien  Kreis  legen,  welcher  den  perspektivischen 
Durchschnitt  in  zwei  Punkten  x und  ^ trifll;  aus  der  bekannten 
Eigenschaft  des  Kreises,  dass  l'eripheriewinkel  auf  gleichem  Do- 
gen gleich  sind,  folgt,  dass  die  von  B und  7?j  nach  x und  i)  ge- 
zogenen Strahlenpaare  gleiche  Winkel  einschliessen 

{xg)  = 


Verändern  wir  den  durch  B und  B^  gelegten  Kreis,  wodurch 
wir  eine  Kreisschaar  (sämmtliche  durch  zwei  Punkte  gehende 
Kreise)  erhalten,  so  liefert  «lieselbe  ein  System  von  entspre- 

chetiden  gleichen  Winkeln,  aber  nur  eines  der  beiden  Sv- 

« * 

Steine.  Das  andere  System  wird  durch  eine  zweite  Kreisschaar 
bestimmt;  denken  wir  uns  nämlich  aus  B ein  Perpendikel 
auf  den  perspektivischen  Durchschnitt  gefällt  und  um  sich 
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selbst  bis  Z>'  verlängert,  so  dass  das  Sjdegelbild  von  B 
in  Ik/ug  auf  den  jierspeklivisclien  Dnrclisclinitt  ist,  so  \^ird 


(Eig.  Ki.) 


irgend 

legter 


ein  durch  B^  und  B 


ge- 


Kreis  <leii  perspektivischen 
Durchschnitt  in  zwei  solchen  Punk- 
ten X und  l)  trell'en,  dass  /?'v  und 
dieselben  Winkel  mit  einander 
bilden,  wie  /?,  v nnd  /?,  \);  7?'r  und 
B^\)  bilden  aber  auch  dieselben  Win- 
kel mit  einander  wie  Bx  und  B\), 
folglich  ist  der  Winkel 

(ya')  = (or,y,)  (Fig.  16). 

Wir  erhalten  also,  indem  wir  durch 
B'^By  die  ganze  Kreisschaar  legen, 
das  zweite  System  entsj»rechender 
gleicher  Winkel.  Es  ist  einleuchtend, 
dass,  wenn  wir  statt  sein  Spiegel- 
bild in  Bezug  auf  den  perspektivisehen  Durchschnitt  nehmen,  die 
durch  gelegte  Kreisschaar  dasselbe  System,  die  durch  B^B^^ 

gelegte  Kreisschaar  aber  wieder  das  erste  System  liefert.  Die  eine 
der  beiden  Krcisschaaren , welche  die  Systeme  entsprechemler 
gleicher  Winkel  liefern,  hat  allemal  ihre  beiden  Schnittpunkte  [BB^) 
auf  derselben  Seile  vom  j»erspektivischen  Durchschnitt,  die  an- 
dere [B^  B^)  aber  nolhwendig  auf  enlgegenselzteii  Seilen,  so  dass 
unter  der  einen  Kreisschaar  zwei  (leicht  zu  ermittelnde)  Kreise 
sich  vorfinden , welche,  den  persj»ektivischen  Durchschnitt  berfdi- 
ren , unter  der  andern  aber  keine  solche  Berfdirungskreise  vor- 
handen sind.  Die  nacli  den  Beridiriingspunkten  hin  gehenden 
entsprechenden  Strahlen  sind  ^ und  , h nnd  /<,;  die  ihnen  zu- 
gehörigen gleichen  enb^prechenden  Winkel  haben  den  Werth  Null. 


^ 14.  Auf  einander  liegende  projektivische  Gebilde. 

Doppelelemente. 

Wir  haben  in  11  gesehen,  da.‘<s  es  hei  allgemeiner  (nicht 
per.^ipektivischer)  Lage  eines  Strahlbiischels  und  einer  mit  ihm 
projeklivischen  Ihinktreihe  nicht  drei  Mal  Vorkommen  kann, 
dass  Strahlen  durch  <lie  ihnen  enls|>rechcnden  Punkte  gehen 
oder  l’unkle  auf  den  ihnen  ents|»rechenden  Strahlen  liegen, 


Funktreilien  un<l  ebener  Strahlbüscliel  aut’  einander.  § 13,  U.  39 


>\eil  (lunn  dieses  Zusumnienliegcii  bei  allen  Elemenlenjtaaren  stall- 
liiidet  oder  die  (iebilde  perspeklivisch  liegen;  ob  aber  bei  all- 
gemeiner Lage  weniger  als  drei  (etwa  zwei  oder  eines  oder  keines) 
entsprechende  Elenicntcnpaarc  znsammenliegcn,  ist  eine  Kardinal- 
l’rage  für  die  Theorie,  die  wir  in  doppelter  Weise  auffassen  kön- 
nen. Seien  ubc  ...  die  Strahlen  des  Strahlbüschels  7?  und  aibjC,... 
tlie  entsprechenden  Punkte  der  mit  ilim  projektivischen  Pnnklreihe 
'3li,  dann  wird  das  Strahlbüscliel  D den  Träger  21,  selbst,  den  wir 

uns  noch  ein  Mal  als  einen  neuen  Träger  21  denken  können,  in 

* 

einer  neuen  Ihmktreihe  abc...  Irelfen  und  die  vorige  Frage 
rcducirt  sich  auf  folgende: 

Fallen  bei  zwei  beliebig  auf  einander  liegenden 
projektivischen  Punkt  reihen  entsprechende  Punkte 
zusammen,  und  wie  viel  Paare? 

Oder  wir  können  anderseits  den  Mittelpunkt  B mit  den 
Punkten  a,b,c,  ...  durch  neue  Strahlen  c,  ...  verbinden  und 
erhalten  in  B zwei  concentrischc  projek livische  Strahlbüscliel  B 
und  i?j ; die  obige  Frage  coincidirt  daher  mit  folgender: 

Fallen  bei  zwei  auf  einander  liegenden  (concentri- 
schen)  projektivischen  Slralilbüschcln  entsprechende 
Strahlen  zusammen,  und  wie  viel  Paare? 

Es  ist  einleuchtend,  dass  mit  der  einen  Frage  die  andere 
mit  beanlworlet  wird,  und  wir  wollen  uns  daher  zunächst  mit 
der  ersten  Frage  beschäftigen. 

Sind  bei  zwei  gegebenen  projektivischen  Punktreihen  die 
Durchschnittspunkte  der  Parallelstrahlen  r und  q,  und  die  ent- 
sprechenden Hälften  2123  und  21,23,  (§  12,  Fig.  13)  ermittelt, 
und  denken  wir  uns  die  Träger  der  beiden  Punktreihen  irgend- 
wie auf  einander  gelegt,  so  können  zwei  Fälle  eintreten:  entwe- 
der fallen  Theile  entsprechender  Hälften  zwischen  r und  q,  über 
einander  oder  nicht,  d.  h.  die  Abschnitte  von  r bis  oo  und 
q,  bis  (X)  enthalten  Theile  entsjirechendcr  Hälften  über  einander; 
iliese  beiilen  Fälle  lassen  sich  noch  kürzer  dadurch  von  einander 
unterscheiden , dass  iir  dem  ersten  P'all  der  Hichtungssinn  in  bei- 
den Punktreihen  derselbe,  im  zweiten  Fall  entgegengesetzt  ist, 
was  wir  leicht  erkennen  (Fig.  17  , wenn  wir  auf  entsprechenden 
Hälften  von  v nach  q (oo)  und  von  v,  (oo)  nach  q,  gehen.  Wir 
nennen  daher  in  dem  ersten  Falle  <lie  Pnnktreihen  gleichlau- 
fend, im  zweiten  Falle  ungleich  laufend  und  können,  sobald 
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die  beiden  auf  einander 
dnreli  irgend  drei  Paar 


liegenden  |»rojektivi.sclien  Punklreiltcn 
enlsprecliendc  Punklc  gegeben  sind, 
sogleich  cntscbeiden , ob 


51 


-»=5=- 


(Fig.  17.) 

51 


»1 


•* — 


*1. 


51 


sie  gleicblaufend  oder  iin- 
gleicblaufend  sind,  indem 
wir  ihren  RicbUingssiiin 
vergleichen  (§  4).  Hieraus 
folgt,  dass,  wenn  die  auf 
einander  liegenden  PunkU 
reihen  gleichlautend 


sind,  der  Werth  der  Potenz  (rr.c|,Tj)  negativ  sein  muss,  weil 
die  Strecken  vv  und  q,r|  entgegengesetzten  Riclitungssinn  haben; 
wenn  dagegen  die  Punktreihen  iingl  eich  laufend  sind,  der 
Werth  der  Potenz  positiv  ist. 

01)  nun  zusammenfallende  entsprechende  Ptinkte  Vorkommen, 
das  wird  in  dem  zweiten  Fall,  wenn  die  Punktreihen  ungleich- 
laufend sind,  sofort  zu  entscheiden  sein;  da  nämlich  nur  ent- 
sprechende Hälften  entsprechende  Punkte  enthalten,  so  werden  in 
diesem  Fall  zusaimnenfallende  entsprechende  Punkte  nur  ausser- 
halb der  Strecke  rq,  zu  suchen  sein;  dort  müssen  sie  aber 
nothw endig  Vorkommen;  denn  während  ein  Punkt  \ der  ersten 
Punktreihe  die  Hälfte  51  von  v bis  q (oo)  durchläuft,  gebt  der 
entsprechende  Pmdtt  r,  auf  der  Hälfte  5t | in  entgegengesetzter 
Richtung  von  c,  (<x>)  bis  qj  und  erst  dann,  wenn  x bis  ins  Unend- 
liche gekommen  ist,  gelangt  r,  nach  q, ; sie  laufen  sich  also  ent- 
gegen und  überholen  sich,  müssen  sich  mithin  nothw  endig  irgend- 
wo getrolfcn  haben;  da.sselbe  (indet  statt,  wenn  wir  die  I*unkte  r 
und  V,  die  andern  Hälften  53  und  53]  in  dem  Sinne,  welchen  die 
projcktivische  Reziehung  angiebt,  durchlauren  lassen;  es  kommt 
daher  nothwendig  zwei  Mal  (auf  jeder  der  unendlichen  Strecken 
ausserhalh  iq,  ein  Mal)  vor,  dass  entsprechende  Punkte  zusam- 
menfallen, und  von  diesen  heiden  sogenannten  Doj)pel punkten 
der  auf  einander  liegenden  i)rojeklivischen  Punktreihen  steht  der 
eine  so  weit  von  v ab,  wie  der  andere  von  q, , wegen  der  Eigen- 
schaft des  konstanten  Rechtecks  rv  . q|V|.  Es  werden  sich  hieraus 
die  Hoppeipunkte  in  elementarer  Weise  konstruiren  lassen;  hat  man 
nämlich  die  Punkte  q und  qj  (oder  t}  und  ^j)  hestimml,  für  welche 

vv.q,r,  = Vö^ 

so  würde  man  nur  nöthig  haben,  in  v (oder  qj)  eine  Senkrechte 
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auf  (len  zusuiiimen  liegemJeii  Trägern  der  beiden  Pimklrcilien  zu 
erriditeii,  auf  dieser  zwei  Stücke  = vß  = zu  beiden  Seilen 
von  X abzutragen  und  durrb  die  Flndpunkle  der  abgetragenen  Stücke 
einen  Kreis  zu  legen,  welcher  seinen  Mitleljninkt  in  der  Mille 
zwischen  rv"),  bat;  dieser  Kreis  gehl  durch  die  Doppelelcinenle 
der  beiden  Pnnklreihen,  wie  sich  aus  bekannten  Kleincntarsälzen 
orgiebt;  denn  wäre  | ein  ausserhalb  iqj  liegender  i*unkt  von 
solcher  BescbalTetibeil,  dass  in  ihm  zwei  entsprechende  Ihnikle 
über  einander  lägen,  so  hätte  man  zur  ßcslimmung  von  ^ die 
Kelationen : 

Iq,  — |r  = rqi 
Iq,  .|t  = (rg)^ 

also  ein  Rechteck  zu  konstruiren,  dessen  Inhalt  und  IMIferenz 
«Icr  Seiten  gegeben  sind;  ein  solches  Rechteck  lässt  sich  aber 
auf  die  angegebene  Weise  immer  konstruiren,  weil,  wenn  \s\v 
die  Differenz  der  Seiten  feslhallen,  durch  Veränderung  der  Seiten 
selbst  dem  Inhalte  des  Rechtecks  jeder  beliebige  Werth  zuerlhcill 
werden  kann. 

Anders  verhält  es  sich  im  ersten  Falle,  wenn  die  anf  einan- 
der liegenden  projckiivischen  Runklreihen  gleichlaufend  sind ; hier 
fallen  nur  auf  das  Stück  zwischen  rqi  Theile  enls[)rechcnder 
Hälften  über  einander;  wenn  daher  zusammenfallende  entspre- 
chende Punkte  Vorkommen,  so  können  sie  nur  innerhalb  der 
Strecke  rq,  enthalten  sein.  Wenn  nun  zwischen  vq,  ein  Paar 
entsprechender  Punkte  rjr,  über  einander  lielc,  etwa  in  den  Punkt 
I,  so  müsste  sein: 

r^+lqi  = vq,  und 
= (rö)2; 

wir  hätten  also  zur  Restimmnng  des  Punktes  § ein  Rechteck  zu 
konstruiren,  für  welches  der  Inhalt  und  die  Summe  der  Seiten 
gegeben  sind.  Wenn  aber  die  Summe  der  Seilen  gegeben  ist, 
so  kann  man  aus  ilir  nicht  Rechtecke  von  jedem  beliebigen  In- 
halt machen,  sondern  der  Iidiall  des  grössesten  Rechtecks,  wel- 
ches man  herslellen  kann,  ist  der  «les  Ouadrates,  dessen  Seite 
gleich  der  Hälfte  der  gegebenen  Summe  isl"^);  wenn  daber  der 

*)  Annierkunjy.  uns  in  eleiuenturer  Weise  davon  zu  über- 

zeugen, dass  unter  allen  Hcchteeken,  welche  dieselbe  Summe  der  Sei- 
ten haben,  das  (j!uadrat  den  grössesten  Inhalt  besitzt,  können  wir  fol- 
gendermassen  verlahreu: 
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Abslaiul  der  Punkte  iq,  kieiner  ist  als  die  doppelte  Seite  des 
(Jiiadrates , d.  Ii.  2 . rjj  oder  so  giebt  es  kein  Rechteck  von 
der  verlangten  Rescbairenbeit,  oder  wenn 

1^1  < Her 

so  giebt  es  keine  Doppelpunkte;  wenn  dagegen 

vq,  > ql), 

so  giebt  es  ein  Rechteck  von  der  verlangten  Rescbafrenbeit,  des- 
sen Seiten  von  r oder  qj  aus  zwischen  r q,  abgetragen,  zwei 
solche  E^ndpunktc  liefern,  in  deren  jedem  zwei  entsprechende 
Punkte  der  beiden  Piinktreiben  fiber  einander  liegen;  es  giebt 
also  in  diesem  Fall  wieder  zwei  Doppelpunkte;  ist  insbesondere 

tqi  = 

so  wird  das  konstruirte  Rechteck  selbst  ein  Ouadrat;  die  beiden 
zwischen  r und  q,  liegenden  Doppelpunkte,  von  denen  der  eine 
so  weit  von  r wie  der  andere  von  q,  abstebt,  lallen  zusammen; 
es  giebt  also  in  diesem  Grenzfalle  nur  einen  Doppelpunkt  oder 
vielmehr  zwei  zusammenfallende. 

Auch  in  diesem  Falle  zweier  gleicbiaufenden  projekliviscben 
l’iinktreilien  können  die  Doppelpunkte  durch  elementare  Kon- 
struktion gefunden  werden:  Man  beschreibe  fiber  rq,  als  Durch- 
messer einen  Kreis  und  trage  in  x (oder  q,)  auf  der  T'angeiitc 
dieses  Kreises  nach  beiden  Seiten  hin  Stücke 

= rfl  = ^i-  (oder  q,  g,  =5,q,) 

ab;  die  durch  die  Endpunkte  der  abgetragenen  Stücke  zu  dem 
Träger  der  Punktreiben  gezogenen  Parallelen  treffen  den  Kreis 
in  solchen  Punkten,  dass  die  von  ihnen  auf  den  Träger  berabge- 


■ Sei  die  gegebene  Summe  der  Seiten  und 
M die  Mitte  von  Aß;  ferner  AM PQ  das  Quadrat 
über  der  Seite  AM;  zieben  wir  ßP  und  fülleu 
Q aus  irgend  einem  Punkte  P’  dieser  Linie  die  Per* 
^ jiendikcl  P* M’  und  P' Q'^  auf  AM  und  A(J,  so  liat 
das  Kechteck  AM'P'Q"  offenbar  dieselbe  Sumtue 
der  Seiten;  cs  ist  aber,  wenn  sich  M'P’  und  PQ 
JS  ji.  in  .V,  p‘ 0’  und  PM  in  U treffen,  das  Rechteck 

MM’ SP  gleich  dem  Kechteck  PQQ"  II  (kongruent),  folglich  M M'  P'  ß 
kleiner  nU  PQQ’ ß,  mithin  das  Rechteck  A M'  P' Q' V\c\ncT  als  das  Qua- 
drat AMPQ;  da  dasselbe  von  jedem  andern  in  gleicher  Weise  kon- 
btruirten  Rechteck  gilt,  so  ist  das  Quadrat  das  grösseste  unter  allen 
Rechtecken  von  gleichem  Umfang. 
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lassciieii  Pcrpeiulikel  zu  Fusspimkleii  die  gesudilen  DoppeipuiikU; 
hal)t‘n.  Diese  Konslniklioii,  deren  Uicliligkeil  einieiichlel,  enlliäll 
auch  das  vorhin  angesehene  Krileriuin , oh  die  Dop))el|)unkte  reell 
vorhanden  sind  oder  niciil;  wenn  nämlich  Tß  < .^  vq]  (der  lladius 
des  Kreises),  so  schneidet  die  Darailele  den  Kreis  in  zwei  reellen 
Punkten,  es  gieht  also  Doppelpunkte;  wenn  dagegen  rg  > itqi» 
so  triirt  die  Parallele  den  Kreis  nicht,  es  gieht  also  keine  Doj)- 
pelpunkte;  wenn  endlich  vg  = i^qi»  so  herfdirt  die  Parallele 
den  Kreis,  also  es  gieht  nur  einen  Doppelpunkt. 

Das  gewonnene  Resultat  lässt  sich,  wie  lolgt,  zusaininen- 
lässen : 

Rei  zwei  auf  einander  liegenden  projektivischen 
Punktreihen  gieht  es  iin  Allgemeinen  zwei  Mal  zwei 
zusammen  fallende  entsprechende  Punkte  (Doppel- 
punkte); diese  sind  immer  reell  vorhanden,  wenn  die 
beiden  Punktreihen  iingleichlaufend  sind,  und  liegen 
ausserhalh  des  Abstandes  der  Punkte  r und  syinme- 
triscii  zu  diesen;  sind  dagegen  die  Pnnktreihen  gleich- 
laufend, so  sind  die  Doppelpunkte  nur  dann  reell  vor- 
handen, wenn  der  Abstand 

vqi  > Ner  g,^,), 

und  liegen  zwischen  rq,  symmetrisch  zu  diesen  Punk- 
ten; ist 

rqi  = 0^' 

so  gieht  es  nur  einen  Doppelpunkt  (oder  vielmehr:  die 
beiden  Doppelpunkte  fallen  selbst  zusammen);  dieser 
liegt  in  der  Mitte  zwischen  rqi  und  enthält  als  zusam- 
menfallende 1‘unkte  eines  der  besonderen-  Paare  ggj 
oder  ; ist  endlich 

tqi  < 

so  liegt  kein  Paar  entsprechender  Punkte  zusammen 
(o  d e r , w i c man  sich  a u s d r ü c k t , d i e b e i d e n D o p p e 1 p u n k t e 
sind  imaginär). 

Sind  die  Punklreihen  gleichlaufend  und  wir  bestimmen  die 
ausgezeiclmeten  Ibnikle  gl^  und  ^,g|,  so  werden  bei  dem  Auf- 
einanderliegen iler  Punktreihen  Doppelelemente  nur  dann  vorhan- 
den sein,  wenn  die  Strecken  g^  und  ^jgj  sich  in  keinem  ihrer 
Theile  decken  (ganz  ausser  einander  liegen);  sobald  g^  und  I},gj 
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ein  Slück  gemeinsdiafliicli  haben,  giebl  cs  keine  DopiieliMinkle: 
den  liebt rgang  bildet  der  Tail,  wenn  diese  Strecken  mit  ihren 
Kndpunkten  entweder  mit  nnd  ß,  oder  mit  nnd  ^ an  einan- 
der stossen;  liierans  können  wir,  wenn  wir  die  iti  sicli  feslgc- 
haltenen  Piinktreihen  auf  einander  verschieben,  <Ien  Spielraum 
erkennen,  innerhait»  dessen  keine  Doppelelemenle  vorhanden  sind. 

Es  wäre  nun  id)rig,  die  analoge  Untersuchung  für  zwei  auf 
einander  liegende  (concentrische)  pntjektivische  Strahlbfischcl  auf 
demselben  Wege  durchzuführen;  statt  dessen  können  wir  das  lle- 
sultat  dieser  an  sich  nicht  schwierigeren  Untersuchung  sofort  aus 
dem  vorhin  erlangten  ableiten  und  ziehen  diesen  kürzeren  Weg 
vor.  Schneiden  wir  nämlich  die  beiden  conccnlrischen  Slrahl- 
büschel  durch  eine  beliebige  Transversale,  welche  wir  uns  dop- 
pelt denken  als  den  Träger  zweier  Punktreihen  deren  eine 

durch  das  eine,  die  amlerc  durch  das  andere  Strahlbüschel  lixirt 
wird,  so  haben  wir  die  beiden  concenlrischcn  Strahlbüschcl  in 
perspektivischer  Lage  mit  zwei  auf  einander  liegenden  Puidil- 
reihen;  durch  die  Doppelpunkte  der  letzteren  gehen  offenbar  die 
Doppelstrahlcn  der  ersteren;  die  Konstruktion  jener  liefert  also 
auch  diese;  sind  die  beiden  ausgeschnittenen  l’unklreihen  gleich- 
laufend hinsichtlich  ihres  lUchtungssinnes , so  sind  es  auch  die 
heiden  Slrahlbüschel  hinsichtlich  ihres  Drehimgssinnes;  sind  jene 
aber  ungleichlaufend , so  sind  es  auch  die  Strahlbüschel;  wir 
haben  daher  aus  dem  Vorigen  zunächst  das  Kesnltat:  Dei  zwei 
auf  einander  liegenden  projeklivischen  Slrahlbüscheln  giebt  es, 
wenn  sie  ungleichlaufend  sind,  immer  zwei  Mal  zwei  reelle  zu- 
sammenfallende entsprechende  Strahlen  (Doppelstrahlen);  sind  da- 
gegen die  beiden  Slrahlbüschel  gleichlaufend,  so  können  wir  das 
dem  obigen  analoge  Kriterium,  wann  Do[»pelslrahlen  vorhanden 
sind,  dadurch  ableilen,  dass  wir  die  beiden  concentrischen  Strahl- 
büschel durch  eine  besondere  Transversale  schneiden,  welche 
parallel  läuft  einer  der  beiden  Kichtungen,  die  den  Winkel  [s 
also  auch  l ^j)  halbiren;  diese  Transversale  besitzt  nämlich  die 
Eigenschaft,  dass  die  beiden  auf  ihr  ausgeschnittenen  )»rojektivi- 
schen  Punktreiheii  ihre  besonderen  Punkte  gerade  in  den- 

jenigen 1‘uiikten  haben,  durch  welclie  die  besonderen  Strahlen 
der  beiden  concentrischen  Slrahlbüschel  gehen,  so  dass 
dann  also  das  obige  von  den  Punkten  abhängige  Kriterium 

sich  direkt  übertragen  lässt.  In  der  That,  bei  der  angegebenen 
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Lage  tler  Transversale  werden  «lie  Stralilen  gh,  deren  >Vinkel 
durch  die  Slrahlen  st  halhirl  werden,  und  die  Strahlen  deren 
Winkel  durch  l^s^  halhirt  werden , mit  der  Transversale  |»aarweise 
gleiche  Winkel  bilden  nnd  mit  Rücksicht  darauf,  dass  die  Strahl- 
hiischel  /?ß,  gleichlaufend  sind,  so  liegen,  wie  sie  Fig.  dar- 


(Fig.  18.) 


stellt.  Für  irgend  zwei 
Relation 


lg  (sa-) 


entsprechende  Strahlen 
. tg  (;r,  = lg-  {sg), 


(T 


o 


ilt  min  die 


nnd  hieraus  wird  der  Winkel  (a:,  /,)  leicht  heslimmt  durch  {sx), 
wenn  man  die  (§  8,  3)  für  harmonische  Strahlen  gefundene  ganz 
gleich  lautende  Relation  in  Retracht  zieht;  he.stimmt  man  nrimlich 
zu  gh  nnd  x den  vierten  harmonischen,  dem  x zngeordiieten 
Strahl  so  ist  (.v|)  = {.r, /,};  was  mm  die  Fage  von  a-,  anhe- 
Irifll,  so  erk<*nnen  wir  mit  Rücksicht  auf  die  entsprechenden 
Quadranten  zwischen  den  Schenkeln  iler  eiiLsprechenden  reidilen 
Winkel,  dass  a,  nnd  | mit  der  Transversale  ein  gleichscdienkliges 
Dreieck  hilden  müssen;  wii-  können  ’p'lzt  zn  irgend  einem  Strahl  x 
den  entsprechenden  a'j  in  der  einfachen  Weise  ermitteln,  dass  wir 
zuerst  X in  die  symmetrische  f-age  zur  Transversale  uns  gehrachl 
denken  nach  , d.  h.  so  da.ss  x dieselben  Winkel  mit  iler  Trans- 
versale bildet  wie  , nnd  dann  zn  i/i  Äj  $|  <len  vierten  harmoni- 
schen, dem  I,  zngeorilneten  Strahl  hestimmen,  welcher  a:,  sein 
wird.  Wenn  min  die  Strahlen  g h . . . x und  g^  //,  ...  .r,  der 
beiden  conccnlrischen  Sirahlhüschel  /?7?j  die  Transver.sale  in  ilen 
Punkten  ^ •••  Vi  zweier  auf  einander  liegender 

Pnnktreihen  begegnen,  nnd  die  Milte  zwischen  mit  v,  die 
Milte  zwischen  mit  q,  bezeichnet  wird,  so  erhallen  wir  den 
entsprechenden  Strahl  zn  /?r,  indem  wir  zu  7,//,  und  dim 
vierten  harmonischen  snehen;  dieser  ist  aber  nach  § 8 der  Pa- 
rallelstralil , folglich  ist  r in  der  That  der  dem  unendlich  entfern- 
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Jen  r,  (c»)  eiitsj)rechen<le,  ebenso  q,  der  dem  unendlich  cnlfeni- 
len  q (oo)  der  anderen  Fnnktreilie  entsprecliende;  aus  der  vori- 
gen Konstruktion  eiiLsprecliender  Punkte  r \'i  tmd  der  bekannten 
Kigenscbafl  harmoniseber  Funkte  (;§  8)  ergiebt  sich  ferner 

• tr  • V,  q,  = (v#  = 

woraus  dann  folgt,  dass  in  der  Tliat  die  mit  bezeiduieten 

FunkU;  jene  ausgezeiclmeten  Funkte  siml,  welche  diese  Namen 
ffdiren  (§  12  . 

Nunmehr  sind  wir  berecliligt,  das  vorhin  für  zwei  auf  ein- 
ander liegend«?  projeklivische  Funktreihen  aiisg(;s|)roclieiie  Hesultat 
auf  zwei  concentrische  projektivische  Slrahibüscliel  folgend«?r- 
inassen  zu  übertragen: 

Fei  zwei  auf  einander  iiegen<Ien  (concentrisclien) 

m 

projekti  viseben  Stra  hlbüscbeln  giebt  es  im  Allge- 
m einen  z w e i M a 1 z w e i z u s a m m e n fa 1 1 e n d e e n ts p r ec b e n d «? 
Strahlen  (L)oppclstrablen);  «liese  sind  immer  reell 
Vorbau  den,  wenn  die  beiden  Strahlbüscliel  ungleich- 
laufend  sind;  sind  sie  dagegen  gleichlaufend,  so  wer- 
den die  beiden  Doppelstrablen  nur  dann  vorhanden 
sein,  wenn  die  besonderen  Strahlen  <jh  durch  die 
Strahlen  //,«/,  nicht  getrennt  werden;  w erden  dagegen  (jh 
durch  //,(/,  getrennt  (d.  h.  fällt  y,  in  einen  >Vinkelrauin 
zwischen  (g/t)  und  A,  in  den  Nebcnwinkelraum),  so  giebt 
«*s  keine  reellen  Doppelstrahlen;  den  lieb  er  gang  bil- 
«let  der  Fall,  w enn  die  Winkel  und  (//jyi)  an  einan- 
der stossen,  so  dass  entweder  yy,  oder  h/i^  Zusammen- 
fällen; i n d ies em  Fal I e giebt  cs  nur  einen  Dop)>els trab l 
id.  h.  die  beiden  Doppelstrahlen  fallen  selbst  zusam- 
men). 

^ 15.  Konstruktion  der  Doppelelemente  mittels  eines 

festen  Kreises. 

Die  im  vorigen  Faragraphen  angegebenen  Konstruktionen  der 
Doppelpunkte  und  darnach  auch  der  Doppelstrahlen  setzen  die 
Kenntniss  der  besonderen  Elemente  rq,qq,l^l^,  voraus;  es  giebt 
aber  eine  andere  viel  einfachere  Auflösung  der  Aufgabe: 

Wenn  zwei  auf  einander  liegende  projektivische 
Funktreihen  durch  irgend  drei  Faar  enlsprcchen«le 
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Elemenle  aaj  bt',  cc,  gegeben  sind,  die  Doppelpunkte  zu 
rinden,  >vobei  nur  das  Lineal  und  ein  Tester  in  der  Ebene  als 
gezeichnet  angenommener  Kreis  benutzt  wird. 

Diese  von  Steiner  angegebene  Konstruktion  beruht  auf  der 
elementaren  Eigenschaft  des  Kreises,  dass  Peripheriewinkel  auf 
gleichem  Dogen  gleich  sind.  Verbinden  wir  irgend  zwei  Punkte 
/?/?,  einer  Kreisperipherie  mit  zwei  andern  Punkten  derselben 
durch  die  Strahlen  a(/und  so  ist  entweder  der  Winkel  [ah] 

gleich  dem  Winkel  [a^b^)  oder  gleich  seinem  Nebenwinkel;  jeden- 
falls also  sin  (ah)  = sin  lassen  wir  jetzt  einen  veränder- 

lichen Punkt  ^ die  Kreisperipherie  durchlaufen  und  verhinden  ihn 
mit  li  und  durch  die  Strahlen  xx^,  so  beschreiben  dieselben 
zwei  |nojektivische  Strahlbüschel,  weil  die  Doppelverhrdtnisse 
zwischen  irgend  vier  Strahlen  des  einen  und  den  ent^preclumden 
des  andern  Strahlhüschels  offenbar  gleich  sind  (da  die  Faktoren 
dieser  Doppelverhrdtnisse  einzeln  einander  gleich  sind). 

Haben  wir  nun  auf  den  zusammen  liegenden  Trägern  zweier 
Punktreihen  drei  Paare'  entsprechender  Ihmkte  aaj  bb,  cc, 
wilikfdirlich  angenommen  und  ist  irgend  ein  Kreis  in  der  Ebene 
gezeichnet,  so  verhinden  wir  einen  beliebigen  Peripheriepunkt 
desselben,  den  wir  uns  doppelt  denken  als  den  Mittelpunkt  zweier 
Slrahlbüschel  /?/?,,  mit  den  Punkten  abc  o,b,c,  durch  Strahlen 
(ihc  , welche  die  Peripherie  des  Kreises  resj»,  in  ctßy  j’, 

treffen  (Fig.  19).  Dcwvegen  wir  nun  zwei  entsprechende  Punkte 

(Fig.  19.) 


r r,  der  durch  die  angenommenen  drei  Paar  hdemente  vollständig 
bestimmten  projektivischen  Punktreihen  , so  beschreiben 
iiire  Verbindungsstrahleii  mit  BB^,  zwei  koncentrische  projektivi- 
.sche  Slrahlbüschel  und  , die  Schiiitt|iunk(e  mit  der  Kreisperi»’ 
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plieri«*.  zwei  krumme  projektivische  Punktndhcn;  so  oft  mm  zwei 
eiiLsprecliende  Punkte  w,  zusammeufalien,  müssen  auch  zwei 
entspreciiemle  Strahlen  .ra',  znsammenrallen  und  foiglicii  auch 
zwei  entsprechende  Punkte  ||j  und  nmgekelirt.  Nehmen  wir  nun 
irgend  ein  Punktenpaar  ««,  anf  dem  Kreise  und  verliinden  a mit 
ßj  jS,  . . . ^1 , anderseits  ß,  mit  aßy  ...  .so  inn.ssen  «lie  um 
ß uml  ß,  als  Mittelpunkte  erhaltenen  Sirahlhü.schel  auch  juojek- 
tivisch  sein,  denn  das  Strahihnschel  (ß)  ist  mit  dem  Slrahlhnschel 
(/?,)  projcktivisch  wegen  der  ohen  angegehenen  Eigenschaft  des 
Kreises,  ebenso  ß,)  mit  (^);  da  mm  \R)  iiiid  (/?,)  projeklivisch 
sind,  so  sind  es  auch  lOi  (ß)  und  (ß,);  diese  beiden  Strahl- 
hüschel  haben  aber  in  der  Verhindimgslinic  ihrer  Mittelpunkte 
zwei  entsprechende  Strahlen  zusaminenfalleml:  folglich  liegen  sie 
pers|)ektivisch  (§  11),  also  <lie  Schnittpunkt«'  sanimtlicher  Paaiv 
enlsprechemler  Strahh'ii  anf  eim*r  (ieraden  (ihrem  perspektivischen 
Pmchsclmitt);  dieser  Ort  <les  Schnitlpmiktes  (ß|,,  ß,  | ist  sclnm 
bestimmt  durch  die  beiden  Schnittpunkte 

{ß^i,  ß,/3)  und  (ß>-, , ß,y); 

ji'der  Punkt  di«*ser  ricraden  mit  a und  ß,  verbunden  liefert 
zwei  Strahlen,  welche  «len  Kreis  in  zw«;i  enlsjU‘<Mlien«leu  Punk- 
ten trelfen;  «liese  Ciera«!«*  wird  «laher  seihst  d«*n  Kreis  in 
solchen  zw«*i  Punkten  trefl'en,  in  deren  je«len  zwei  <*ntspre- 
chende  I’unkte  zusammeufalien;  «liese  Punkt«;  mit  />{//,) 
verhumh'u  he.stimmen  atd'  «li<;  gesuchten  Poppelpimkt«', 

«leren  Konstruktion  sich  also  in  folgemler  einfachen  Welse  ge- 
staltet : 

Man  verhin«le  «lie  gegeh«;uen  Punktenpaare  aa,  H'| 
CC|  mit  irgen«!  eiu«'in  IN*ri|)heriepnnktc  /^(^,)  «»ines  f«*- 
sten  Kr«;is«*s  «lurch  Strahlen,  welche  «He  Peripherie 
zum  zweiten  Male  in  ßß,  ßß^  yy,  treffen,  hestiinme 
die  Schnitt  punk  te; 

(ß/?i,  ß,/3)  (ßy,,  ß,y) 

und  ihre  Vorhin  «lungsli  nie  i?;  die  Schnittpunkte  «ler 
letzteren  mit  «lern  Kreise  vorhin  «le  man  mit  li  «lurch 
Strahl e n , w e I c he  di e T r ä g «‘ r d e r g e g «•  h «' n e n a «i f ei n a n - 
«ler  liegen«lcn  Punktr«‘ihen  in  «len  gesuchten  P«>ppel- 
]) unk  teil  treffen. 

I)a  die  Oerade  V den  Kr«'is  im  .Allgenu'iiien  in  zwei  F'unkteu 
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(rillt,  so  gic'bt  es  im  Allgemeinen  zwei  Doppelpunkte;  geht  die 
(ierade  2 aber  vorbei,  ohne  den  Kreis  zn  trelTen,  so  giebt  es 
keine  Doppelpunkte;  berührt  sie  den  Kreis,  so  giebt  es  nur  einen 
Doppelpunkt  (zwei  zusammenrallende).  Das  Hesultat  des  14 
findet  sieb  also  durch  diese  Konstruktion  bestätigt  und  es  würde 
nicht  schwer  sein,  die^  dort  gefundenen  Kriterien  aus  ihr  von 
iNcuern  berzulciten.  Wir  unterlassen  dies,  ebenso  wie  die  Auf- 
lösung der  analogen  Aufgabe,  die  Doppelstralilcn  zweier  concen- 
Iriscber  projektiviseber  Strahlbüscliel  zn  finden,  da  diese  auf  die 
vorige  znrückgefübrt  werden  kann. 

Anmerkung.  Die  (fcrade  ^ muss  auch  diircli  den  Punkt 
ißy\>  yßi)  Odilen,  was  wir  daraus  erkennen,  dass  notlnvendig  die- 
selben Doppelpunkte,  also  auch  dieselbe  Gerade  S liervorgelien 
würde,  wenn  wir  bei  der  Konstruktion  anstatt  des  Paares  aa^ 
das  Paar  ßß^  gesetzt  hätten.  Wir  gelangen  «laber  beiläufig  zn 
einem  interessanten  Salz  vom  Kreise: 

Hat  man  irgend  sechs  Punkte  eines  Kreises  aßy 

(aßf,  ßa^)  (ßri^rßi)  (y«i»  «yi) 
auf  einer  (icraden. 

Dieser  Satz,  dessen  allgemeine  Gültigkeit  für  jeden  Kegel- 
schnitt wir  später  dartbun  werden,  lässt  sich  auch  so  ausspreclien, 
wie  ihn  Pascal  gefunden  bat: 

Verbindet  man  irgend  sechs  Punkte  eines  Kreises 
zu  einem  einfachen  Sechseck  in  der  Ileibenfolge : 
a/3,  ya,  jSy, , so  treffen  sich  die  gegenüberliegenden 
Seiten  desselben  (die  erste  und  vierte,  zweite  und 
fünfte,  dritte  und  sechste)  in  drei  Punkten,  welche 
auf  einer  Geraden  liegen.  — 

Wenn  bei  zwei  auf  einander  liegenden  projektivischen  Pnnkt- 
reiben  ein  Doppelpunkt  bekannt  ist,  so.  bedarf  es  nicht  mehr  der 
vorigen  Konstruktion  mit  Hülfe  des  festen  Kreises,  um  den  an- 
dern Doppelpunkt  zn  finden,  der  dann  notbwendig  immer  reell 
vorhanden  ist,  sondern  dieser  lässt  sich  mittels  des  I/nieals  allein 
konstrniren  auf  folgende  Art: 

Sei  cci  der  bekannte  Doppelpunkt  der  beiden  projektivisclien 
auf  einander  liegenden  IMinktreiiien  und  aa],  Obi  irgend  zwei 
Paare  entsprechender  Punkte,  wodureli  die  ganze  projeklivisebe 
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Beziehung  hestinmt  ist,  so  ziehe  inan  durch  CC]  einen  beliebigen 
Strahl  und  nehme  in  demselben  irgend  zwei  Punkte  BB^  willkfdir- 
lich  an;  die  Schnittpunkte  (^a,  und  {Bh,  verbunden, 

bestimmen  eine  Gerade,  welche  den  Träger  der  beiden  zusammen- 
liegenden Punktreihen  in  dem  gesuchten  zweiten  Doppelpunkte 
tritrt.  Die  Richtigkeit  dieser  Konstruktion  erhellt  aus  § 10,  a). 

§ 16.  Punktsystem  (Involution  von  Punktenpaaren). 

Ks  giebt  einen  ausgezeichneten  specicllen  Fall  zweier  auf  einan- 
der liegender  j)rojektivi.scher  Punktreihen,  welcher  in  der  Folge 
eine  besondere  Wichtigkeit  erlangt;  dieser  besieht  darin,  dass  der 
Abstand  der  beiden  Punkte  r und  q,  Null  wird,  oder  dass  die  Punkte 
r und  qj  zusammenfallen.  Wenn  zwei  jirojektivische  Punktreihen 
so  auf  einander  liegen,  dass,  die  besonderen  Punkte  r und  q, 
über  einander  fallen,  so  fallen  sämmtliche  entsprechende  gleiche 
Strecken  des  einen  oder  des  andern  Systems  (§  12)  verkehrt  auf 
einander,  so  dass  wenn  x\)  und  zwei  entsprechende  gleiche 
Strecken  sind,  x auf  i),  und  zugleich  auf  r,  fällt,  und  zwar  wird 
das  eine  oder  das  andere  System  entsprechender  gleicher  Strecken 
verkehrt  auf  einander  fallen,  je  nachdem  die  Punktreihen  gleich- 
laufend oder  ungleichlaufend  sind,  d.  h.  je  nachdem  entsprechende 
Hälften  über  einander  liegen:  51  auf  und  S3  auf  ißi  (dann 
sind  die  Punktreihen  ungleichlaufend  Fig.  16),  oder  nicht  entspre- 
chende Hälften:  51  auf  S3i  und  53  auf  5lj  (dann  sind  die  Punkt- 
reihen gleichlaufend);  in  dem  ersten  Falle  existiren  zwei  Doppel- 
punkte; es  fallen  nämlich  die  Punkte  g und  g,  über  einander  und 
die  Punkte  ^ und  ; im  zweiten  Falle  existiren  keine  Doppel- 
punkte nach  dem  obigen  Kriterium  (§  14);  es  fällt  insbesondere 
g auf  uud  auf  gj. 

Es  findet  aber  auch  das  Umgekehrte  statt:  Wenn  bei  zw  ei 
auf  einander  liegenden  jirojek livischen  Punktreihen 
irgend  ein  Paar  entsprechender  gleicher  Strecken 
verkehrt  auf  einander  fallen:  auf  piTi,  so  fallen 

sämmtliche  entsprechende  gleiche  Strecken  desjeni- 
gen Systems,  welchem  jenes  Paar  angehört,  verkehrt 
auf  einander,  insbesondere  auch  r auf  q,. 

In  der  Thal,  denken  wir  uns  (Fig.  20)  in  den  beiden  auf  ein- 
ander liegenden  Trägern  der  Punktreihen  5l5l|  die  Punkte  xx^ 
und  so  liegend,  dass  x ouf  und  \)  auf  V]  liegt,  und  nehmen 
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wir  ein  beliebiges  drittes  l’acir  entsprechender  Punkte  33,  (wo- 
durch die  projektivisebe  Beziehung  vollständig  bestimmt  wird) 

(Fig.  20.) 


an,  so  wird  der  Punkt  3 der  ersten  Punktreibe  auf  einem  ge- 
wissen l*unkte  t|  der  zweiten  liegen  und  der  ihm  entsprechende 
Punkt  t der  ersten  Punktreibe  wird  bestimmt  durch  die  Gleich- 
heit der  Doppelverhältnisse 

Nun  ist  aber  identisch,  § 6,  1) 

(ti')ijiti)  = teiJitiji) 

also 

und,  wenn  wir  für  v,  die  darüber  stehenden  Namen  derselben 
Punkte  setzen,  = (l*t)S8i)’ 

(r^3t)  = (r^33,) 

wird,  so  muss  t mit  3^  zusammenfallen,  d.  h.  die  Strecke  3t  fällt 
verkehrt  auf  die  ihr  gleiche  entsprechende  Strecke  tj3j;  dies  gilt 
hiernach  von  sämmtlichen  Paaren  entsprechender  gleicher  Strecken ; 
weil  insbesondere  die  beiden  imendlicb  entfernten  Punkte  rj  und  q 
der  beiden  Punktreihen  über  einander  fallen,  so  müssen  auch  die 
ihnen  entsprechenden  r und  qj  über  einander  fallen. 

Ein  solches  Doppelgebilde  zweier  in  der  eigenthümlichen 
Weise  auf  einander  liegenden  projektivischen  Punktreihen,  dass 
die  Punkte  r und  q,  auf  einander  fallen  nnd  zugleich  das  eine 
ganze  System  entsprechender  gleicher  Strecken  verkehrt  auf  ein- 
ander liegt,  heisst  ein  Punktsystem  (oder  nach  der  von  Des- 
argues  eingeführten  Bezeichnung  eine  Involution  von  Punkten- 
paaren) und  die  Endpunkte  eines  solchen  Paares  auf  einander 
fallender  gleicher  Strecken  ein  Paar  konjugirter  Punkte  des 
Punktsystems,  der  dem  unendlich  entfernten  Punkte  konjugirte 
Punkt,  in  welchem  x und  qj  über  einander  liegen,  der  Mittel- 
punkt des  Punktsystems;  wenn  die  das  Punktsystem  erzeugenden 
Punktreihen  gleichlaufend  sind,  so  heisst  das  Punktsystem  ein 
elliptisches;  cs  liegt  dann  ein  Paar  konjugirter  Punkte  immer 
auf  entgegengesetzten  Seiten  vom  Mittelpunkte,  und  bezeichnen 

wir  mit  0 den  Mittelpunkt,  mit  irgend  ein  Paar  konjugirter 
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PunkU;,  so  worden  saininllidic  Paare  konjiigirter  Punkte  «lurrli 
die  Relation  zusammcngchaltcn 

ox  . oh  = const. 

* • 

flenn  x und  h,  lietcn  an  die  Stelle  zweier  entsprechender  Punkte 
X und  Vi  der  beiden  projektivisclien  Punklreilien  und  in  o liegen 
r und  q,  vereinigt,  also  gilt  die  bekannte  Relation  rr  • q,  Xi  = coiist 
{%  12);  Do|)pelpunkte  können  in  diesem  Fall  nicht  Vorkommen, 
wohl  aber  zeichnet  sich  ein  Paar  konjugirter  Punkte  vor  den  an- 
dern aus,  dasjenige  nämlich,  welches  gleich  weit  vom  Mittelpunkte 
nach  entgegengesetzten  Richtungen  hin  ahsteht,  für  welches  also 
das  konstante  Rechteck  ein  Quadrat  wird;  es  sind  dies  olTenhar  die 
Punkte  q und  q,  oder  1^^  und  indem  q aufj^j  und  q^  auf  ^ fällt; 
dieses  besondere  Paar  könnte  man  <lie  „gleich  weit  abstehen- 
den“ konjugirten  Punkte  des  elliptischen  Punktsystems  nennen. 

Wenn  dagegen  die  das  Punktsystem  erzeugenden  Punktreihen 
ungleichlaufend  sind,  also  das  andere  System  entsprechender  glei- 
cher Strecken  verkehrt  auf  einander  fällt,  so  heisst  das  1‘unkt- 
system  ein  hyperbolisches;  es  liegt  ein  I*aar  konjugirter  Punkte 
immer  auf  derselben  Seite  vom  Mittelpunkte  aus  und  säinmtliche 
l*aare  konjugirter  Punkte  werden  wiederum  durch  die  Relation 
zusammengchalten 

ox  . oh  = const. ; 

es  fallen  insbesondere  zwei  Mal  zwei  konjugirte  Punkte  zusammen 
(wenn  nämlich  das  konstante  Rechteck , welches  <lie  Potenz  des 
P II  n k t s y s t em  s genannt  wird , ein  Quadrat  wird) ; dies  geschieht 
für  die  Punkte  qq,  auf  der  einen  Seite  von  o und  für  auf  der 
andern  Seite;  diese  besonderen  zusammenfallenden  Pnnktenpaarc 
des  Punktsystems  heissen  die  Doppelpunkte  oder  As  y in  j>  toten - 
punkte  des  Punktsystems,  welche  nur  heim  hyperbolischen  Punkt- 
system auftreten;  sie  liegen  nach  entgegeng^elzten  Seiten  in 
gleichem  Abstande  von  o.  Bezeichnen  wir  sie  mit  y und  //,  so 
drückt  die  Relation 

nx  . oh  = {ogf  = {ohy 

zugleich  ein  merkwürdiges  Verhalten  sämnitlicher  Paare  konju- 
girter Punkte  zu  den  Asymptotenpunkten  des  Punktsystems  aus, 
indem  xh  ein  Paar  zugeordnele  harmonische  Punkte  zu  y und  // 
sind  (§  8,  III),  also: 

S ä m m 1 1 i c h e Paare  k o n j u g i r t e r P u n k t e eines  h y p e r - 
ho  lisch  eil  Punktsystems  sind  zugeordnete  harinoni- 
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sclie  Punkte  zu  (len  beiden  A$yn)j»tolen()unklen  des- 
selben, und  auch  uingekebrl:  Sä  mm  Hiebe  Paare  zu  geord- 
neter liarmoniseher  Punkte  zu  zwei  festen  Punkten 
einer  Geraden  bilden  ein  liy  perboliselies  Punktsystem, 
dessen  beide  Asy m {»tote npu nk te  die  beiden  festen 
Punkte  sind.  Heim  elliptischen  Punktsystem  findet  dieses  Ver- 
halten nicht  statt  trotz  der  Eigenschaft  des  konstanten  Uechtecks, 
weil  dort  zwei  konjugirte  Punkte  immer  auf  entgegengesetzten 
Seiten  von  o liegen  und  die  angezogene  Eigenschaft  harmonischer 
Punkte  die  Pedinguug  involvirt,  dass  zwei  zugeordnete  Punkte 
auf  derselben  Seile  von  dem  Millel()uukt  zwischen  den  beiden 
andern  zugeordneten  Punkten  gelegen  sind.  Es  mag  hier  noch 
ein  besonderer  Kall  des  Punktsystems  erwähnt  werden,  welcher 
den  ücbergang  zwischen  dem  elliptischen  und  hyperbolischen 
Punktsystem  bildet  und  daher  das  parabolische  Punktsystem 
heisst;  dieser  tritt  dann  auf,  wenn  die  beiden  Asymptotenpunkte 
eines  hyperbolischen  Punktsystems  zusammenfallen;  alsdann  fallen 
die  allen  Punkten  des  Trägers  konjugirten  Punkte  im  Punktsystem 
in  denselben  einzigen  Punkt  hinein,  in  welchem  die  beiden 
Asymptotenpunkte  vereinigt  sind,  weil  (§  8),  wenn  von  vier  har- 
monischen Punkten  zwei  zugeordnete  zusamnienfallen,  auch  einer 
des  andern  Paares  ziigeordueter  Punkte  in  diesen  hineinfallen 
muss.  Wir  haben  also  das  einseitige  Verhalten  beim  paraboli- 
schen Punklsystem,  dass  die  allen  Punkten  konjugirten  Punkte 
in  einem  einzigen  vereinigt  sind  und  zu  diesem  wiederum  jeder 
beliebige  Punkt  des  Trägers  als  konjugirt  angesehen  werden  muss. 

Rucksichtlich  der  Potenz  des  Punktsystems  ist  noch  zu  be- 
merken, dass  für  das  elliptische  Punktsystem  die  Potenz  eine 
negative,  für  das  hyperbolische  eine  positive  Grösse  ist, 
weil  im  ersten  Fall  je  zwei  konjugirte  Punkte  auf  entgegenge- 
setzter, im  letzteren  auf  derselben  Seite  vom  Mittelpunkt  liegen; 
für  das  parabolische  Punktsystem  ist  die  Potenz  Null. 

Wegen  des  häufigen  Auftretens  von  Punktsystemen  bei  geo- 
metrischen Untersuchungen  heben  wir  die  Grundeigenschaft  eines 
solchen  Doppelgeldldes,  dass  es  nämlich  in  sich  projektivisch  ist, 
noch  besonders  hervor: 

Wenn  wir  bei  einem  Punktsystem  von  Punkten- 
paaren, aus  jedem  Paare  einen  nehmen  und  diese  als 
eine  Reihe  auffassen  rtöc  .. .,  so  bilden  die  konjugirten 
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Punkte  aßy  . . . eine  mit  der  ersten  Reihe  projektivi- 
sche  Punktreihe  und  die  beiden  Punktreihen  liegen 
in  der  oben  angegebenen  eigenthüiulichen  Weise  auf 
einander.  Es  ist  einleuchtend,  dass  >vir  dabei  die  konjugirlen 
Punkte  eines  Paares  mit  einander  vertauschen  können,  ohne  die 
projektivische  Rcziehung  zu  alleriren,  denn  da  die  End]>unkte 
eines  solchen  Paares  x fei)  und  Xi  fe)  sind,  so  können  wir  es  so- 
wohl als  vTj  aulFassen,  wie  auch  als  Es  folgt  ferner,  dass 

Punktsysteme  dieselbe  allgemeine  Eigenschaft  der  Projektivität 
besitzen,  wie  einfache  Punktreihen  selbst,  d.  h.  wenn  wir  ein 
Punktsystem  aa,  hß,  cy  ...  mit  irgend  einem  Punkte  B durch 
Strahlenpaare  verbinden,  welche  eine  beliebige  andere  Transver- 
sale in  den  neuen  Punktenpaaren  a^a\  b^ßK  ...  treffen,  so 
bilden  diese  ebenfalls  ein  Punklsystem;  denn  es  bilden  a^b^c^... 
und  Cf’ |3' y*  . . . zwei  projektivische  Punktreihen,  welche  sich  in 
der  eigenthüinlichen  Lage  befinden,  dass  dem  Punkt  a’  der  er- 
sten Punktreihe  der  l’unkt  a’  der  zweiten  entspricht,  aber  auch 
gleichzeitig  dem  Punkt  a’  als  der  ersten  Punktreihe  angehörig 
betrachtet  der  Punkt  der  zweiten  Punktreihe  entspricht;  da 
also  ein  Paar  entsprechender  gleicher  Strecken  verkehrt  auf  ein- 
ander fallen,  so  bilden  auch  «’of’,  b^ß\  c’y’  . . . ein  Punktsystem. 

Aus  der  Eigenschaft  des  konstanten  Rechtecks 

ox  . = const. 

können  wir  uns  ein  leichtes  Verfahren  abieiten,  Punktsysteme  in 
ihrem  ganzen  Verlaufe  herzustellen.  Legen  wir  nämlich  durch 
zwei  konjugirte  Punkte  au  einen  beliebigen  Kreis  und  durch  ein 
zweites  Paar  konjugirler  I*unkte  bß  irgend  einen  zweiten  Kreis, 
welcher  den  ersten  in  den  Punkten  P und  Q treffe,  so  wird  ein 
dritter  Kreis,  welcher  durch  PQ  und  x geht,  nothwendig  durch 
^ gehen  müssen,  weil,  wenn  PQ  den  Träger  des  Punktsystems 
in  o Uälll,  oP  . oQ  = oa  . Ott  = ob  . oß  = ox , o^  sein  muss. 
Sämmtliche  durch  die  Punkte  PQ  gelegten  Kreise  (die  Kreisschaar) 
bestimmen  also  sämmtliche  PunkteMpaare  x^  eines  Punktsystems, 
das  mit  dem  angenommenen  identisch  ist,  dessen  Mittelpunkt 
durch  die  gemeinschaftliche  Sekante  PQ  der  Kreisschaar  (oder 
denjenigen  Kreis  der  Schaar,  dessen  Radius  unendlich  gross  ist) 
bestimmt  wird.  Liegt  der  Puidit  o ausserhalb  der  Strecke  PQ, 
so  liegt  er  auch  ausserhalb  jeder  Strecke  x^,  ausserhalb  aller 
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Kreise  der  Schaar,  das  Punktsyslein  ist  hyperbolisch;  liegt  o 
zwischen  PQ,  so  liegt  es  auch  innerhalb  jeder  Strecke  x^,  in- 
nerhalb sämmtlicher  Kreise  der  Schaar,  das  l'unktsysteni  ist 
elliptisch.  Wir  schliessen  zugleich  umgekehrt:  Eine  Kreis- 
schaar mit  zwei  (reellen)  gemeinschaftlichen  Punkten 
PQ  wird  von  einer  beliebigen  Transversale  immer  in 
einem  Punktsysteme  geschnitten,  dessen  Paare  kon- 
jugirter  Punkte  die  Schnittpunkte  mit  je  einem  Kreise 
der  Schaar  sind;  das  Punktsystem  ist  elliptisch,  wenn 
die  Transversale  die  Punkte  P und  Q trennt,  d.  h.  auf 
entgegengesetzten  Seiten  von  sich  hat,  hyperbolisch, 
wenn  P und  0 auf  derselben  Seite  von  der  Transver- 
sale liegen.  Iiu  letzteren  Fall  giebt  es  zwei  besondere  Kreise 
der  Schaar,  welche  die  Transversale  berühren;  die  Berührungs- 
punkte sind  die  Asymptotenpunkte  des  Punktsystems. 

Aus  dieser  Konstruktion  eines  Punktsystems  vermittelst  der 
Kreisschaar  geht  schon  hervor,  dass  ein  Punktsystem  voll- 
ständig bestimmt  ist  durch  zwei  Paar  (willkührlich  an- 
zunehmender) konjugirter  Punkte;  dies  folgt  aber  auch  aus 
der  ursprünglichen  Entstehung  des  Punktsystems,  denn  nehmen 
wir  aa,  bß  als  zwei  Paar  konjugirte  Punkte  willkührlich  an,  so 
vertritt  aa  die  Stelle  von  zwei  Paaren  aa,  und  h,b,  bß  die  Stelle 
von  zwei  andern  Paaren  cCj  und  bjb  entsprechender  Punkte  zweier 
projektivischer  Punktreihen  abeb  und  Ojb,Cibj;  es  scheint  also, 
als  ob  durch  diese  vier  Paar  entsprechender  Punkte  die  projek- 
tivische  Beziehung  überbestimmt  sei,  da  doch  drei  Paar  ent- 
s])rechende  Elemente  zur  Bestimmung  der  projektivischen  Beziehung 
nolhwendig  und  ausreichend  sind;  dieser  Skrupel  verschwindet 
aber,  da  die  vier  Paar  so  eigenthümlich  liegen,  dass  das  vierte 
nur  eine  Folge  der  drei  andern  ist,  dass  also  kein  Widerspruch 
slattlindet  und  in  der  That  die  projektivische  Beziehung  durch  sie 
gerade  bestimmt  wird.  Es  liegen  nämlich  ab]  zusammen  in  a, 
ebenso  ba^  zusammen  in  er,  ferner  cb,  in  b und  bc,  in  ß; 
folglich  ist  identisch 

(abeb)  = (bjaibiCi), 
und  da  nach  § 6 1.  allgemein 

(biviibiCi)  = (aib,  c,b,), 

so  folgt 

(abeb)  = (aibiCjb,). 
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Diese  vier  Paar  eiilsiHechemle  Klemeiite  vertreleii  also  nur 
drei  Paar  und  hesliminen  vollständig  die  projeklivisrhe  liezielinng, 
also  auch  das  ganze  INinklsyslein.  Zwischen  drei  Paaren  konjn- 
girler  Punkte  eines  Pnnklsystcrns  ninss  lolglicli  eine  Dedingung 
heslehen,  welche  nnmiltelhar  hervorgeht  ans  der  Gleichheit  der 
Doppel  Verhältnisse;  fngen  wir  nändich  noch  ein  drittes  Paar  kon- 
jngirter  Punkte  cy  den  vorigen  hinzu  und  denken  uns  dieses  als 
c und  e,  oder  fj  und  f (Fig.  21),  so  ist 

(cihcc)  = (a,t',c,  e,) 

(Fig.  21.) 


tt 


Y 

H— 
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und  in  gleicher  Wei.se 


oder  durch  die  Hezcichnung  der  conjugirten  1‘unkte  des  Punkt- 
systems ausgedrückt 

(acibc)  = [außy], 

das  heisst 

ah  ^ ac  ccß  _ ay 

ah  ar  aß  ' ay 

Dies  Iäs.st  sich  in  mehr  symmetrisiher  Gestalt  so  schreiben: 

ah  . aß  ac  . ay 

ah  . aß  ac , ay 

hc  . by  ha  . ha 

ßc  . ßy  ßa , ßa 

ca  . ca  ch  . cß 

ya . ya  yb . yß 

Ferner  können  wir  auch  folgende  Gleichheit  der  Doppelver- 
hältnisse ansetzen: 

(acht)  = (a,c,bjf,) 
oder  in  der  andern  Dezeichnung 

^ (abay)  = {aßnc), 

das  heisst 


(1.) 


aa  ^ ay  cca  ^ ac\ 

ha'  hy  ßa'  ßc' 

<la  nun  (««)  = — [na],  so  hebt  sich  ein  Faktor  fort  und  es 
bleibt  die  Relation: 


(U.) 


aß  . by  . ca  = ay  . ba  . cß 
aß  . br  . ya  = ac  . ha  . yß 
by  . ca  . aß  = ba  . cß  . ay 
ca  . ab  . ßy  — cb  . ay  . ßa. 


und  durch  Vertauschung  je 
eines  der  drei  Paar  konju- 
girter  Punkte 
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Diese  7 Kelaüonen  zwischen  drei  Paar  konjiigirlen  Punkten 
eines  Punktsysleins  hängen  natürlich  alle  tun  einer  unter  iiinen 
ah;  sie  sind  von  Desargties  aufgestellt',  der  solche  sechs  Ihiukte, 
welche  diesen  Ih*dingtingen-gcnügen,  „se(‘hs  l’unkte  in  Invo- 
Intioir'  nannte. 

Ks  ist  noch  für  die  Folge  wichtig,  ein  Kriterium  zu  besitzen, 
welches  sofort  entscheidet,  oh  ein  durch  zwei  Paar  konjngirter 
Punkte  gegebenes  Punktsystem  ellijitisch  oder  hyperholisch  ist: 
dies  erkennen  wir  unmillelhar  aus  der  oben  gelüudenen  Kigen- 
schaft,  dass  heim  hyperholischen  Ihmktsyslem  jedes  Paar  konju- 
girter  Punkte  auf  derselben  Seite  vom  Mittelpunkt  liegt,  also  wenn 
aa  und  hß  irgend  zwei  Paar  sind,  entweder  die  Strecke  ace  ganz 
ausserhalb  der  Strecke  hß  oder  ganz  innerhalb  derselben  oder 
endlich  die  Strecke  hß  ganz  irinerhalh  aa  liegt,  d.  h.  die  Punkte 
aa  werden  durch  die  Punkte  hß  nicht  getrennt  (liegt  h inner- 
halb aa,  so  liegt  auch  ß innerhalb  aa,  liegt  />  ausserhalb  «e, 
so  liegt  auch  ß ausserhalb  na);  weil  dagegen  heim  elliptischen 
Ihinklsystein  ein  Paar  konjngirter  Punkte  immer  auf  entgegen- 
gesetzten Seiten  vom  Mittelpunkte  liegen,  muss  aa  durch  hß 
und  umgekehrt  getrennt  werden;  das  gesuchte  Kriterium  ist  also 
folgendes : 

Wenn  ein  IMinktsystern  durch  irgend  zwei  l*aar 
konjngirter  Punkte  aa  und  hß  gegeben  ist,  so  wird 
es  ein  elliptisches  oder  hyperbolisches  sein,  je  nach- 
dem die  Punkte  aa  durch  hß  und  zugleich  hß  durclw/n 
getrennt  wcr<len  oder  nicht.  Hieraus  ents|»ringt  folgende 
Betrachtung:  Nehmen  wir  auf  einer  Geraderi  vier  beliebige  Punkte 
ab  cd  an,  so  lassen  sich  dieselben  auf  dreifache  Weise  zu  Paaren 
ordnen,  nämlich; 


ab,  cd  I ac,  hd  | ad,  hc. 

Bei  jeder  dieser  Zuordriungen  wird  durch  die  zwei  Punkten- 
paare, als  konjugirte  anfgefasst,  ein  Punktsystem  bestimmt  und  von 
diesen  drei  Punktsystemen  ist  immer  eines  elliptisch,  die  beiden 
andern  byperbolisch,  nämlich  nach  dem  vorigen  Kriterium  z.  B. 

1 1 — I — I 

a c b d 


ab,  cd 
elliptisch  (c) 

Nehmen  wir  von 


a c,  h d a d,  h c 

hyperbolisch  (A)  hyperbolisch  (4, ). 

einem  beliebigen  Punkte  p des  Trägers  den 
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koiijugirten  Punkt  rücksichllich  dieser  drei  Punktsysteme  und  be- 
zeichnen >vir  ihn  heziehlidi  durch 


SO  bieten  diese  Punkte  eine  leicht  erkennbare  Eigenschaft  dar ; es 
hiidet  nämlich  wegen  der  Grundeigenschaft  der  Punktsysteme  die 
Gleichheit  folgender  Doppelverhältnisse  statt; 

[ahep]  = {badn^) 

< {aedp)  = [cabn^] 

{ad  cp)  = {dabnf,,)- 

\ • 

Die  letzte  Gleichheit  lässt  sich  auch  so  schreiben: 


[aedp]  = [dban^y) 

und  zeigt,  mit  der  vorletzten  verglichen,  dass 


oder 


{c  ab  Ith)  = (dbanhi) 
{abcTth)  = {badith^). 


folglich  sind  Uh  und  ein  Paar  konjugirte  Punkte  des  Punkt- 
systems (c)  gleicherweise  itg  und  nh  ein  Paar  konjugirte  Punkte 
des  Punktsystems  (/»,)  endlich  und  Uh^  ein  Paar  konjugirte 
Punkte  des  Punktsystems  (/t).  Hiernach  gilt  folgender  Satz: 

Vier  beliebige  Punkte  in  einer  Geraden  als  zwei 
Paar  konjugirte  Punkte  aufgefasst  bestimmen  drei 
verschiedene  Punktsysteme,  von  denen  immer  eines 
elliptisch  (e)  und  die  beiden  andern  hyperbolisch 
sind  (/t)  und  (Aj).  Nimmt  man  von  irgend  einem  Punkte 
p in  der  Geraden  den  konjugirten  Punkt  in  Bezug  auf 
jedes  dieser  drei  Punktsysteme  und  heissen  diesel- 
ben bezieh  lieh  ncnhnh^,  so  sind  Jth  und  nh^  ein  Paar 
konjugirte  Punkte  in  dem  Systeme  (e),  tc«,  und  ein 

Paar  konjugirte  Punkte  in  dem  Systeme  (A)  und  und 

%h  ein  Paar  konjugirte  Punkte  in  dem  Systeme  (A,). 

Auch  zeigt  sich  das  eigenthümlich  reciproke  Verhalten,  dass 
die  vier  Punkte  piteUhnh^  zu  den  vier  angenommenen 
Punkten  abcd  genau  dieselbe  Beziehung  haben,  wie 
diese  zu  jenen,  d.  h.  wenn  man  von  pn,.nhith^  ausgeht  und 
zu  a die  drei  konjugirten  sucht,  erhält  mau  bed,  was  aus  der 
Projektivität  der  Punktreihen  hervorgeht: 
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U h C d p 7Tg  Tth 

b a d c Tig  p nh 


a h c d p Ttg  Tth  7C/,^ 

c d a b 7t/,  7t/n  p Ttg 


a b c d p Ttg  n/i  n/,^ 
d c b a 7T/i,  7t/,  Ttg  p 


Wir  müssen  noch  eines  besonderen  Falles  Erwfdmnng  thun, 
in  welchem  das  Piinktsyslem  einen  sehr  einfachen  Charakter 
annimmt;  dieser  tritt  beim  hyperbolischen  Punktsystem  auf, 
welches  nach  dem  Obigen  aus  sämmtlichen  Paaren  zugeordnet- 
harmonischer Punkte  zu  zwei  festen  i*unkten  (den  Asymptoten- 
punkten des  Punktsystems)  besteht.  Wählen  wir  nämlich  ins- 
besondere die  Asymptotenpunkte,  welche  zwei  Paare  konju- 
girter  Punkte  vertreten,  also  das  ganze  l^mklsystem  bestim- 
men, so,  dass  einer  von  ihnen  h im  Unendlichen  liegt  und  nur 
der  andere  (j  im  Endlichen  bleibt,  so  wird,  weil  jedes  Paar 
zu  g uml  A(oc)  harmonisch  liegt,  g die  Mitte  jedes  Paares  sein 
müssen  (§  8);  wir  erhalten  also  ein  sehr  einfaches  Gebilde:  alle 
Paare  von  Ihinkten  einer  Geraden,  die  zu  einem  festen  g sym- 
metrisch liegen;  derselbe  ist  ein  .\symplotenpunkt  dieses  beson- 
deren Punktsystems,  welches  ein  hy  per  ho  lisch -gleichsei- 
tiges Punktsystem  genannt  wird , während  der  andere  Asymp- 
tutenpunkt  und  mit  ihm  zugleich  der  Mittelpunkt  des  Punktsystems 
im  Unendlichen  liegt.  Es  ergieht  sich  auch  umgekehrt:  Wenn  der 
Mittelpunkt  eines  Punktsystems  im  Unendlichen  liegt,  so  muss  er 
zugleich  ein  Asymptotenpunkt  sein;  denn  da  der  unendlich  ent- 
fernte i*unkt  und  der  Mittelpunkt  immer  ein  Paar  konjugirter 
Punkte  des  Punktsystems  sind,  so  wird,  wenn  sie  zusammenfallen, 
aus  ihnen  ein  Asymptotenpunkt;  also  das  Punktsystem  ist  dann 
immer  ein  hyperbolisch  - gleichseitiges.  — 

Schliesslich  möge  noch  eine  Frage  erörtert  werden,  welche  sich 
bei  geometrischen  Untersuchungen  öfters  darbietet:  Ereignet  es 
sich  bei  zwei  beliebig  auf  einander  gelegten  Punkt- 
systemen, dass  ein  Paar  konjugirter  Punkte  des  einen 
auf  ein  Paar  des  andern  Punktsystems  zu  liegen  kommt? 
Um  diese  Frage  zu  entscheiden,  müssen  wir  die  drei  möglichen  Fälle 
von  einander  trennen:  ob  1)  beide  Punktsysteme  elliptisch  sind 
oder  2)  eines  elliptisch  und  das  andere  hyperbolisch  oder  3)  beide 
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hyperbolisch  sind.  Denken  wir  uns  hei  einem  PunkLsyslein  jedes 
l*aar  konjugirter  Dunkle  als  Durclnnes.<<er  eines  Kreises,  so  erhalten 
wir  nach  dein  Obigen  eine  Kreisschaar  und  zwar  niil  zwei  reellen 
Srhnillpnnklen,  wenn  das  Punktsystem  ein  elliptisches  ist,  dagegen 
mit  einer  ideellen  gemeinscharilichen  Sekante  (Linie  der  gleichen 
Potenzen),  wenn  das  Punktsystem  ein  hyperbolisches  ist.  Sind 
nun  ad  1}  die  beiden  auf  einander  liegenden  beiden  Ihinklsysleme 
elliptisch,  so  haben  die  beiden  ziigehbrigen  Kreisschaaren  reelle 
Schnittpunkte  PQ  und  P\Q^,  welche  gleich  weit  abslehen  und 
symmetrisch  liegen  von  der  gemeinschaftlichen  Centrale.  Es  giebt 
odenbar  einen  Kreis  durch  die  vier  Punkte.  PQP^Q^,  wolcher 
beidfMi  Kreisschaaren  angehört,  also  die  Centrale  in  einem  Pnnklen- 
paar  IrilTl,  welches  beiden  Pnnklsyslemen  gemeinschaftlich  ist; 
di(*s  ist  das  einzige  und  immer  vorhandene.  Ist  ferner  ad  2)  das 
eine  l*unklsyslem  elliptisch,  das  andere  aber  byperbolisch , so  hat 
die  eine  Kreisschaar  zwei  reelle  Punkte  PQ,  die  andere  keine. 
Es  giebt  aber  immer  einen  einzigen  leicht  zu  ermittelnden  Kreis 
der  letzteren,  welcher  durch  P und  Q geht  und  dadurch  gefunden 
werden  kann,  dass  man  durch  P und  die  beiden  Asymploten- 
punktc  (jh  des  hyperbolischen  Punktsystems  (Crenzpunkle  der 
Kreis.schaar)  einen  Kreis  legt  und  einen  andern  Kreis  konstruirl, 
der  ilicsen  in  P rechtwinkelig  schneidet  und  durch  Q geht;  letz- 
terer gehört  beiden  Kreisschaaren  an  und  bestimmt  also  auf  der 
Centrale  das  einzige  und  immer  vorhandene  Paar  konjugirter 
Punkte , welches  beiden  Punktsystemen  gemeinschaftlich  ist.  Sind 
endlich  ad  3)  heiile  auf  einander  liegenden  Punktsysteme  hyper- 
bolisch, so  haben  beide  Kreisschaaren  ideelle  gemeinschaftliche 
Sekanten;  seien  gh  und  die  Asymj)totenpunkle  des  einen  und 
andern  Punktsystems  und  beschreibt  man  über  ihnen  als  Durch- 
messer zwei  Kreise,  so  kommt  es  darauf  an  zu  entscheiden,  ob 
ein  Kreis  existirt,  welcher  .seinen  Mittelpunkt  in  der  Centrale 
hat  und  beide  zuletzt  konslruirten  Kreise  rechtwinkelig  schneidet. 
Dieser  ist  nie  vorhanden,  wenn  das  eine  Paar  Asymptolenpunkte 
durch  das  andere  getrennt  wird,  also  gh  einen  und  nur  einen 
der  Punkte  g^h^  zwischen  sich  hat.  Wenn  dagegen  das  einö  Paar 
durch  das  andere  nicht  getrennt  wird,  also  entweder  gh  ganz 
ausserhalb  g^h^  oder  ganz  zwischen  g^h^  liegt  oder  umgekehrt, 
so  giebt  es  einen  einzigen  bestimmten  Kreis  von  der  verlangten 
Beschaffenheit,  welcher  leicht  zu  ermitteln  ist.  Dieser  bestimmt 
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auf  der  Centrale  das  einzige  beiden  Punktsystemen  gemeinschaft- 
liche Paar  konjugirter  Punkte.  Das  Resultat  dieser  mit  Ilfdfe 
von  Krcisscliaaren  durchgeffihrten  Untersuchung  lässt  sich  also 
unahhängig  hiervon  so  aussprechen: 

Zwei  auf  einander  liegende  Punktsysteme  habe  n 
immer  ein  gemeinschaftliches  Paar  konjugirter  Punkte, 
sobald  sie  beide  elliptisch  sind  oder  eines  elliptisch 
und  das  andere  hyperbolisch  ist.  Wenn  aber  beiile 
hyperbolisch  sind,  so  haben  sie  nur  dann  ein  Paar 
konjugirter  Punkte  gemeinschaftlich,  wenn  die 
Asymptotenpunkte  des  einen  Punktsystems  durch  die 
des  andern  nicht  getrennt  werden;  werden  sie  ge- 
trennt (d.  b.  liegt  von  den  beiden  Asymptotenpunkteii  des  einen 
Punktsystems  der  eine  zwischen,  der  andere  ausserhalb  der  beiden 
Asymplotenpunkte  des  andern  Punktsystems),  so  existirt  kein 
gemeinschaftliches  Paar  konjugirter  Punkte.  Dass  im 
Allgemeinen  nicht  zwei  Paar  konjugirter  Punkte  den  beiden  Punkt- 
systemen gemeinscbaftlicb  sein  können,  ist  an  sich  klar,  weil 
sonst  die  PunkLsysteme  identisch  sein  müssten.  (Vergl.  § 31.) 

Hieraus  ergiebt  sich  insbesondere  eine  Eigenschaft  des  ellip- 
tischen Punktsystems:  ln  einem  elliptischen  Punktsystem 
giebt  es  allemal  zu  einem  beliebigen  Paar  konjugirter 
Punkte  aa  ein  einziges  und  bestimmtes  anderes  Paar 
welches  durch  das  erst  er  e harmonisch  getrennt 
wird,  d.  h.  so  liegt,  dass  vier  harmonische  Punkte  sind, 

und  zwar  act  zugeordnet,  ebenso  «h  Reim  hyperbolLschen  Punkt- 
system ist  dies  nicht  möglich. 

Hat  man  ein  elliptisches  Punktsystem , bei  dem  «a  und«’«' 
zwei  solche  Paare  konjugirter  Punkte  sind,  die  harmonisch  durch 
efnander  getrennt  werden,  so  steht  der  Mittelpunkt  o des  Punkt- 
systems in  eigenthümlicher  Reziehung  zu  den  Mittelpunkten  der 
Strecken  aa  nnd  welche  in  und  m'  heissen  mögen;  es  sind 
nämlich  m und  ein  Paar  konjugirte  Punkte  des  gegebenen 
Punktsystems  selbst  und  der  vierte  harmonische  Punkt  zu  oao 
ist  inh  der  vierte  harmonische  zu  a^a^o  ist  m,  also  {«aom’)  = — l 
und  (a'ß'om)  = — 1.  Dies  fedgt  leicht  aus  elementaren  Sätzen, 
wenn  man  über  aa  und  als  Durchmesser  zwei  Kreise  be- 
schreibt, die  sich  rechlwinkelig  schneiden  u.  s.  w. 
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§1  17.  Strahlsystem  (Involution  von  Strahlenpaaren). 

Der  im  vorigen  Paragrapiien  durcligeffihrlen  Belraclitiing  steht 
eine  gleichlaufende  zur  Seite  für  zwei  in  der  Weise  auf  einander 
liegende  (concentrische)  projektivische  Strahlbüschel,  dass  das  eine 
oder  das  andere  System  entsprechender  gleicher  Winkel  verkehrt 
auf  einander  füllt.  Da  diese  Betrachtung  der  vorigen  ohne  Schwie- 
rigkeit nachgebildet  werden  kann,  so  genüge  es,  nur  die  Uesultate 
liier  anzuführen , welche  auch  unmittelbar  durch  {)e*'spektivische 
Projektion  aus  den  vorigen  abgeleitet  werden  können. 

Liegen  zwei  projektivische  concentrische  Strahl- 
hüscliel  in  der  Weise  auf  einander,  dass  die  Schenkel 
der  entsprechenden  rechten  Winkel  st,  s^i^  verkehrt 
auf  einander  fallen,  s auf  und  i auf  .9,.  so  fallen  die 
Schenkel  s ä m m 1 1 i c h e r Paare  des  einen  oder  andern 
Systems  entsprechender  gleicher  Winkel  (ary)  ==  (a:, y,) 
oder  (a:y)  = (y,.T|)  (§13)  verkehrt  auf  einander,  näm- 
lich X auf  yj  und  y auf  a:j  und  zwar  findet  dieses  für 
das  eine  oder  andere  System  statt,  je  nachdem  die 
Strahlhüschel  gleichlaufend  oder  ungleichlaufend 
sind. 

Wenn  hei  zwei  concentrischen  projek  ti vischen 
Strahlhüschelii  die  Schenkel  irgend  eines  Paars  ent- 
sprechender gleicher  Winkel  verkehrt  auf  einander 
fallen  xy  auf  t/iX^,  so  fallen  sammtliche  Paare  von 
Schenkeln  entsprechender  gleicher  Winkel  desjeni- 
gen Systems,  welchem  jenes  Paar  angehört,  verkehrt 
auf  einander. 

Nur  hei  den  Schenkeln  der  entsprechenden  rechten  Winkel 
s t,  , welche  beiden  Systemen  gemeinschaftlich  angehören,  kann 

sowohl  das  eine,  wie  das  andere  System  in  der  angegebenen  Weise 
zur  Deckung  gebracht  werden,  indem  inan  die  Strahlbu.schel  ein- 
mal gleichlaufend , das  andere  Mal  ungleichlaufend  so  auf  einander 
legt,  dass  s auf  und  t auf  fällt.  Ein  solches  Doppeigebilde 
heisst  ein  Strahlsystem  (oder  eine  Involution  von  Strahlen- 
p a a r e n) , die  Schenkel  irgend  eines  Paares  verkehrt  auf  einander 
fallender  entsprechender  gleicher  Winkel  ein  Paar  konjugir- 
ter  Strahlen  des  Strahlsystems,  die  Schenkel  der  auf  einander 
fallenden  entsprechenden  rechten  Winkel  s(/j)  und  /(^,)  die  A.\en 
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des  Stralilsystenis.  Wenn  <lie  das  Straliisystcm  erzeugenden 
Strahlhüsdiel  gleichlaufend  sind,  so  heisst  dasselbe  ein  ellip- 
tisches, Avenn  sie  ungleichlaufend  sind,  ein  hyperholisch  es; 
im  letzteren  Fall  liegen  die  besonderen  Strahlen  auf  einander 
und  ebenfalls  auch  hh^\  diese  beiden  Doppelstrahlen  heissen  die 
Asymptoten  des  hyperbolischen  Strahlsystems;  ihre  Winkel 
werden  gehälftet  durch  die  Axen;  im  ersten  Fall  giebt  es  keine 
Doppelstrahlen,  es  fallen  indessen  g auf  und  h auf 

Sind  xi  irgend  ein  Paar  konjiigirte  Strahlen  des  Strahl- 
systems, m und  jü  die  Axen,  so  ist  immer 

tg  {mx)  . tg  [ml]  = const. 

also  auch 

fg  • lg  (l^^)  ==  const. 

doch  liegt  beim  elliptischen  Strahlsystem  ein  Paar  konjugirter 
Strahlen  x^  immer  so,  dass,  wenn  x in  einem  Quadranten  (mp) 
liegt,  ^ in  dem  nebenliegenden  Quadranten  sich  findet,  während 
beim  hyperbolischen  Strahlsystem  jedes  Paar  o:|  in  demselben 
Quadranten  sich  findet,  also  beim  elliptischen  Strahlsystem  jedes 
Paar  durch  die  Axen  mp  getrennt  wird,  beim  hyperbolischen 
nicht;  daraus  folgt,  dass  sämmtliche  Paare  konjugirter 
Strahlen  eines  hyperbolischen  Strahlsystems  zuge- 
ordnete  harmonische  Strahlen  sind  zu  den  beiden 
Asymptoten,  und  auch  umgekehrt:  Alle  Paare  zugeord- 
neter harmonischer  Strahlen  zu  zwei  festen  Strahlen 
bilden  ein  hyperbolisches  Strahlsystem,  dessen  beide 
Asymptoten  die  beiden  festen  Strahlen  sind.  Beim 
elliptischen  Strahlsystem  findet  dieses  Verhalten  nicht  statt. 

Ein  Strahlsystem  ist  ein  in  sich  projektivisches  Doppelgebilde 
in  der  Art,  dass,  wenn  man  aus  jedem  Paare  konjugirter  Strahlen 
einen  herausnimmt  und  diese  als  ein  Strahlbüschel  abc...  auf- 
fasst, die  konjugirten  Strahlen  aßy . . . ein  mit  dem  ersten  pro- 
jektivisches Strahlbüschel  bilden  und  diese  beiden  Strahlbuschel 
in  der  angegebenen  eigentliümlichen  Weise  auf  einander  liegen. 
Wir  können  dabei  die  konjugirten  Strahlen  eines  Paares  mit  ein- 
ander vertauschen,  ohne  jene  projektivische  Beziehung  zu  alte- 
riren,  denn  da  die  Strahlen  eines  solchen  Paares  nach  der  ur- 
sprünglichen Entstehung  des  Strahlsystems  als  x(j/y)  und  Xi{y) . 
aufgefasst  werden  müssen,  so  können  sie  sowohl  als  xxi  gelten, 
wie  auch  als  y,  y.  Das  Strahlsystem  besitzt  die  allgemeine  Eigen- 
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schalt  «Icr  Ih  ojeklivität,  dass  es  auf  jeder  Ixdiehigen  Transversale 
ein  Punktsystem  aiissclmeidet,  dessen  Paare  kuiijugirler  Punkte 
durch  die  Paare  konjugirter  Strahlen  fixirt  werden,  und  umge- 
kehrt, jedes  PunkLsyslem  mit  irgend  einem  Ihinkte  der  Ebene 
durcli  Strahlen  verbunden  liefert  ein  Strahlsystem. 

Ein  Strahlsy Stern  ist  vollständig  bestimmt  durch 
zwei  l*aar  (willkiih  rlich  an/un  eh  inende)  konjugirte 
Strahlen;  zwischen  drei  Strahlenpaaren  act,  bß,  cy  finden  die 
ans  der  (ileichhcit  der  Doppelverhältnisse  entspringenden  llela- 
I innen  statt: 

sin  (ah)  . sin  (nß)  sin  {ac)  . sin  (a/)0 

sin  («/;)  . sin  («^)  sin  (rtc)  . sin  (ay) 

sin  (bc)  . sin  (by)  sin  (ba)  . sin  (ba) 

sin  (ßr)  . sin  (^y)  sin  (ßfi)  . sin  (fiof) 

sin  (crt)  . sin  (cot)  sin  (cb)  . sin  (rß) 

sin  (yrt)  . sin  (y«)  sin  (yb)  . sin  (yß) 

sin  (aß)  . sin  (by) . .sin  (ca)  = sin  (ay)  . sin  (ba)  . sin  (rß) 

sin  (aß)  .sin  (^/c) . sin  (ya)  = sin  (ar) . sin  (ba) . sin  (yß) 

sin  (by)  .sin  (ca)  . sin  (aß)  = sin  (ba)  . sin  (cß) . sin  («y) 

sin  (ca) . sin  (ab)  . sin  (ßy)  = .sin  (cb) . sin  (ay)  . sin  (ßcf). 

Es  gilt  folgendes  leicht  anziiwendemle  Kriterium,  um  zu  er- 
kennen, «)h  ein  Strahlsystem,  welches  durch  zwei  gegebene 
Paare  konjugirter  Strahlen  aa,  bß  hestinnnt  wird,  ein  elliptisches 
oder  hyperbolisches  ist:  Wird  das  eine  Strahlen  paar  aa 
durch  das  andere  bß  g(‘trennt,  also  auch  umgekehrt 
(d.  h.  fällt  b in  einen  Winkel  raum  aa  und  ß in  den 
Nehcn winkelrauin),  so  ist  das  Slrahlsystem  elliptisch; 
wird  dagegen  das  ei  ne  Strahle npaar  durch  das  andere 
nicht  getrennt,  so  ist  das  Strahlsystem  hyperbolisch. 

Ein  eigenthümliches  Auftreten  des  Strahlsystems  (oder  l*unkt- 
syslems)  zeigt  sich  hei  folgender  Hetrachtuiig:  Sind  drei  beliebige 
durch  eineu  Punkt  gehende  Strahlen  abc  gegeben,  so  kann  man 
zwei  derselben  in  dreifacher  Weise  als  zugeordnetc  Strahlen  auf- 
fassen  und  zn  dem  jeile.smaligen  dritten  den  zugeordneten  vierten 
harmonischen  Strahl  konstruiren;  seien  b und  c zugeordnete  und 
der  vierte  harmonische  zu  a zugeordnete  a;  anderseits  c und  a 
zugtMU'dnete  und  der  vierte  harmonische  zn  b zugeordnetc  ß,  end- 
lich a und  b zugeordnete  und  der  vierte  harmonische  zu  c zn- 
geiwdnele  y;  dann  ist 

rbaa)  = — 1 (acbß)  ■==  — 1 (bary)  = — 1. 
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Aus  der  Gleiclilicit  der  Doppelverhrdtnlsse 

(acbß)  = (abcy) 

folgt,  dass  b und  c als  ein  Paar,  ß und  y ein  zweites  Paar  kon- 
jugirter  Strahlen  eines  Strahl systeins  genoniinen  werden  dürfen, 
welches  a zu  einer  Asymptote  haben  muss;  die  andere  Asymptote 
ist  aber  a,  weil  es  zu  a der  vierte  harmonische  Strahl  ist,  wrdircnd 
b und  c das  andere  Paar  zugeordnete  Strahlen  sind;  mithin  müssen 
auch  a und  a harmonisch  liegen  zu  ß und  y,  also 

(yßaa)  = — 1,  ebenso  (ayßb)  = — 1 und  {ßayr)  = — 1, 

Es  tindet  daher  zwischen  den  6 Strahlen  abcaßy  das  eigen- 
thümlich  reciproke  Verhalten  statt,  dass  die  drei  ersten  von  <len 
drei  letzten  ebenso  ahhängen,  wie  die  drei  letzten  von  den  ersten. 
Aus  der  Helation 

[ebaa]  = (yßaa) 

folgt  sodann,  dass  ««,  bß,  cy  drei  i*aar  konjugirte  Strahlen 
eines  Str ahisystems  oder  sechs  Strahlen  in  Involution  sind; 
ebenso  bilden  aber  auch  aa,  by,  cß  eine  Involution,  ny,  bß,  ca 
eine  neue  und  endlich  auch  aß,  ba,  cy;  v(m  diesen  vier  Involu- 
tionen ist  die  erste  elliptisch,  die  drei  andern  sind  hyperbolisch; 
ihre  .Asymptoten  bilden  selbst  eine  neue  Involution  u.  s.  f.  — 
Endlich  inüssen  wir  noch  zwei  besondere  Falle  eines  Strahl- 
systeins  erwähnen,  in  welchen  di<*ses  einen  selir  einfachen  (Charakter 
aiinimmt. 

Im  .Allgemeinen  gieht  es  in  jedem  Strahlsystem  nur  ein 
Paar  zu  einander  rechtwinklige  konjugirle  Strahlen,  die  Ax(‘ii  des 
Strahlsystems,  weil  es  im  Allgemeinen  bei  zwei  projektivischen 
Strahlbüscheln  nur  ein  Paar  entsprechende  rechte  Wink(d  gieht. 
.Anderseits  dürfen  wir*  aber  zur  Ilestimmung  des  Strahlsystems 
zwei  Paar  konjiigirte  Strahlen  willkührlich  annehmen  und  <*s  steht 
uns  frei,  diese  Paare  aa,  bß  so  anzunehmen,  dass  nicht  allein 
a und  a zu  einander  rechtwinklig  sind,  sondern  auch  b und  ß, 
also  ein  Strahlsystem  zu  bilden,  welches  zwei  Paar  rechtwinklige 
konjiigirte  Strahlen  hat;  ein  solches  .Slrahlsystem  muss  natürlich 
ein  elliptisches  sein,  weil  zwi*i  rechte  AVinkel,  die  denselben 
Scheitel  haben,  einander  nothwendig  trennen;  betrachten  wir  aa 
als  die  Axen  dieses  Strahlsystems,  so  muss 

lg  {ax)  . tg  («9  = const  = tg  [ab)  . tg  {aß), 

weil  ab(‘r 
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(aß)  ==  (ak)  + 90»  lg  (aß)=:-  folgt 

lg  (cra:)  . tg  (r/|)  = — 1 

und  liierauft  ergiebt  sieb  wieder,  dass  der  Slrabl  | auf  dem  kon- 
jugirten  Strahl  x senkrecht  stehen  muss,  also  sämmlliche 
Paare  konjugirter  Strahlen  bilden  rechte  Winkel. 
Ein  solches  besonderes  Strahlsystem,  welches  nur  aus  rechten 
Winkeln  besteht,  die  denselben  Scheitel  haben,  welches  also  nicht 
nur  ein  Axenpaar,  sondern  unendlich  viele  Axenpaare  hat,  heisst 
ein  Kreissystem*)  und  ist  ein  specieller  Fall  eines  elliptischen 
Strahlsystems.  Wir  schliessen  also:  Wenn  ein  S tra hl sy stein 
zw  ei  Paar  rechtwinklige  konjugirte  Strahlen  hat,  so  sind 
sümmtliche  Paare  konjugirter  Strahlen  rechtwinklig 
zu  einander  und  das  Strahlsystem  ist  ein  Kreissystem. 

Zweitens  wissen  wir,  dass  jedes  Paar  konjugirte  Strahlen 
eines  hyperbolischen  Slrahlsystems  zugeordnet -harmonische  Strah- 
len zu  den  Asymptoten  sind;  nehmen  wir  nun  insbesondere  die 
beiden  Asymptoten , w eiche  zwei  (zusammenfallende)  Strahlenpaare 
vertreten,  also  zur  Bestimmung  des  Strahlsystems  gerade  aus- 
reichen, auf  einander  rechtwinklig  an,  so  muss  jedes  Paar  mit 
ihnen  gleiche  Winkel  bilden  (§  8);  hieraus  geht  ein  Strahlsystem 
besonders  einfacher  Art  hervor,  welches  ein  hyperbolich- 
gleichseitigesStrahlsystem  heisst  und  die  charakteristische 
Eigenschaft  besitzt,  dass  seine  Asymptoten  zu  einander  rechtwinklig 
sind,  also  mit  den  .\xen  Winkel  von  45^  bilden;  wir  können  auch 
sagen:  Alle  durch  einen  Punkt  gehende  Strahlenpaare,  welche  mit 
einem  festen  Strahl  gleiche  Winkel  machen,  bilden  ein  hyper- 
bolisch - gleichseitiges  Strahlsystem. 

• 

§18.  Vorkommen  von  Punktsystemen  und  Strahlsystemeii 
beim  vollständigen  Viereck  und  Vier  seit.  Die  Hauptsätze 
der  Theorie  der  Transversalen. 

Punktsysteme  und  Strahlsysteme  treten  bei  sehr  vielen  geo- 

% 

metrischen  Untersuchungen  auf;  zuerst  wurden  sie  bemerkt  bei 
der  Figur  des  vollständigen  Vierecks  und  Vierseils.  Sei  AB  CD 


*)  Es  wäre  vielleicht  korrekter,  ein  solches  Strahlsystem  ein  cir- 
kulares  zn  nennen,  weil  unter  Kreissystem  leicht  etwas  Anderes  ver- 
muthet  werden  konnte;  doch  wollen  wir  die  von  Steiner  einmal  einge- 
führte  Bezeichnung  beibehaltcn. 
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ein  vollständiges  Viereck  und  mögen  sich  die  drei  Seitenj)aare 
IH\  DA  in  .r. 

CA,  DB  in  y 
AB,  DC  in  r 

den  drei  Diagonalpunklen 
trelTen;  schneiden  wir  diese 
sechs  Seilen  des  vollslündigen 
Vierecks  dnreh  irgend  eine 
Transversale  (hcliebige  ge- 
rade Linie  in  der  Ebene) 
lind  bezeichnen  (Fig.  22)  die 
Schnittpunkte 

des  Seitenpaars  B(',  DA  auf  ihr  mit  a und  « 

CA,  DB  ‘ - - b - ß 

AB,  DC  - - - e - y, 

so  ist  zunächst  identisch  das  Doppel verhältniss 

[axCB)  = {xaBC)  (§6.  1). 


Die  vier  Punkte  links  axCB  von  A ans  auf  die  Transversale 
projicirt  und  rechts  von  /)  ans  projicirt  liefern  die  (ileich- 

hoit  der  Dopjielverhältnisse 

[nabe)  = {aaßy), 

auf  der  Transversale  finden  sich  also  vier  Paar  entsprechende 
Punkte  zweier  projektivischer  Punktreilien  dergestalt,  dass  die 
entsprechenden  gleichen  Strecken  ««  und  aa  verkehrt  auf  ein- 
ander fallen;  die  Piinktreihen  bilden  also  (§16)  ein  Punktsystem, 
d.  h.  aa,  bß,  cy  sind  drei  Paar  konjngirle  Punkte  eines  Punkt- 
systems oder  sechs  Punkte  in  Divolution;  also  gilt  der  Salz: 

Werden  die  drei  Seiten  paare  eines  vollständigen 
Vierecks  durch  eine  beliebige  Transversale  geschnit- 
ten, so  bilden  die  Schnittpunkte  drei  Paare  konju- 
girter  Punkte  eines  Punktsystems  (oder  sind  sechs 
Punkte  in  Involution). 

Dieser  Satz  enthält  als  speciellcn  Fall  in  sich  die  harmo- 
nische Eigenschaft  des  vollständigen  Vierseits  (§  9),  denn  geht  die 
beliebige  Transversale  insbesondere  durch  zwei  Diagonalpunkte  xy, 
so  werden  dies  Asymptotenpunkte  des  Punktsystems  (zusammen- 
fallende konjugirte  Punkte)  und  die  Schnittpunkte  des  dritten  Seiten- 
paares müssen  zu  den  Asymptotenpunkleii  harmonisch  liegen  (§16.) 
Der  Satz  selbst  ist  aber  wiederum  nur  ein  specieller  Fall  eines  all- 
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gomeineren,  den  wir  später  Omlen  werden  nnd  hei  welchem  das 
ganze  l’iinktsyslein  auf  der  Transversale  znin  Vorschein  kommt. 
.Aus  dieser  Eigenschaft  des  vollständigen  Vierecks  ergieht  sich 
eine  lineare  Konstruktion  beliebig  vieler  Punktenpaare  eines 
Punktsystems,  von  welchem  zwei  Paare  konjugirler  Punkte  «a 
und  bß  gegeben  sind;  um  nämlich  zu  irgend  einem  Punkte  c des 
Trägers  den  konjugirU‘n  y zu  tinden,  ziehe  man  durch  c eine 
beliebige  Gerade  und  nehme  auf  ihr  zwei  beliebige  Punkte  A und 


li  an;  verbindet  man  A und  B mit  « und  a,  b und  ß und  sucht 
die  Schnittpunkte  (Aa^  Bb)  = P und  {Aß,  Ba)  = Q auf,  dann  gehl 
P(j  durch  den  gesuchten  IMinkt  y,  weil  ABPQ  ein  Viereck  ist, 
dessen  drei  Seitenpaare  in  sechs  Punkten  der  Involution  getroffen 
werden;  wegen  der  verschiedenartigen  Zuordnung  und  weil  es  diH'h 
nur  einen  sechsten  Punkt  y giebt,  folgen  hieraus  elementare  Sätze, 
deren  Ausffdirung  wir  dem  Leser  überlassen. 


Es  drängt  sich  hierbei  die  Frage  auf,  wann  für  vei*schiedeiie 
Lagen  der  Transversale  das  Punktsystem  elliptisch  und  wann  es 
hyperbolisch  wird.  Nach  dem  § 16  gefundenen  Kriterium  brauchen 
wir  bei  der  Bewegung  der  Transversale  nur  zwei  I*aar  konjugirle 
Punkte  na,  bß  zu  verfolgen  und  nachzusehen,  ob  das  eine  Paar 
durch  das  andere  getrennt  wird,  oder  nicht;  hierbei  stellt  sich 
nun  das  leicht  erkennbare  Verhalten  heraus:  Sobald  von  den  vier 
Ecken  des  vollständigen  Vierecks  eine  gerade  Anzahl  zu  beiden 
Seiten  der  Transversale  liegt  (zwei  o<ler  vier  auf  der  einen  und 
zw  ei  oder  keine  auf  der  andern),  ist  das  Punktsystem  hyperbolisch ; 
liegt  aber  eine  ungerade  Anzahl  zu  beiden  Seilen  der  Trans- 
versale (also  eine  oder  drei  Ecken  auf  einer  Seite  und  drei  oder 
«*ine  auf  der  andern),  so  ist  das  Punktsystem  elliptisch 

Dieses  Kriterium  gilt  indessen  nur  dann,  wenn  die  vier  Ecken 
<ies  vollständigen  Vierecks  .so  liegen,  dass  jeder  ausserhalb  des  von 
den  drei  andern  gebildeten  Dreiecks  sich  befindet  (Fig.  22);  liegen 
.sie  dagegen  so,  dass  einer  innerhalb  des  von  den  drei  andern  gebil- 
deUm  Dreiecks  sich  befindet,  .so  tritt  gera<Ie  das  umgekehrte  Verhal- 
ten ein:  J.iegt  eine  gerade  Anzahl  von  Ecken  zu  beiden  Seiten  der 
Transver.sale,  so  ist  das  PunkLsystein  elliptisch,  liegt  eine  ungerade 
Anzahl  von  Ecken  zu  beiden  Seilen  derselben,  so  ist  das  Punkt- 
sy.stein  hyperbolisch.  *) 


*)  Anmerkung.  Eiti  Punktsystem  tritt  auch  bei  zwei  allgemeinen 
auf  einander  liegenden  Puuktreihen  .mf,  deren  Doppeljmnkte  (§  14)  reell 
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Kin  bfsonclf.Ter  Fall  der  Eigenschaft  des  vollständigen  Vier- 
ecks ffdirt  zu  eJnein  Hauptsätze  der  Theorie  der  Transversalen. 
Henken  wir  uns  nämlich  eine  der  vier  Ecken  des  vollständigen 
Vierecks  ins  Unendliche  gerückt,  es  sei  D,  so  werden  die  drei 


(Fig.  23.) 


Strahlen  DA,  DB,  DC  parallel 
und  es  Ideiht  nur  «las  Dreieck 
ABC\n\  Endlichen,  dessen  Sei- 
ten von  einer  Transversale  in 
«len  Punkten  ahe  geschnitten 
werd«!U,  während  drei  «lurch  die 
E«'ken  ABC  in  heliehig«*r  Rich- 
tung gezogene  Parallelen  die 
Transversale  in  ctßy  trellen 
(Fig.  23).  Fassen  wir  nun  die  in  § 16  g«*fundene  Relation  (II)  für 
sechs  1‘unkte  einer  Involution 

aß  . by  . ccc  = ay  . het  . cß 

ins  Auge  und  ersetzen  wegen  d«*r  Paralhdilät 

n ß //  li ^ hy  ^ ca  c A ^ 

(i  y {i<y  La  h A ’ V ß c B ’ 


7t  « y»  ß ]y 


sind;  seien  nämlich  aaj  und  bt»)  irgend  zwei  Paar  entsprechende  Punkte 
zweier  projektivischer  Punktreihen,  deren  Träger  zusammen  liegen,  und 
und  ()  die  Doppelpunkte,  so  ist  notliwcndig  die  (lleiebheit  der  Doppel- 
verhältnisso  (j^l)ab)=  Glt)a|t|) 

nach  §6,1, 

und  da  die  Strecke  verkehrt  auf  die  Strecke  t)g  fällt,  so  bilden 
(§  16)  at'i,  vTib  und  i^f)  ein  Punktsystem  oder  sind  6 Punkte  in  Invo- 
* lution , also: 

Sind  bei  zwei  beliebig  auf  einander  liegenden  pro- 
jektivischen  Punktreihen  a und  Ui,  6 und  t'i  zwei  Paar  ent- 
sprechende Punkte  und  ß und  1)  die  Doppelpunkte,  so  sind 
immer  die  drei  Punktenpaare  viOj,  bv^i  und  ßl)  drei  Paare  kon- 
jugirter  Punkte  eines  Punktsystems  oder  sechs  Punkte  in 
Involution. 

Hieraus  folgt  insbesondere: 

Sind  ««  und  bß  zwei  Paare  konjugirtcr  Punkte  eines 
hyperbolischen  Punktsystems,  dessen  Asy mptotenpuukte 
f/  und  h sind,  so  bilden  immer  die  drei  P u n k t e n p a Ji r e nß,  ba 
und  qh  eine  neue  Involution  oder  sind  drei  Punktcupaare 
eines  neuen  Punktsystems. 

Hieraus  folgen  die  von  Hesse  im  63.  Rande  des  Grelle- Rorchardt’- 
schen  .Journals  in  dem  Aufsätze  „zur  Involution Seite  179  angege- 
benen Sätze.  . 
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die  Budislaben  ußy  durch  ABC,  su  üiideu  nir 

Ab  . Bc  . Ca  = Ac  . Ba  . Cb, 


d.  h.:  Werden  die  Seiten  eines  Dreiecks  ABC  durch 
eine  Gerade  (Transversale)  in  den  Punkten  abc  ge- 
troffen, so  hestiinint  jeder  Schnittpunkt  auf  der  be- 
treffenden Seite  zwei  Absclinitle:  aB  und  aC,  bC  und 
bA,  cA  un<l  cB;  das  Produkt  dreier  nicht  zusamnien- 
stossender  Abschnitte  ist  gleich  «lein  Produkt  der 
drei  übrigen. 

Fassen  wir  die  vorige  Relation  in  der  G«*slall  auf: 

. . fiB  U.’  . 

uc‘  bA'  cli" 


so  drückt  jeder  Faktor  das  VerhäUniss  der  luddeii  Abschnitte  aus, 
welche  der  Schnittpunkt  der  Transversale  und  je  einer  Seite  auf 
dieser  bildet,  und  die  Bedingung  dafür,  dass  die  drei  Ihinkte  «fee 
in  gerader  Linie  liegen,  ist  die,  dass  das  Produkt  dieser  drei 
Verhältnisse  = 1 s<*i;  es  giebt  aber  auf  jeder  Seite  des  Dreiecks 
noch  einen  zweiten  Theilpunkt,  welcher  absolut  genoimnen  das- 
s«*lbe  VerhäUniss  der  Abschnitte  darbietet,  seiner  Lage  nach  aber 
das  entgegengesetzte  § 7),  nämlich  den  jedesmaligen  vierten  harmo- 
nischen Punkt,  welcher  dem  Schnittpunkt  mit  d«*r  Transversale, 
zugeordnet  ist,  während  die  beiden  Ecken  der  Dreiecksseite  das 
andere  Paar  zugeordneler  Punkte  sind;  bezeichmm  wir  di«*sc  vierten 
harmonischen  Punkte  entspn‘cheiid  mit  «,  c,  (Fig.  24),  so 
haben  wir: 


a H 

7c 


+ 


a^  H 


«,  C 
(Fig.  24.) 


Was 


cA 
c li 


+ :7/;  = '’(§«)• 


Punkte 


nun  di<‘  Lage  der 
hetriin,  so  siml 
'sie  leicht  zu  konstruiren  nach 
§ 8 ; man  verbinde  den  Schnitt- 
punkt [Au,  Bb)  mit  C,  so 
schneidet  ihre  Verbindungslinie 
die  Gerade  AB  in  wegen  der 
Eigenschaft  des  vollständigen 
Vierecks  AaBb. 

Es  schneiden  sich  also  Aa,  Bb,  (7c,  in  einem  Punkte 
ebenso  Bb,  Cc,  Aa^  - 
Cc,  Aa,  Bbi  ~ 
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Nun  liegen  auch  cb^a^  in  einer  geraden  Linie,  weil  die  vier 
von  c nach  bCb^A  gidiendeii  Strahlen  vier  harinonische  sind  und 
daher  auch  die  (ierade  CB  in  vier  harniünischen  Punkten  trefl'en 
innssen;  von  diesen  sind  drei  aCB,  der  vierte  harmonische  dein 

a zugeordnete  ist  folglich  muss  der  vierte  Strahl  cb^  durch 

rt,  gehen,  also  liegen 

c />j  rt,  in  einer  (leraden 

ebenso  « e,  />,  - 

b e,  - - 

endlich  schneiden  sich  auch 


Aa^  ßb^  6’cj 

in  einem  Punkte  wegen  der  harmonischen  Eigenschaft  des  voll- 
ständigen Vierecks  ABa^by 

Ffihren  wir  nun  in  die  Itelalion  (1)  die  Punkte  a^b^c^  ein 
vermittelst  der  Beziehungen  (2),  so  ergiebt  sich: 


.) 


uB 

bC 

cA 

aC 

bA 

cB~~ 

nB 

b^C 

c,A 

uC 

b^A 

CiB 

B 

bC 

f'\A 

bA 

r,//  ■“ 

«1  B 

btC 

cA 

biA 

cB 

«,  B 

b,  c 



«I  C 

biA 

c,/y  ““ 

B 

bC 

cA 

di  C 

bA 

cB 

nB 

biC 

c A 

aO 

' b\  A ' 

il 

nB 

bC 

CyA 

aC 

bA 

CyB  — 

\ [a  b c in  gerader  Linie) 

1 {ab^Ci  - - - ) 

1 (rtj  />  c,  - - - ) 

1 b^c  - - - ) 

— 1 Bby  6’c,  schneiden  sich  in  1 l'unkte) 

— 1 [Auy  Bb,  Cc  - • • • ) 

— 1 [Aa,  Bby  Cc  - - - - ) 

— 1 {A(t,  Bb,  Cc,  - . . . ) 


Da  nun  7)  der  Werth  eines  solchen 


Verhältnisses 


xA 

IHi 


positiv  oder  negativ  ist,  je  nachdem  der  Theilungspunkt  a*  ausser- 
halb der  Strecke  AB  oder  zwischen  A und  B liegt,  und  das 
Produkt  dreier  solcher  Faktoren  nur  positiv  sein  kann,  wenn 
keiner  oder  zwei  von  ihnen  negativ  sind,  dagegen  negativ  ist, 
wenn  einer  oder  alle  drei  negativ  sind,  so  folgt  aus  (I),  dass, 
wenn  eine  gerade  Linie  die  Seiten  eines  Dreiecks  trifll,  von  den 
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Schiilttpunklen  eiihvcilrr  keiner  oder  zwei  zwisclien  den  Dreiecks- 
ecken liegen  müssen,  aus  (II),  dass,  wenn  drei  durch  einen  Punkt 
und  die  Kckcn  eines  Dreiecks  gehende  Strahlen  die  Seiten  des- 
selln'ii  in  drei  Punkten  IrelFen,  entweder  nur  einer  oder  alle  drei 
zwischen  den  Dreiecksecken  liegen  müssen  und  dass  in  heiden 
Fällen  von  den  sechs  durch  die  Theihmgspunkle  au!  den  Seiten 
gehildeten  Ahschnitten  das  Produkt  dreier  nicht  zusammenstos- 
sender  gleich  dem  Produkt  der  drei  andern  ist. 

Diese  Erweiterung  des  vorigen  Satzes  gestattet  jetzt  die  Um- 
kehrung desselben,  welche  folgendermaassen  lautet:  Wenn  in 
den  S i t c n.  eines  Dreiecks  (oder  deren  Verlängerun- 
gen) ABC  sich  drei  Punkte  abc  rinden,  von  solcher 
Deschaffenheit,  dass  von  den  sechs  Abschnitten, 
welche  auf  <len  Dreieckssei  teil  iliirch  die  Punkte  nbc 
gebildet  werden:  aß,  aC,  bC,  b A,  c.A,  c B,  das  (absolut 
genommene)  Produkt  dreii^r  nich t zusamm enslossen- 
der  gleich  dem  Produkt  der  drei  andern  nicht  zusani- 
menstossendeii  Alja»chnilte  ist,  so  liegen  entweder  die 

<lrei  Punkte  abc  in  gerader  Linie  ^ ^ + 1 V 

^ \n  (.  n A c/i  J 

sobald  von  ihnen  keiner  oder  zwei  zwischen  den 
Dreiecksecken  liegen,  oder  die  drei  Verbindungs- 
linien An,  Bb,  Cc  schneiden  sich  in  einem  Punkte 

^ 'Yli  ~ — ’ sobald  von  den  Punkten  abc  ei n e r 

oder  alle  «Irei  zwischen  den  Dreiecksecken  liegen. 
In  dieser  (lestalt  liefert  der  Salz  ein  nützliches  und  oft  ange- 
wendeles  Kriterium,  um  zu  erkennen,  ob  gc\iisse  drei  Punkte  in 
gerader  Linie  liegen  oder  gewisse  drei  Linien  sich  in  einem 
Punkte  schneiden,  und  ist  das  Fundament  einer  umfangreichen  und 
vorzüglich  von  französischen  Geometern  (Gar not,  Drianchon, 
Poncelet  ii.  A.)  ausgebildeten  Theorie  (theorie  des  transversales). 
Die  umgekehrten  Sätze  sind  seit  langer  Zeit  bekannt  und  stammen 
von  Menelaos  und  de  Geva  her.  Zugleich  ergiebt  sich  beiläutig 
der  Satz: 

Werden  die  Seiten  eines  Dreiecks  durch  eine 
Transversale  geschnitten  und  die  zu  den  Schnittjiunk- 
ten  und  je  zwei  Dreiecksecken  zugeordnelen  vierten 
harmonischen  Punkte  auf  den  Drei  ec  kss  eilen  mit  den 
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gegenüberliegenden  Ecken  verbunden,  so  laul'en  diese 
drei  Linien  durch  einen  Punkt,  und  uingekelirt:  Verbindet 
man  einen  Punkt  in  der  Ebene  eines  Dreiecks  mit  den 
Kicken  desselben  und  konstruirt  zu  diesen  drei  Strah- 
len den  jedesmaligen  vierten  harmonischen  zugeord- 
net e n S t r a h 1 , indem  je  z w e i D r e i e c k s s e i t e n d a s a n d e r (* 
l\aar  zugeordneter  Strahlen  sind,  so  treffen  die  so  kon- 
slniirten  drei  Strahlen  die  gegenüberliegenden  Drei- 
ecksseiten in  drei  Punkten,  welche  in  einer  Geraden 
liegen. 


Dieser  Satz  ist  von  besonderem  Interesse  darum,  weil  er  ein 
eigenthümliches  (reciprokes)  Entsprechen  von  sämmtlichen  Geraden 
einer  Ebene  zu  «len  Punkten  derselben  darbietet,  worauf  hier  ludnT 
einzngehen  der  Haum  nicht  gestattet.  Es  bleibt  noch  übrig,  die 
analoge  Betrachtung  für  das  vollständige  Vierseit,  d.  h.  vier  be- 
liebige in  der  Ebene  liegende  gerade  Linien  auzusteilen;  da  der 
Gang  der  Untersuchung  aber  genau  derselbe  ist,  so  genüge  cs, 
die  Hesultate  anzugeben: 

Werden  die  drei  Paar  Gegenecken  eines  vollstän- 
digen Vier  sei  ts  d.  h.  wenn  die  Seiten  des  vollstän- 

digen Vierseits,  vier  beliebige  unendlich 
Ebene,  bedeuten,  die  Schnittpunktenpaare 

{%,  5Ö)  und  (IS,  X') 

{%,  6)  - (33, 

(31,®)  - (33,6) 


lange  Gerade  in  der 


mit  irgend  einem  Punkte  der  Ebene  durch  gerade 
Linien  verhunden,  so  hildeii  diesclhen  drei  Paare  koii- 
jugirter  Strahlen  eines  Strahlsystems,  oder  sind  sechs 
Strahlen  in  Involution. 

Wenden  wir  das  oben  gegebene  Kriterium  (§  17)  an,  um 
zu  entscheiden,  >vann  das  Strahlsystem  ein  elliptisches  und  wann 
es  ein  hyperbolisches  wird,  so  linden  wir  für  die  Lage  des  Punktes 
in  dem  einen  oder  andern  Falle  verschiedene  Hegionen  der  Ebene, 
Durch  die  vier  geraden  Linien  31 33  6 "D  wird  nämlich  die  ganze 
unendliche  Ebene  in  elf  Gebiete  zerschnitten,  von  denen  drei 
einen  endlichen,  die  andern  acht  einen  unendlich  grossen  In- 
halt haben;  von  diesen  elf  Räumen  sind  fünf  von  solcher 
Hcschan'enhcit,  da.ss,  wenn  in  ihnen  der  Punkt  liegt,  sein 
Stralilsystein  hyperbolisch  wird  ( wir  haben  diese  Räume  in 
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Fig.  25  mit  h bezeicliiicl) , die  uiulern  sechs  Häume  aber  liefern 
für  jeden  in  ihnen  enlhaltenen  Punkt  ein  elliptisches  Strahlsystein. 

Die  fünf  Uäuine  h sind  gerade 
diejenigen,  in  welche  die  drei 
Diagonalen  des  vollständigen  Vier- 
seits  hineinfallen , .während  die 

sechs  Räume  c von  den  Diago- 
nalen nicht  getroffen  werden. 

Lassen  wir  insbesondere  eine 
von  den  vier  Geraden  (es  sei  !D) 
in  die  Unendlichkeit  rücken  da- 
durch, dass  wir  zwei  ihrer 

Schnittpunkte  ins  Unendliche  versetzen,  womit  die  ganze  gerade 
]jnie  ins  Unendliche  geht,  also  auch  ihr  dritter  Schnittpunkt, 

so  bleibt  nur  ein  Dreiseit  51 im  Endlichen  zurück;  die 

drei  Diagonalen  werden  die  durch  die  Ecken  des  Dreiseits 
zu  den  Seiten  gezogenen  Parallelen;  verbinden  wir  einen  belie- 
bigen Punkt  P der  Ebene  mit  den  Ecken  des  Dreiseils  und  ziehen 
durch  ihn  Parallele  zu  den  gegenüberliegenden  Dreiecksseiten,  so 
erhallen  wir  in  P sechs  Strahlen  in  Involution;  bezeichnen  wir 
mit  abc  die  ersteren  drei  •Strahlen  und  mit  aßy  die  letzteren, 
so  gilt  nach  § 17  (II’)  die  Relation 

sin  (a|3)  sin  (by)  sin  (ca)  = sin  {ciy)  sin  (ba)  sin  (cß); 


weil  aber  ccßy  resp.  parallel  laufen  5133(5,  so  können  wir  auch 
schreiben : 

sin  (a53)  sin  (bg)  sin  (c9Q  ^ 

sin  (a(S)  sin  (b3l)  sin  (c^ö) 

und  erhalten  den  Satz: 

Verbindet  man  bei  e i n e m D r e i s e i t 51 33  (5  d i e E c k e n 
desselben  (51,33)  (33,  (5)  (6,51)  mit  einem  beliebigen  Punkte 
der  Ebene  durch  Strahlen  c,  a,  b,  so  zerfällt  jeder 
Winkel  des  Dreiseils  durch  je  einen  dieser  Strahlen 
in  zwei  Theilwinkel:  (c5l),  (c©),  (aS3),  (a6),  (b6),  (b5l); 
das  Produkt  der  siniis  dreier  solcher  Theilwinkel, 
d eren  Schenkel  nicht  znsammenfallen,  ist  gleich  dem 
Produkt  der  sinus  der  drei  übrigen. 

Die  Vervollständigung  und  Umkehrung  dieses  Satzes  lautet, 
analog  dem  obigen,  wie  folgt: 

Wenn  durch  die  Ecken  eines  Dreiseits  51336  drei 
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Slralileii  abc  von  solcher  U eschaffeiiheit  gehen,  dass 
von  den  sechs  Theilwinkeln,  in  welche  die  Winkel  des 
Üreiseits  durch  dieSlrahlen  zerfallen:  (aS3)(a6),  (blS) 
(b5l),  (c  31)  (c33)  das  Produkt  (ahsolul  genoimnen)  der  sinus 
d r cier , die  keinen  gern einschafll ich en Sehen  k ol  haben, 
gleich  dem  Produkt  der  sinus  der  drei  andern  Theil- 
winkel  ist,  so  schneiden  sich  1)  entweder  die  drei 
Strahlen  abein  einem  Punkte,  nämlich  sobald  von  den 
Schnittpunkten  (31,  a)  (33,  b)  (6,  c)  der  Strahlen  mit  den 
gegenüber  liegenden  Seiten  des  Dreiseits  einer  oder 
alle  drei  zwischen  den  ticken  des  Dreiseits  liegen,  oder 
2)  diese  drei  Schnittpunkte  der  Strahlen  abc  mit  den 
gegenüber  liegenden  Seiten  3133  6 liegen  in  einer  ge- 
raden Linie,  sobald  von  ihnen  keiner  oder  zwei  zwi- 
schen die  Ecken  des  Dreiseits  fallen. 

Es  liegt  nicht  in  unserer  Absicht,  auf  die  mannichfachen  An- 
wendungen dieser  Fundamentalsätze  der  Transversalentheorie  einzu-. 
gehen,  vielmehr  kam  es  nur  darauf  an,  den  Zusammenhang  derselben 
mit  der  Involution  anzudeuten  und  dadurch  auch  jene  Theorie  auf 
die  gemeinsame  Quelle  projektivischer  Beziehungen  zurückzuführen. 

§ 19.  Besondere  Fälle  projektivischer  Beziehung: 
Aehhlichkeit,  Gleichheit. 

Die  perspektivische  Lage  zweier  Gebilde  gestattet  einige  be- 
sondere Annahmen,  welche  zu  besonderen  Fällen  projektivischer 
Beziehung  führen  und  hier  noch  erörtert  werden  müssen. 

a)  Es  kann  bei  der  perspektivischen  Lage  eines  Strahlbüschcls 
und  einer  Punktieihe  der  in  § 2 ausgenommene  besondere  Fall 
eintreten,  dass  der  Mittelpunkt  B des  Strahlbüschels  in  dem 
Träger  31  der  Punktreihe  selbst  liegt;  es  treffen  alsdann  alle 
durch  B gehende  Strahlen  die  Punktrciiie  31  in  einem  einzigen 
Punkte,  dem  Punkte  B selbst,  mit  Ausnahme  eines  einzigen  durch 
B gehenden  Strahls,  desjenigen  nämlich,  welcher  mit  dem  Trä- 
ger 31  der  Punktreihe  zusammenfällt;  jeder  Punkt  der  Punktreihe 
darf  als  ein  Schnittpunkt  dieses  besonderen  Strahles  mit  dem 
Träger  der  Punktreihe  angesehen  werden  und  die  projektivischc 
Beziehung  beider  Gebilde  gestaltet  sich  in  der  eigenthümlichen 
Weise,  dass  allen  Strahlen  des  Strahlbüscheis  ein  einziger  Punkt 
der  Punktreihe  entsprechend  ist  mit  Ausnahme  eines  Strahls, 
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welchem  säminllichc  Punkte  der  Piinklreihe  entsprechen.  Es  ist 
wichtig,  auch  ein  solches  Verhalten,  welches  bei  geometrisrhen 
Untersuchungen  sich  öfters  darbietet,  als  projektivische  Heziehung 
anfzurassen.  Ebenso  kann  es  bei  der  perspektivischen  I^age  zweier 
Piniklreihen  Vorkommen,  dass  der  Projektionspunkt  (§  10)  in  eine 
<ler  beiden  Ueraden  sell)st  zu  liegen  kommt;  in  diesem  Fall  wer- 
den die  allen  Punkten  der  andern  Geraden  entsprechenden  Punkte 
in  einem  Punkte  der  ersteren  (dem  Projektionspunkte)  vereinigt 
sein  mit  Ausnahme  eines  Punktes,  des  Schnittpunktes  beider  Trä- 
ger, welchem  wiederum  alle  Ihmkle  der  ei*sten  Geraden  als  ent- 
sprechend  angesehen  werden  müssen.  Ebenso  ist  es  bei  der  per- 
spektivischen Lage  zweier  Strahlbüschel,  wenn  der  perspektivische 
Üurchscimilt  (§  10)  durch  einen  der  Mittelpunkte  selbst  hindurch- 
geht; in  diesem  Full  entspricht  allen  Strahlen  des  einen  Strahl- 
büschels ein  einziger  Strahl  des  andern  mit  Ausnahme  eines  ein- 
zigen Strahls,  dem  wiederum  sämmtliche  Strahlen  des  andern 
Strahlbüschels  entsprechen;  diese  beiden  isolirt  stehenden  Strah- 
len sind  der  perspektivische  Durchschnitt  und  die  Verbindungs- 
linie der  Mittelpunkte.  Wir  werden  später  (iciegenheit  haben, 
diesem  sogenannten  parabolischen  Fall  luojeklivischer  Beziehung 
öfters  zu  begegnen. 

b)  >Venn  der  Mittelpunkt  eines  Strahlbüschels  in  die  Unend- 
lichkeit rückt,  so  geht  ^jas  Strahlbüschel  in  eine  Schaar  von 
Parallellinien  über,  welche  dieselbe  Biebtung  haben;  ein  solches 
Gebilde  ist  ebenfalls  als  ein  Strahl büschel  anzusehen.  Das  Dop- 
pel verhältniss  von  irgend  vier  Strahlen  a b c d eines  solchen 
Strahl  büscheis  wird  ((d)gleich  die  Winkel  zwischen  je  zweien 
sämmtlich  0 sind)  gleich  dem  von  den  vier  Schnittpunkten  irgend 
einer  Transversale  mit  ihnen  sein,  und  insbesondere,  wenn  man 
durch  [xy]  den  Abstand  zwei  Parallelen  xy  bezeichnet. 


[a  b cd)  = ~ 
' ' b c 


a d 

b7r 


wo  also  die  Abstände  an  Stelle  der  sinus  der  Winkel  treten. 

Wenn  zwei  Punklreihen  in  perspeclivischer  Lage  ihren  Pro- 
jektionspunkt im  Unendlichen  haben,  also  sämmtliche  IVojcktions- 
strahlen  parallel  siiid,  so  gehen  die  besonderen  Punkte  r und  q, 
selbst  ins  Unendliche,  denn  ein  I*rojektionsstrahl , welcher  durch 
den  unendlich  entfernten  Punkt  q^  der  ersten  Punktreihe  und 
durch  den  unendlich  entfernten  Projektionspunkt  geht,  fällt  ganz 
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ins  Uiicmiliclic  , trifll  also  auch  dio  andere  Pnnktreilie  in  dein 
entsprechenden  Punkte  q,,  der  iin  Unendlichen  liegen  muss;  es 
fallen  also  r und  q zusammen,  ebenso  wie  T|  und  , oder  die 
unendlich  entfernten  Punkte  beider  Punktreihen  sind  entspre* 
eilende;  die  Gleichheit  der  Doppclverliältnisse  vereinfacht  sich  in 
diesem  Fall,  weil  die  entsprechenden  Punkte  q und  q,  beide  un- 
endlich entfernt  sind;  das  I)op])elverhidtniss 

(abcq)  = (a,  hj  c,  q,) 

geht  über  in 


vi  c 

bc  b,c/ 


d.  h.  irgend  zwei  Abschnitte  auf  einer  Punktreihe  haben  dasselbe 
Verhaltniss  zu  einander,  wie  die  entsju’cchenden  .\bschnilte  der  an- 
dern, was  denn  auch  bei  der  persjieklivischen  Lage  aus  bekann- 
ten Eleinentarsatzen  der  Aehnlicbkeit  folgt.  Aus  diesem  Grunde 
heissen  zwei  solche  jirojektivische  Punktreihen,  bei  denen  ent- 
sprechende Strecken  in  konstantem  Verhaltniss  zu  einander  stehen, 
pro jekti visch-ähnliche  Punktreihen  und  haben  die  cha- 
rakteristische Eigenschaft,  dass  ihre  unendlich  entfernten  Punkte 
entsprechende  Punkte  sind;  auch  umgekehrt  sind  zwei  projekti- 
vische  Punktreihen  immer  projektivisch- ähnlich,  sobald  ihre  un- 
endlich entfernten  Punkte  entsprechende  sind.  Die  lleziehung  zweier 
projcktivisch-rdmlichen  Punktreihen  ist  .schon  durch  zwei  will- 
kuhrlich  als  entsprechend  angenommene  Punktenpaare  vollständig 
bestimmt,  weil  die  unendlich  entfernten  Punkte  als  das  dritte 
Paar  entsprechender  Ihinkte  eo  ipso  gegeben  sind.  Es  ist  fer- 
ner zu  bemerken,  dass,  weil  bei  zwei  projektivLsch -ähnlichen 
Punktreihen  die  unendlich  entfernten  Punkte,  selbst  ent.sprechende 
sind,  jedem  endlichen  Punkte  der  einen  lieihe  immer  ein  einl- 
licher  der  andern  ents|)rechen  muss.  Entsprechende  gleiche 
Strecken  kann  es  bei  zwei  projektivisch-ähnlichen  Punktreihen  im 
Allgemeinen  gar  nicht  gehen,  weil  das  Verhältniss  irgend  zweier 
entsprechender  Strecken  iimner  dasselbe  konstante  ist;  es  müsste 
denn  dieses  Verhältniss  :=  1 sein,  dann  würden  aber  alle  ent- 
sjirechenden  Strecken  einander  gleich  sein 


ab  = ajb,; 

in  diesem  Fall  heis.sen  die  Punktreihen  projek  ti  viscli-gleich. 
Zwei  projektivisch-gleiche  Punktreihen  sind  also  solche,  bei  denen 
je  zwei  entsprechende  Strecken  einander  gleich  .sind.  Für  die 
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perspektivisclic  Lage  und  bei  beliebiger  Lage  der  Träger  muss 
der  Projektionspunkt  nicht  nur  im  Unendlichen  liegen,  sondern 
einer  derjenigen  beiden  unendlicb-entrernten  Punkte  sein,  welche 
in  den  Hichtungen  der  Ilalbirungslinien  der  Winkel  zwischen  den 
Trägern  liegen,  was  aus  bekannten  Elementarsätzen  der  Kongruenz 
folgt.  Die  Beziehung  zweier  projektivisch- gleicher  Bunktreihen 
ist  durch  ein  einziges  wilikrihrlich  als  entsprechend  angenomme- 
nes Punktenpaar  vollständig  bestimmt,  weil  sic  ausserdem  die 
unendlich  entfernten  Punkte  als  zweites  Paar  entsprechender 
Punkte  haben  und  jedes  - dritte  Paar  durch  den  Werth  1 des 
konstanten  Verhältnisses  entsprechender  Strecken  erhalten  wird, 
ar  = aiTi»  wobei  cs  allerdings  zweifelhaft  bleibt,  oh  der  dem 
X entsprechende  Punkt  Vj  nach  der  einen  oder  entgegengesetzten 
Seite  von  ai  liegt,  was  durch  die  alleinige  Annahme  des  Paares 
aa,  noch  nicht  bestimmt  wird. 

Werden  zwei  projektivisch-ähnliche  Punktreihen  beliebig  auf 
eitiander  gelegt,  so  gieht  es  immer  ausser  dem  schon  vorhande- 
nen unendlich-entfernten  Doppelpunkte  noch  einen  bestimmten 
zweiten  Doppcl[)unkt,  dessen  Konstruktion  sich  aus  § 15  crgiehl; 
die  beiden  Doppelpunkte  sind  also  hei  |)rojektivisch- ähnlichen 
Punktreihen,  welche  auf  einander  liegen,  immer  reell,  mögen 
die  Punklrcihen  gleichlaufend  oder  ungleichlaufend  sein. 

Werden  zwei  projektivisch -gleiche  Punktreihen  beliebig  auf 
einander  gelegt  und  sind  sie  gleichhiufend , so  fällt  auch  der 
zweite  Doppelpunkt  in  die  Unendlichkeit,  was  sich  aus  der  Kon- 
struktion desselben  ergieht,  und  keine  zwei  entsprechende  Punkte 
fallen  im  Endlichen  zusammen,  aber  es  kann  auch  Vorkommen, 
dass  alle  Paare  entsprechender  Punkte  über  einander  fallen;  dies 
tritt  immer  ein,  sobald  irgend  ein  Paar  entsprechender  Punkte, 
ausser  den  unendlich  entfernten,  zusammcnfallcn.  Sind  dagegen 
die  projektivisch -gleichen  Punktreihen,  welche  auf  einander  lie- 
gen, ungleichlaufend,  so  gieht  es  ausser  dem  unendlich  entfern- 
ten Punkt  noch  einen  Doppelpunkt  im  Endlichen,  welcher  in  der 
Mitte  liegt  zwischen  allen  Paaren  entsprechender  Punkte.  Zwei 
solche  auf  einander  liegende  projektivisch -gleiche  Punkti’eihen, 
welche  ungleichlaufend  sind,  konstituiren  daher  immer  ein  Doppel- 
Uehilde,  wie  es  bereits  oben  (§  16)  als  hyperbolisch-gleichseitiges 
Punktsystem  bezeichnet  worden  ist. 

Zwei  projektivisch-ähnliche  Punktreihen  können  nie  so  auf 
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einander  gelegt  werden,  dass  sie  ein  Punktsystem  bilden,  weil 
cs  bei  ihnen  gar  keine  eiiLsprecliende  gleiche  Strecken  giebt. 

Durch  besondere  Annahme  für  die  Lage  des  Projektions- 
punkles hei  beliebiger  Lage  der  Träger  zweier  perspektivischer 
Punktreihen  kamen  wir  zu  den  angegebenen  besonderen  Fällen 
ähnlicher  und  gleicher  Punklreilien;  lassen  wir  den  Projeklions- 
piinkl  beliebig  und  nehmen  für  die  Träger  besondere  Lagen  an, 
so  erhalten  wir  dieselben  specicllcn  Fälle;  wenn  nämlich  die 
Träger  der  beiden  Punktreihen  einander  parallel  laufen,  so  wer- 
d(*n  die  auf  ihnen  entst<*henden  Punktreihen  bei  beliebiger  An- 
nahme des  Projeklionspunktes  projeküvisch-ähnlich , weil  die  un- 
endlich-entfernten Punkte  entsprechende  werden;  liegt  der  Pro- 
jektionspunkt zwisclum  den  beideti  Trägern,  so  werden  die 
Punktreihen  ungleichlaufend  sein  (ihr  Richlungssinri  entgegenge- 
setzt); liegt  er  aber  auf  «lerselben  Seite  von  beiden  Trägern,  so 
werden  die  Punktreihen  gleichlaufend.  Liegt  endlich  bei  paralle- 
len Trägern  der  Projeklionspunkt  im  Unendlichen,  so  werden  die 
Punklreilien  jirojeklivisch-gleich;  cs  können  aber  auch  projeklivisch- 
gleiche  Punktreihen  bei  parallelen  Trägern  dadurch  hervorgerufen 
werden,  dass  der  Projeklionspunkt  zwischen  beiden  Trägern  gleich 
weit  von  ihnen  abstehend  angenommen  wird. 

c)  Die  perspektivische  Lage  zweier  Strahlbüschel  kann  nur 
dadurch  eine  besondere  Vereinfachung  erfahren,  dass  der  per- 
s{>ektivische  Diirchschnilt  in  die  Unendlichkeit  rückt,  dadurch  wer- 
den je  zwei  entsprechende  Strahlen  parallel;  die  Strahlbüschel 
heissen  projek tivisch-gleich,  weil  je  zwei  entsprechende 
Winkel  gleich  sind: 

(ab)  ^ 

Die  Strahlbüschel  haben  gleichen  Drehungssinn,  sind  gleich- 
laufeml;  aber  auch  hei  endlicher  Annahme  des  jierspektivischen 
Durchschnitts  können  wir  projektivisch  - gleiche  Strahlbüschel  er- 
halten, wenn  wir  nämlich  den  perspektivischen  Durchschnitt  in 
der  Mitte  zwischen  den  Mittelpunkten  beider  Stiahlbüschel 
auf  ihrer  Verhindungslinie  senkrecht  annehmen;  dann  haben  sie 
aber  entgegengesetzten  Drehungssinn,  sind  ungleichlaufend.  Zwei 
projektivisch -gleiche  Strahlbüschel  sind  durch  ein  einziges  will- 
kührlich  angenommen(s  Paar  entsprechender  Strahlen  vollständig 
bestimmt,  sobald  noch  hinzugefügt  jwird,  ob  sie  gleichlaufend 
oder  unglcichlaufend  sein  sollen,  was  sonst  unentschieden  bleibt. 
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Haben  zwei  gleichlaufende  projeklivisch- gleiche  Sli'ahibüschel  ir- 
gend ein  Paar  entsprechender  Strahlen  parallel,  so  sind  sämmt- 
liche  Paare  entsprechender  Strahlen  parallel,  ihre  Schnittpunkte 
liegen  also  alle  itn  Unendlichen.  Die  Verbindungslinie  der  Mittel- 
punkte  enthält  aber  bei  dieser  Lage  zwei  enLsjirechende  Strahlen, 
die  zusamnienfallen , folglich  sind  die  beiden  Strahlhüschel  in 
perspektivischer  Lage  {§  11).  Da  nun  bei  der  perspektivischen 
Lage  zweier  Strahlhüschel  im  Allgemeinen  immer  die  Schnitt- 
punkte entsprechender  Strahlen  auf  einer  Geraden  liegen,  so 
halten  wir  dies  consequenter  Weise  auch  für  diesen  au.sgczcich- 
neten  Fall  fest.  Wir  sagen  daher:  „alle  unendlich  ent- 
fernten Punkte  der  Ebene  liegen  in  einer  Geraden“, 
und  nennen  diese  Gerade  die  unendlich  entfernte  Ge- 
rade;  sie  bedeutet  uns  nichts  anderes,  als  den  [»erspektivischen 
Durchschnitt  zweier  gleichlaufender  projektivisch- gleicher  Strahl- 
büschel in  j)ers|)ektivischer  Lage.  Werden  zwei  projektivisch-gleiche 
Strahlbüschel  concentrisch  gelegt,  so  fallen,  wenn  sie  gleichlau- 
fend sind,  entweder  gar  keine  entsprechenden  Strahlen  auf  ein- 
ander, oder  es  fallen  sämmtliche  Paare  entsprechender  Strahlen 
auf  einander,  .so  dass  also  die  Strahlbüschel  identisch  liegen. 

Stehen  irgend  zwei  eiiLsprechende  Strahlen  bei  zwei  c.oncen- 
trisch  liegenden  projektivisch -gleichen  Straldbüschehi,  welche 
gleichlaufend  .sind,  auf  einander  senkrecht,  so  stehen  alle  Paare 
entsprechender  Strahlen  auf  einander  senkrecht,  und  dies  Doppel-' 
gebihle  fällt  zusammen  mit  dem  oben  (§  17)  angegebenen  Kreis- 
svstem. 

Wenn  die  beiden  Strahlbüschel  dagegen  ungleichlaufend  sind, 
so  fallen  zwei  l*aar  entsjirechcnde  Strahlen  auf  einander;  diese 
Doppelstrahlen  stehen  auf  einander  rechtwinklig  und  .sind  die 
llalbirnngslinien  der  Winkel  irgend  eines  !*aares  enls|irechiM)der 
Strahlen  (a:ar,).  Zwei  solche  concentrische  projektivisch-gleiche 
Strahlhüschel  konstituiren  daher  immer  ein  Doppel  - Gebilde,  wie 
es  bereits  oben  (§  17)  als  byperbolisch-gleichseiliges  Straldsyslem 
bezeichnet  worden  ist. 


Zweiter  Abschnitt. 


Der  Kegelschnitt  als  Erzeugniss  projektivisclier 

Oehilde. 


§ 20.  Zwei  projektivische  Funktreihen  in  allgemeiner 
(nicht  perspektivischer)  Lage. 

Naclidem  wir  in  dem  ersten  Abschnitt  aus  der  perspektivi- 
schen Lage  zweier  Gebilde  nicht  nur  das  Wesen  ihrer  projekti- 
vischen  Beziehung  abgeleitet,  sondern  auch  besondere  Elemente 
und  eigcnthümliche  Verbindungen  derselben  genau  untersucht 
haben,  gehen  wir  nunmehr  dazu  über,  zwei  projektivische  Ge- 
bilde in  allgemeiner,  d.  h.  nicht  perspektivischer  Lage  zu  be- 
trachten und  zwar  zunächst  zwei  projektivische  Punktreihen. 
Während  bei  der  perspektivischen  Lage  zweier  projektivisclier 
Punktreihen  sämmtliche  Projektionsslrahlen  durch  einen  festen 
Punkt,  den  Projektionspunkt,  laufen,  werden  bei  allgemeiner  Lage 
die  Projektion-sstrahlen , d.  h.  die  Verbindungsstrahlen  entspre- 
chender Punkte  der  beiden  Punktreihen,  nicht  mehr  durch  ein 
und  denselben  Punkt  laufen,  vielmehr  in  gewisser  Weise  die 
' Ebene  erfüllen  und  das  allgemeine  Gesetz,  welchem  dieses  Chaos 
von  Strahlen  unterworfen  ist,  werden  wir  nunmehr  zu  erfor- 
schen haben. 


*}  Auch  an  die  perspektivische  Lage  zweier  Gebilde  lässt  sich  die 
Erzeugung  des  Kegelschnitts  anknüpfen,  was  wir  indessen  hier  nur  bei- 
läuüg  erwähnen  wollen:  Zwei  projektivische  Punktreihen  liegen  perspek- 
tivisch, wenn  in  dem  Schnittpunkte  ihrer  Träger  zwei  entsprechende 
Punkte  vereinigt  sind  (§  11);  die  Projektionsstrahlen  laufen  dann  sämmt- 
lich  durch  einen  Punkt,  den  Projektionspunkt.  Denken  wir  uns  die  Träger 
der  beiden  Punktreihen  auf  zwei  festen  Geraden  und  bei  festgehaltener 
projektivisclier  Beziehung  so  verschoben,  dass  successive  andere  und  an- 
dere Paare  entsprechender  Punkte  in  den  Schnittpunkt  rücken,  so  werden 
immer  neue  perspektivische  Lagen  derselben  beiden  Punktreihen  auf- 
treten  und  bei  kontinuirlichcr  Bewegung  der  Art  wird  der  Ort  des 
Schröter,  Theorie  »I.  Keg-elsetii».  G 
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Hierzu  hedcirf  es  eines  exi)e(lileii  Mittels,  um  beliebig  viele 
Hrojektionsstrableu  berzustelleii,  und  wir  haben  bereits  oben 
{%  10  a))  eine  Konstruktion  angegeben,  durch  welche  aus  <lrei 
gegebenen  Paaren  entsprechender  Punkte,  die  zur  Bestimmung 
jjrojektiviscber  Beziehung  erforderlich  sind,  beliebig  viele  andere, 
also  beliebig  viele  Projektionsstrahlen  durch  blosses  Ziehen  von 
geraden  Linien  ermittelt  werden  können;  diese  Konstruktion  ent- 
hielt noch  eine  gewisse  AVillkiibrIicbkeit,  welche  passend  benutzt  zu 
ihrer  Vereinfachung  fidirt.  Seien  a b c und  üj  Cj  drei  Paar 
entsprechende  Punkte  der  gegebenen  Puiiktreihen  51 und  be- 
zeichnen wir  die  Projektionsstrahlen  aa,,  bb^,  cc,  resp.  durch 
abc;  sei  ein  beliebiger  zu  ermittelnder  vierter  Projektionsstralil 
r Xi  oder  x und  I>ezeichnen  wir  die  Schnittpunkte 

(o:,  b)  = B [x,  c)  = .5,, 

so  werden  die  vier  Strahlen  Pa,  Pb,  Pc,  Pr  mit  den  vier 
Strahlen  P,  ai , Pj  b, , Pj  c, , Pj  r,  projektivisch  sein  müssen,  und 
da  diese  beiden  Strahlböschel  (P)  (P,)  in  der  Verbindungslinie 
ihrer  Mittel[>unkte  (P,  PJ  = x zwei  entsprechende  Strahlen  ver- 
einigt haben,  so  liegen  sie  perspekti\1sch , also  die  Schnittpunkte 
imUprechender’ Strahlen  auf  einer  Geraden  (ihrem  |)erspektivischen 
iMirchschnitt),  d.  h.  die  Schnittpunkte 


Projektionspunktes  eine  Hyperbel,  welche  die  beiden  Geraden,  auf 
d*;nen  die  Träger  sich  fortschieben,  zu  Asymptoten  hat  (§  26).  An- 
derseits liegen  zwei  projektivisehe  Strahlbüschel  j)er8pektivisch , wenn 
auf  die  Verbindungslinie  ihrer  Mittelpunkte  zwei  entsprechende  Strab- 
Ic)i  fallen.  Denken  wir  uns  die  beiden  Strahlbüschel  uni  die  festge- 
haltcnen  Mittelpunkte  und  bei  festgehalteuer  projektivischer  Beziehung 
KO  gedreht,  dass  successive  andere  und  andere  Paare  entsprechender 
Strahlen  in  die  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  fallen,  so  verändert 
der  perspektivische  Durchschnitt  jedesmal  seine  Lage;  der  gesammte 
Ort,  w’clchen  der  perspektivische  Durchschnitt  umhüllt,  ist  ein  Kegel- 
schnitt, der  die  festen  Mittelpunkte  der  Strahlbüschel  zu  Brenn- 
punkten hat  und  Ellipse  oder  Hyperbel  ist,  je  nachdem  die  beiden 
Strahlbüscbel  gleichlaufend  oder  unglcichlaufend  sind.  Der  Beweis  die- 
ser Behauptung  ergiebt  sich  bei  unserem  Gange  der  Betrachtung  erst 
später  (§  30).  Bemerkenswerth  ist  die  eigenthümliche  Analogie,  welche 
hier  /.wischen  Asymptoten  und  Brennpunkten  des  Kegelschnitts  auftritt 
und  dass  man  durch  diese  Betrachtung  unmittelbar  aus  dem  Grund- 
prinzip der  projektiviscbeii  Beziehung  zu  den  Fokaleigenscliaften  der 
Kegelschnitte  geführt  wird. 
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nun  umgekehrt  einen  he- 

liehigen  Projeklionsstralil  x m konslniiren,  liahon  wir  irgeiiii 
einen  Punkt  | der  Verbindungslinie  cb,  mit  a und  a,  /u  verbin- 
den; trifll  a|  den  Projektionsstralil  h in  B nnd  a,|  den  Projek- 
lionsstrahl  c in  , so  ist  B B^  ein  vierter  Projektioiissti*ahl  x. 
Hierdurch  wird  (*s  leicht,  helielüg  viele  Projektionsstrahlen  zu 
konstruiren;  lassen  wir  den  Punkt  ^ die  ganze  Uni«*  ct'i  «lurch- 
wanderu,  so  erhalten  wir  sammtliche  Projeklionsstrahlen ; gelangl 
^ insbesondere  nach  c,  so  erhalten  >Air  als  Projektionsstrahl  den 
Träg«*r  9t  «1er  «*inen  g«*geb«*n«*n  Punktreihe  selbst;  g«*Iangl  § nach 
b, , so  tritt  der  Träger  9lj  der  amlern  Punktreibe  als  Projeklions- 
strahl  auf.  Die  Träger  «1er  beiden  gegebenen  Punkt - 
reihen  sind  also  selbst  Projektionsstrahlen.  Zugl«*i«h 
«‘rkemien  wir,  indem  wir  den  Punkt  § die  ganz«*  G«*ra«l«*  cb,  durch- 
laufen lassen,  dass  die  Strahlen  a|  und  a,5  zw«*i  perspektivische 
Strahlbüsch«*!  beschreiben,  folglich  die  Punkt«*  B und  auf  «len 
beiden  Ci<*raden  b und  c zw«*i  projektivische  Punktrtdhen  erzeu- 
gen; die  Projektionsstrahlen  b timl  c w«M«leu  also  von  sämmt- 
lich«*n  Projektionsstrahl«*n  x ifi  zw«*i  proj«‘ktivischen  Punktr«*ihen 
geschnitten,  gerade  so,  wie  die  Träger  «Icr  beid«*n  ui*8prringlich  g«*- 
g«*benen  Punktreihen  selbst;  da  aber  ati  Stelle  der  Projektionsslrah- 
leii  h und  c irgend  zwei  ander«*  treten  k«"mnen,  für  «lie  dasselbe  gelt«*n 
muss,  so  haben  wir  das  wichtige  Resultat  gefumlen:  Di  e G esa  m m t- 
heit  «1er  Pro  jektionsstrahlen  (Verbin«lungslinien  entspr«*chen- 
der  Punkte)  zweier  projektivisclier  IMiiiktreihen  trifft 
irgend  zwei  unl«*r  ihnen  allemal  in  zwei  projek t i vischen 


fällt  mit  B^  c zusamm«*n, 
also  (7?c,  /?j  Cj)  ist  c ; d«u‘ 
perspektivische  Durch- 
s«hnitt  j«*ner  beiden  Slrahl- 
büscli«*!  [B]  {^, ) ist  als«) 
«lie  Verbindungslinie  cb,; 
«*s  schneiden  sich  daher 


(Fig.  26.) 


Bei  cb, 


in  einem  Punkte  |.  Gm 
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Punklreilien.  Hierdurch  verlieren  die  Träger  der  iii'sprüiiglicli 
gegebenen  beiden  ihinklreihen,  welche  selbst  Projeklionsslrahlen 
sind , ihre  hervorragende  Stellung  und  treten  in  die  Gesannntheit 
aller  übrigen  Projeklionsslrahlen  ein;  denn  es  steht  uns  jetzt  frei,’ 
irgend  zwei  andere  Projektionsstrahlen  als  Träger  zweier  neuen 
erzeugenden  Punktreihen  aufzufassen,  welche  auf  ihnen  durch  die 
Gesamintheit  der  Projektionsstrahlcn  fixirt  werden.  Es  ergiebt 
sich  ferner,  dass  die  Gesamintheit  der  Projektionsstrah- 
len durch  irgend  fünf,  die  willkührlich  angenommen 
w e r d e n d ü r f e n , v o 1 1 s t ä n d i g b e s t i m m t ist;  denn  man  kann 
von  diesen  fünf  Geraden  zwei  als  die  Träger  zweier  erzeugenden 
Punktreihen  und  die  drei  andern  als  drei  Projektionsstrahlen  auf- 
fassen , welche  drei  Paar  entsprechende  Punkte  auf  jenen  fixiren; 
hierdurch  ist  dann  die  ganze  projektivische  Beziehung  der  bei- 
den Punklreihen  bestimmt.  Welche  von  den  fünf  Geraden  wb- 
als  TrägiT  auffassen  wollen,  bleibt  ganz  willkührlich.  Die  obige 
Konstruktion  eines  beliebigen  Projektionsstrahls  a:  drückt  ander- 
seits eine  Bedingung  zwischen  irgend  sechs  aus  derGe- 
sammtheit  der  Projektiousstrahlen  aus.  Die  sechs  Pro- 
jektionsstrahlen bilden  nämlich  ein  Sechssidt,  von  dem  die  I'unkte 
a c .^1  b,  a,  als  Ecken  (d.  h.  Schnittpunkte  zweier  Seiten)  auf- 
gefasst  werden  können,  und  zwar  ein  sogenanntes  einfaches  Sechs- 
seit  (s.  Sleiner’s  syst.  Entw.  geom.  Gest.  S.  72),  indem  wir  die 
Seiten  der  Heihe  nach  so  durchlaufen,  dass  die  Ecken  ac^j  a, 
einander  folgen;  die  drei  Verbindungslinien 

Bei  B^a^  cbj, 

welche  nach  dem  Obigen  sich  in  einem  Punkte  schneiden  müs- 
sen, erscheinen  als  Verbindungslinien  gegenüberliegender  Ecken 
dieses  Sechss<‘its  (der  ersten  und  vierten,  zweiten  und  fünften, 
dritten  und  sechsten  Ecke)  und  wir  können  demnach  als  Bedin- 
gung zwischen  irgend  sechs  Projektionsstrahlen  folgende  aus- 
sprechen ; 

Werden  irgend  sechs  Projektionsstrah Ich  als  ein 
einfaches  Sechsseit  aufgefasst,  so  schneiden  sich  die 
drei  Verbindungslinien  der  gegenüber  liegenden  Ecken 
desselben  (Hauptdiagonalen)  in  einem  Punkte.  (Brianchon*.- 
scher  Satz.) 

Aus  den  sechs  Projektionsstrahlen  lässt  sich  aber  auf  sechzig 
Arten  ein  einfaches  Sechsseil  hersteilen;  auf  die  eigenlhümlichea 


I 


t 
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Beziehungen  zwischen  denselhen  gehen  wir  hier  vorläufig  nicht 
ein  (§  28).  Die  (iesanimllieil  der  Projeklionsslrahlen  besitzt 
ausser  <len  bereits  gefundenen  Eigentliümlichkeiten  noch  die 
charakteristische  Eigenschaft,  dass  durch  einen  beliebigen 
Ihinkt  der  Ebene  im  Allgemeinen  höchstens  zwei  Pro- 
jektionsstrahlen gehen,  denn  verbinden  wir  einen  beliebigen 
l^unkt  P der  Ebene  mit  den  beiden  erzeugenden  Punktreiben 
durch  Strahlen,  so  erhallen  wir  in  P zwei  concentrische  Strahl- 
buschei P (vtb  cb  . . .)  und  P (ai  Cj  bj  . . .),  welche  projeklivisch 
sind;  diese  haben  (§  14)  im  Allgemeinen  zwei  Doppelslrahlen, 
welche  ofienbar  Projeklionsslrahlen  sein  müssen.  Es  kann  aber 
auch  Vorkommen,  dass  nur  einer,  d.  h.  zwei  zusannncnfaliende, 
oder  auch  keine  Doppidstrahlen  bei  zwei  concenlrischen  projekti- 
vischen  Strahlbüscheln  existiren.  Es  wird  nun  von  der  Lage  des 
Punktes  P abhängen^  ob  durch  ihn  zwei  oder  nur  einer  oder 
keine  Projektionsslrahlerj  hindurchgehen,  und  wir  w'erden  dieje- 
nigen (lebiele. der  Ebene  aufzusuchen  haben,  in  denen  der  Punkt 
P liegen  muss,  damit  der  eine  oder  andere  Fall  eintritl.  Ver- 
folgen wir  auf  einem  Träger  der  beiden  erzeugenden  IVinkt- 
reihen  einen  Punkt  v,  so  sehen  wir,  dass  durch  ihn  im  Allge- 
meinen immer  zwei  Projeklionsslrahlen  gehen,  nämlich  der  Träger 
welcher  selbst  ein  Projektionsstrahl  ist,  und  der  Projektions- 
strahl  rx, ; nur  einmal  kommt  es  vor,  dass  diese  beiden  Projek- 
lionsstrablen  zusammenfallen,  nämlich  dann,  wenn  der  Punkt  r, 
in  den  Schnittpunkt  der  beiden  Träger  rückt;  nennen  wir  diesen 
Schnittpunkt  f,,  als  der  zweiten  Punktreihe  angehörig,  und  seinen 
entsprechenden  der  ersten  Punktreihe  f,  so  werden,  wenn  v in 
I sich  befindet,  die  beiden  durch  ihn  gehenden  Projektionsstrah- 
len in  dem  Träger  selbst  zusammenfallen;  durch  den  Punkt  f, 
welchen  wir  den  B e r ü h r u n g sp  u n k t des  Projeklion.sstrahls  nen- 
nen wollen  (die  Benennung  wird  durch  das  Folgende  erklärt)  und 
welcher  entsprechend  ist  dem  im  Sejmittpunkte  beider  Träger 
liegendeti  Punkte  der  andern  Punktreihe,  geht  also  nur  ein  Pro- 
jektionsstrahl 5t.  Ebenso  verhält  es  sich  mit  dem  Träger  51,  der 
zweiten  Punklreihe;  durch  jeden  Punkt  dieses  Trägers  gehen 
allemal  zwei  Projeklionsslrahlen  mit  .\usnahme  eines  einzigen 
c,,  welcher  dem  im  Schnillpunkte  beider  Träger  liegenden  Punkt 
c'  der  ersten  Punklreihe  entsprechend  ist.  Durch  den  Berührungs- 
punkt c,  geht  nur  ein  Projektionsstrahl,  der  Träger  51,.  Da  wir- 
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null  nach  dnii  an  Strllr  der  beiden  iirsprünglichen  Punkt- 

reihen zwei  neue  erzeugende  Punklreiiien  setzen  können,  welche 
auf  irgeinl  zwei  Projektionsstrahlen , als  Träger  aufgefasst,  durch 
die  Gesanimtheit  aller  IMojektionsstrahlen  fixirt  werden,  so  giehl 
es  auf  jedem  Projeklionsstralile  einen  einzigen  bestiminlen  Punkt, 
seinen  Perfihriingspunkt,  welcher  die  Kigenschaft  hat,  dass  für 
ihn  der  Projektionsstrahl  der  einzige  ist,  welcher  hindurchgehl, 
während  durch  jeden  andern  seiner  Punkt«*  noch  ein  zweiter  Pro- 
jektionsstrald  hindurchgeht.  Der  Derührungs|)unkt  eines  Projek- 
lionsstrahls  ist  daher  auch  als  derjenigi*  Punkt  aufzufassen,  in 
welchem  jener  von  sich  s«dhst  geschnitten  wird.  Man  könnte  das 
Dedenken  haben,  ob  auch  bei  einem  Projektionsstrahl,  welcher 
mit  di«.*sem  oder  j«*nem  andern  als  Träger  proj«*ktivischer  Punkt- 
reihen zur  Erzeugung  der  G«'sammtheit  der  Projektionsstrahlen 
zusamnn*nge(ässt  wird,  immer  «dn  und  derselbe  Punkt  als  Derfih- 
rungspunkt  bervorgebt;  di«*s  Dedenken  erb'digt  sich  dadurch,  dass 
immer  dieselbe  G«*sammtbeit  der  Proj«*ktionsstrahlen  resultirt, 
widche  Punktreihen  man  auch  als  «*rzeugende  anneiimen  mag; 
wenn  daher  bei  einer  Erzeugungsweisc  auf  einem  Projektionsstrahl 
nur  «‘in  einziger  Punkt  sich  vortindet  von  der  Desohalfenheit,  dass 
für  ihn  der  Projektionsstrahl  der  allein  hindurchgehende  ist, 
so  kann  b«d  einer  andern  Erzeugungsweis«*  kein  n<*uer  Punkt  der- 
s«*lben  BcjschalTenheit  auflr«*ten,  w«*il  di«*selbe  Gesammth«*it  von 
Pi'ujektionsstrahlen  wieder  auftritt.  Es  giebt  also  auf  jedem  Pro- 
jektionsstrahl nur  einen  <*inzig«*ii  bestimmtim  Deröhrungspunkt. 
Fassen  wir  nun  die  Gesanimtheit  der  Proj(‘ktionsstrahleri  in  der 
Weise  auf,  dass  wir  zwei  entspre<  h«*nd«*  Punkte  r r,  die  beiden 
Träg«*r  kontinuirlich  durchlaufen  lassen  und  auf  der  Verbindungs- 
linie V l’i , d.  h.  dem  Projektionsstrahl  .c,  den  jedesmalig«*!!  B«*- 
rührungspunkt  bestimmen,  so  wird  bei  di«*ser  B«*w«?gung  der 
Proj«*ktionsstrahr  a;  «*in  gewis.ses  (unendlich  grosses)  Gebiet  der 
Ebene  «lurchstreifen,  welches  alle  solche  Punkte  P enthält,  durch 
die  je  zwei  Projektionsstrahlen  gehen;  dieses  Gebiet  wird  be- 
grenzt von  einer  gewissen  Kurve,  dem  Orte  der  Berührungs- 
punkte auf  sämrntlichen  Ihmjektionsstrahlen ; durcli  jeden  Punkt  P 
di«*ses  Ortes  geht  nur  je  ein  Pr««jektionsstrahl  und  der  übrige 
Theil  «1er  Ebene  enthält  «laher  das  Gebiet  derjenigen  Punkte  P 
der  Ebene,  durch  welche  keine  IVojektionsstrahlen  gehen,  denn 
dieser  Theil  «ler  Ebene  wird  von  gar  keinem  Projektionsstrahl 
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gflrolFeii.  lis  giebt  also  zwei  Gebiete  der  Ebene,  das  eine  ent- 
hält nur  solche  Punkte  P,  durch  die  je  zwei  Projektionsslrahlen 
gehen,  das  andere  solche  Punkte  P,  durch  welche  kein  Projek- 
lionsstrahl  geht,  und  beide  Gebiete  werden  von  einander  getrennt 
durch  den  Ort  derjenigen  Punkte,  für  welche  es  immer  nur 
einen  hindurchgehenden  Projektionsstrahl  giebt;  diese  Grenzkurve 
ist  der  Ort  sämmtlicher  Berührungspunkte,  sie  heisst  das  Erzeug- 
niss der  beiden  projektivischen  Punktreihen  und  ist  der  eigent- 
liche Gegenstand  unserer  Untersuchung.  Wir  können  uns  ihre 
Entstehung  in  der  Weise  anschaulich  machen,  dass  wir  uns  die 
ganze  unendliche  Ebene  schwarz  denken  und  jeden  Projeklions- 
slrahl  als  unendlich  lange  gerade  Linie  von  weisser  Farbe;  die 
Gesammtheit  der  l’rojektionsstrahlen  wird  dann  einen  gewissen 
(unendlich  grossen)  Theil  der  Ebene  weiss  machen  und  den 
übrigen  Theil  schwarz  lassen;  die  Grenze  zwischen  dem  schwarzen 
und  weissen  Theil  der  Ebene  ist  eben  die  zu  untersuchende  Kurve. 
Dass  in  der  Tbat  die  Ortskurve  der  Berührungspunkte  die  Grenze 
zwischen  beiden  Gebieten  der  Ebene  bildet,  machen  wir  uns  noch 
in  folgender  Weise  klar:  Seien  a und  b irgend  zwei  Projektions- 
strahlen, a und  ß die  respektiven  Berührungspunkte  auf  ihnen 
und  s ihr  Schnittpunkt.  Halten  wir  den  einen  Projektionsstrahl 
u mit  seinem  Berührungspunkt  « fest,  verändern  aber  auf  ihm 
den  Schnittpunkt  s,  so  verändert  sich  der  zweite  I’rojektionsstrahl 
b und  der  ihm  zugehörige  Berührungspunkt  ß;  die  Verbindungs- 
linie aß  ist  eine  veränderliche  Sehne  der  Ortskurve,  deren  einer 
Endpunkt  a fest  bleibt,  während  der  andere  ß sich  auf  ihr  be- 
wegt. Rücken  wir  nun  mit  dem  Punkte  s allmählich  nach  a, 
bis  s in  a hineinfällt,  so  wird  auch  der  zweite  Projektionsstrahl 
b mit  a zusammenfallen  müssen,  denn  durch  er  giebt  es  nur  einen 
Projektionsstrahl;  der  Berührungspunkt  ß muss  aber  auch  in  a 
hineinfallen,  denn  der  Projektionsstrahl  a besitzt  nur  einen  ein- 
zigen Berührungspunkt  «.  Der  Projektionsstrahl  a ist  also  die 
Grenzlage  einer  veränderlichen  Sehne  aß,  deren  einer  Endpunkt 
a fest  bleibt,  während  der  andere  ß allmählich  auf  der  Ortskiirve 
nach  a hinrückt.  Eine  solche  Grenzlage  einer  veränderlichen 
Sehne  nennt  man  bekanntlich  Tangente  der  Kurve  und  den 
festen  Punkt  ihren  Berührungspunkt;  die  sämmtlichen  Projektions- 
strahlen sind  also  Tangenten  einer  gewissen  Ortskurve  und  die 
Punkte,  in  welchen  sie  die  Ortskurve  herühren,  diejenigen  Punkte, 
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welchen  wir  bcreils  oben  den  Namen  Berübrungspunkle  beigelegl 
buben,  woilnrcb  die  ßenennnng  gereclilfertigt  wird.  Da  nun 
jeder  Projektionsslrabl  Tangente  an  der  Ortskurve  ist  und  nur 
einen  Punkt,  den  Berübrungspunkt,  mit  ihr  gemein  bat,  so  bil- 
det die  Ortskurve  der  Berührungspunkte  die  Grenze  .zwischen 
denjenigen  beiden  (Jebieten  der  Ebene,  deren  eines  von  sümint- 
lichen  l‘rojektionsstrahlen  erfüllt  wird,  während  das  andere  von 
keinem  getroffen  wird.  Fassen  wir  das  gewonnene  Besullat  noch 
einmal  zusammen ; 

Die  Gcsammthcil  der  Projektionsstrahlcn  zweier 
projektivischer  Punktreihen  in  allgemeiner  Lage, 
deren  Träger  ebenfalls  ein  Paar  Projektionsstrahlen 
sind,  umh üll t [eine  gewisse  krumme  Linie,  welche 
mit  jedem  Projektionsstrahl  nur  einen  Punkt,  den 
Berührungspunkt,  gemein  hat  und  also  der  Ort  die- 
ser Berührungspunkte  ist.  Sic  zerthcilt  die  ganze 
Ebene  in  zwei  Gebiete,  deren  eines  von  allen  Projek- 
tionsstrahlen erfüllt  wird,  während  das  andere  von 
keinem  getroffen  wird,  oder  deren  eines  alle  solche 
Punkte  enthält,  durch  welche  je  zwei  reelle  Pro- 
jektionsstrahlen (Tangenten  der  Kurve)  gehen,  wäh- 
rend das  andere  diejenigen  Punkte  enthält,  durch 
welche  keine  Pro jektionsstrahlen  gehen.  Durch  jeden 
Punkt  der  Kurve  selbst  geht  nur  ein  Projektionsstrahl, 
die  Tangente  an  ihr.  Diese  als  das  Erzeugniss  zweier 
projektivischer  Punktreihen  definirte  Kurve  nennen 
wir  „Kegelschnitt“;  sie  ist  zweiter  Klasse,  weil  von 
einem  beliebigen  Punkte  der  Ebene  sich  höchstens 
zwei  Tangenten  an  sie  ziehen  lassen. 

Die  vorhin  für  die  Gesammtheit  der  Projektionsstrahlen  ge- 
fundenen Eigenschaften  lassen  sich  nach  dieser  Definition  als 
Sätze  für  die  Tangenten  eines  Kegelschnitts  aussprechen,  z.  B. : 
,, Irgend  zwei  Tangenten  eines  Kegelschnitts  werden  von  sämmt- 
lichen  in  zwei  projektivisclien  Punktreihen  geschnitten.“  Oder: 
,, Werden  irgend  sechs  Tangenten  eines  Kegelschnitts  zu  einem 
einfachen  Sechsseit  verbunden,  so  schneiden  sich  die  drei  Haupt- 
diagonalen desselben  in  einem  Punkte“  u.  s.  w. 
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§ 21.  Dio  Berührungspunkte  auf  den  Projektionsstrahlen. 

Es  ist  nun  /nnädisl  erforderlich,  den  Herrdirnngspiinkt  auf 
jedem  Projeklionsstrahl  zu  konslrniren,  um  uns  von  der  zu  un- 
tersucliendcn  Kurve  ein  ßild  yuicheu  zu  können.  Seien  vi  b c und 
Ol  b,  Ci  drei  Paar  entsprechende  Punkte  zweier  erzeugender  pro- 
jektivischer Punktreihen  also  aoj,  bbi,  cc,  drei  Projeklions- 

strahlen,  so  können  wir  die  § 10,  a)  angegebene  Konstruktion 
beliebig  vieler  anderer  Projektionsstrahlcn  dadurch  sehr  verein- 
fachen, dass  wir  die  Punkte  B und  in  ein  Paar  entsprechen- 
der Punkte,  z.  ß.  o und  0i  selbst  hineiuverlegen,  also:  wir  ziehen 
ol'i,  dCi  und  o,b,  o,c;  die  Schnittpunkte 

(ob,,  o,b)  und  (oc,,  o,c) 

bestimmen  eine  gerade  Linie  !^,  auf  welcher  sämmlliche  SchuiU- 
punkte  (or,,  <i,  r)  liegen  müssen,  nrnnlich  den  perspektivischen 
Durchschnitt  zweier  Strahlbüschel,  welche  in  o und  o,  ihre  Mit- 
telpunkte haben  und  respektive  mit  den  Punklreihcn  o,  b,  c,  . . . 
und  obe . . . perspektivisch  liegen,  also  projektivisch  mit  einan- 
der sind  und  perspektivisch  liegen,  weil  die  Verbindungslinie 
der  Mittelpunkte  zwei  entsprechende  Strahlen  enthalt.  Jeder 
Punkt  I dieser  Geraden  2 mit  o und  o,  verbunden  liefert  Strah- 
len o|  und  0]^,  welche  resp.  und  ^1  in  zwei  entsprechenden 
Punkten  r,  und  r trelfen,  also  den  Projektionsstrahl  a*  liefern. 
Die  Gerade  schneidet  aber  die  Träger  der  beiden  Punktreiheu 
in  zwei  IVmkten  f und  c,,  deren  entsprechende  nach  der  eben 
angegebenen  Konstruktion  in  dem  Schnittpunkte  der  beiden  Trä- 
ger vereinigt  liegen  müssen;  f,  und  c (Fig.  27);  da  nun  nach 
§ 20  diese  Punkte  f und  . 

Ci,  welche  den  im  Schnitt- 
punkte der  beiden  Träger 
vereinigten  Punkten  ent- 
sprechen, die  ßerührungs- 
piinkte  auf  diesen  Trägern 
als  Projektionsstrahlen  sind, 
so  geht  die  gerade  Idnie  2 
durch  die  gesuchten  ßerüh- 
rungspunkte  und  bestimmt 
dieselben;  da  es  aber  auf 
jedem  Projektiousstrahl  {wie  cc,  und  ff,)  nur  einen  ßerührungs- 
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jumkt  laicht,  s«)  hieiht  die  (leradc  ^ iiiiveräiulerl,  wenn  wir  zu 
ihrer  Koiislniklion  stall  der  Paare  aa,,  bb,,  cc,  irgend  welche 
andere  Paare  entsprechender  Punkte  nehmen;  also  gilt  der  Salz; 
Wenn  man  aus  zwei  pr o je k livischen  Punktreihen  ir- 
gend zwei  Paare  entsprecheitder  Punkte  r Vj  und  \)  i), 
heraus  nimmt,  so  liegt  der  Schnittpunkt 

(vbi.  rib) 

immer  auf  ein  und  derselben  festen  G eraden  lÜ,  welche 
durch  die  beiden  Berührungspunkte  der  T räger  beider 
Punklr eiben  hindurchgeht,  die  den  im  Schnittpunkte  ver- 
einigt liegenden  entsprechen. 

Dies  lässt  sich  auch  folgendermassen  als  Satz  aussprechen : 

• Sind  auf  einer  rieraden  drei  beliebige  IMinkleabc 
und  auf  einer  zweiten  (icraderi  drei  beliebige  Punkte 
a,b|C,  gegeben,  so  liegen  die  drei  Schnittpunkte 
(ab,,  a,b)  (bc,,  b,c)  (ca,,  c,a)  - 
auf  einer  Gera  den. 

Dieser  Satz  ist  einer  Erweiterung  fähig,  da  die  Zuord- 
nung des  einen  Tripels  von  PuidUen  zu  dem  andern  in  sechs- 
facher Weise  geschehen  kann,  weil  drei  Punkte  sechs  Vertau- 
schungen zulassen;  wir  erhallen  daher  sechs  solcher  gerader 
i/mieii,  die  in  eigenthümlichem  Zusammenhänge  mit  einander 
stehen;  bezeichnen  wir  bei  diesen  sechs  Zuordnungen  die  Schnitt- 
pniiktc  in  folgender  Weise: 


1. 

II. 

III. 

a b c 

a b c 

a b c 

a,b,c, 

b,c,a, 

c,a,b. 

(bc,,  cb|)  = 

(aa,,  cb,)  = «2 

(aa, , bc,)  = 0, 

(ca,,  ac,)  = /3;, 

(bb,,  ac,)  = ßi 

(bb,,  ca,)  = ß, 

(ab,,  ba,)  = y., 

(c  c, . ba,)  = y. 

(c.c,,  ab,)  = y. 

= £i 

= ^-2 

«1(^1  ?'i  = 

IV. 

V. 

VI. 

a b c 

a b c 

a b c 

a,c,b. 

c,  b,  a, 

b,a,c, 

(ac,,  ba,)  = ftf 

(ba,.  cb,)  ==  />, 

(ac,.  cb,j  = c. 

(ca,,  ab,)  = «2 

(ab,,  bc,)  — 62 

(ca,,  bc,)  = c.. 

(bb,.  cc,)  = «3 

(aa,,  cc,)  = />3 

(aa, , bb,)  = C3 

h^h.,h^  = 

r,c2C3  = Vfi 
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Aus  dem  Srlieina  I,  II,  III  lesen  wir  die  Identität  folgen- 
der nenn  Verbindungslinien  ah: 


o,  «2  = itvi, 

= cl'i 
a.^a^  = bcj 

und  aus  dem  Schema 
Linien 


ß^ß,  = bb, 
ß-2ß:i  = 
ßJl  == 

IV,  V,  VI  die 


a^h^  ==  brt, 


a^b.t  = abj 


h^c^  — c bl  b^c.,  = bc, 

r,«!  = ac,  C2»2  = CCti 

fulglidi  ist  z.  |j.  nach  Schema  IV. 


y\y-2  — tc, 

y.,y;i  = ba, 

y^yi  = ab, 

Identität  derselben  neun 

= cc, 

= aa, 


iß2ß:i>  y2y-.i)  = «I 
ßnßi*  y:\yd 
(ßiß2>  yiy-2)  = 

und  da  die  drei  Punkte  «j  //,  in  einer  geraden  liinie  V,  liegen, 
so  folgt,  dass  die  beiden  Dreiecke  ßiß.,ß:t  und  y,  perspekti- 
visch liegen  (nach  dem  im  11  bewiesenen  Satze),  d.  Ii. 
ßfyi»  ß2y2>  ß:\y-.\  drei  Linien  durch  einen  Punkt 

laufen;  ebenso  weil 

{a^b^,  a^b^)  = 

(öjCi,  b^c^)  = «3 
(ci«i,  c.^ö^)  = ß-A 


und  y;j  in  geradei  Linie  £,  liegen,  laufen  V,V5^,j  durch  einen 
Punkt.  Ls  laufen  also  von  den  sechs  erhaltenen  Linien 
drei  durch  einen  Punkt  und  die  drei  andern  ebenfalls 
durch  einen  Punkt  und  es  ist  unmittelbar  zu  erkennen,  dass  die 
lünfzehn  Geraden:  aa,,  ab,,  ac, , ba, , bb,,  bc, , ca,,  cb,,  cc, 
und  2, 222;j»  2,252«,  welche  sich  in  den  zwanzig  Punkten: 
«1  ß\  y\  «2  ß'i  y-2  |3;,  y3  //,  «2  «3  6,  ^2  />3  c,  Co  C3  und  den  beiden 

Schnittpunkten  von  2,  2^  2ß  und  24  25  2«  treffen,  genau  eine  solche 
Figur  bilden , wie  sie  am  Ende  des  1 1 beschrieben  ist. 

Der  vorige  Satz  lässt  sich  auch  in  anderer  Form  ausspre- 
chen, wobei  er  als  specieller  Fall  eines  allgemeineren  Satzes  auf- 
trill,  von  dem  [später  die  Bede  sein  wird.  Die  sechs  Punkte 
abc  a,  b,c,,  von  «lenen  drei  und  drei  auf  zwei  Geraden  liegen, 
lassen  sich  als  die  Ecken  eines  einfachen  Sechsecks  auffassen, 
z.  B.  ab|Ca|bc,;  in  dieser  Beihenfolge  erscheinen  ab,  und  a,b 
als  gegenüber  liegende  Seiten,  ebenso  bc,  und  b,c,  endlich  auch 
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ca,  nml  c,a;  <ler  obige  Salz  würde  also  auch  so  lauten:  Bei 
einem  einfachen  Sechseck,  dessen  Kcken  zu  drei  und 
drei  auf  zwei  geraden  Linien  liegen,  schneiden  sich  die 
gegenüber  liegenden  Seilen  in  drei  Piinklen,  welche 
auf  einer  Geraden  liegen,  und  die  sechs  Sechsecke,  welche 
sich  ans  denselben  Eck-Biinkten  hersteilen  lassen,  sind  folgende: 

f a b,  c a,  b c, 

J a c,  c b,  b a, 

[a  a,  c c,  b b, 

!a  C|  c a,  b b, 
ci  a,  c b,  b c, 
a b,  c c,  b a, ; 

die  für  die  ersten  drei  Sechsecke  erhaltenen  Geraden  laufen  durch 
einen  Ihinkt  und  die  für  die  andern  drei  Sechsecke  resultirenden 
Geraden  durch  einen  andern  Punkt.  — 

Kehren  wir  nach  dieser  .Abschweifung  zu  dem  Gegenstände  un- 
serer Betrachtung  zurück.  Die  Gerade  2 als  der  Ort  siimmllicher 
Punkte  (r\), , r,  l>)  geht  durch  die  Berührungsjuinkle  der  beiden  Trä- 
ger; es  bleibt  noch  übrig,  auf  jedem  andern  Projeklionsstrahl  den 
Berührungspunkt  zu  ermitteln;  seien  5151,  die  beiden  Träger,  welche 
von  irgend  drei  Projektionsslrahlen  aOe  respektive  in  den  Ihmkten- 
jtaaren  aa,,  bb, , cc,  getrolTen  werden,  so  gah  die  in  § 20  milge- 
liieille  Konstruktion  einen  beliebigen  andern  Projektiousstrahl  da- 
durch, dass  man  cb,  zog,  irgend  einen  Punkt  ^ dieser  Geraden  mit  a 
und  a,  verband;  a|  traf  ö in  ß,  a,|  traf  c in  und  war 
ein  Projektionsstrahl.  Fassen  wir  0 und  c als  die  Träger  zweier 
neuen  Ihinktreihen  auf,  welche  dieselbe  Gesammtheit  der  Pro- 
jektionsstrahlen liefern,  von  denen  a,  51  und  51,  drei  zur  Be- 
stimmung erforderliche  sind,  so  erscheinen  5i?,  als  entsprechende 
Punkte  ilieser  beiden  neuen  l'unklreihen,  und  um  den  Berührungs- 
punkt auf  zu  tlnden,  müssen  wir  denjenigen  Punkt  auf  b finden, 
welcher  entsprechend  ist  dem  Schnittpunkte  {/>,  c)  auf  dem  Träger  c. 
Wir  ziehen  also  von  a,  nach  dem  Schnittpunkte  (b,  c),  welche  Linie 
in  ^ die  Gerade  cb,  trifll,  so  wird  Strahl  b in  dem  gesuchten 

Berührungspunkte  t IrelVen.  In  gleicher  Weise  können  wir  den  Be- 
rührungspunkt auf  dem  Projektionsstrahl  c ermitteln;  wir  ziehen  von 
Ci  nach  dem  Schnittpunkte  (6,  c),  welche  Linie  in  die  Gerade  cb, 
trill't,  so  wird  den  Strahl  c in  dem  gesuchten  Berührungs- 
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punkle  t'  IroiriM).  Wir  können  aber  aiidi  die  Ilerrdirungsjninktc  auf 
h und  c gleichzeitig  finden,  indem  wir  b und  c als  Träger  und  «51^, 
als  drei  l'rojcktionsstrahien  aufTassen  und  dann  nach  der  vorhin 
angegebenen  Konstruktion  jene  Gerade  üi  ermitteln,  welche  der 
Ort  der  Punkte  (r\),,  x'ip)  ist  und  weiche  durch  die  beiden  Be- 
rührungspunkte auf  b und  c gehen  muss.  Die  vorige  Konstruk- 
tion vereinfacht  sich  wesentlich,  wenn  wir  statt  der  drei  Punk- 
tenpaare vi  Oj  b B>i  c c,  folgende  wählen:  c c, , ff,,  rr, , welche 
so  gewählt  sind  (Fig.  28),  dass  c und  f,  im  Schnittpunkte  der 
beiden  Träger  51  51,  ver- 
einigt liegen,  e,  und  f die 
Berührungspunkte  auf  5t, 
und  51  sind  und  xr,  ^dn 
beliebiger  Projektionsstrahl, 
des.sen  Berührung.spunkt  ge- 
sucht wird.  Die  Gerade  cb, 
wird  dann  fx,;  der  Schnitt- 
punkt (bb, , cc,)  wird  (ff,,  xx,).  d.  h.  der  Punkt  x;  a,  ist  der 
Berührungspunkt  e,  und  a ist  der  Schnittpunkt  c;  man  ziehe  also 
a,x,  d.  h.  c, X,  welches  fx,  in  ^ treffe,  so  wird  den  [’rojek- 

tionsstrahl  x X,  in  dem  gesuchten  Berührungspunkt  treffen  oder 
in  Worten:  Um  auf  irgend  einem  Projektionsstrahl  x x,  den  Be- 
rührungspunkt zu  finden,  verbinde  inan  die  Punkte  x und  x,  mit 
den  Berührungspunkten  f und  c,  der  beiden  Träger;  der  Scbnilt- 
punkt  (fx,.  e,x)  mit  dem  Schnittpunkt  der  Träger  cf,  verbunden 
liefert  eine  Gerade,  welche  den  Projektionsstrahl  xx,  in  dem  ge- 
suchten Berührungspunkte  trifll.  Dies  lässt  sich  auch  als  Satz 
folgendermassen  aussprechen : 

Die  drei  Verbindungslinien  der  Ecken  eines  von 
irgend  drei  Projektionsstrahlen  gebildeten  Dreiscits 
mi t den  Beruh ru ngspunk teil  in  den  gegenüber  liegen- 
den Seiten  schneiden  sich  in  einem  Punkle. 

Oder  wenn  man  nach  der  obigen  Definition  § 20  den  Kegel- 
schnitt als  Erzeugniss  der  beiden  projektivischen  Piinktreihen  und 
die  Projektionsstrahlen  als  seine  Tangenten  einführt: 

Die  drei  Verbindungslinien  <ler  Berührungspunkte 
irgend  dreier  Tangenten  eines  Kegelschnitts  mit  den 
;gegenüber  liegenden  Ecken  des  von  denselben  gebil- 
deten Dreiseits  schneiden  sich  in  einem  IMinkte. 


(Fig.  28.) 
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Marli  der  vorigen  Konstruklioii  lässt  .sich  sehr  eiulacii 
auf  einem  beliebigen  I’rojektionsstrabl  <ler  licrübriing.spiinkt  er- 
miltein,  da  die  }kn*ribriingspunkte  e,  f der  lieiden  Träger  durch 
die  oben  konstrnirte  (ierade  ^ bereits  gefunden  sind.  Es  ist  nicht 
nnnntz,  zu  bemerken,  dass  der  Hernbningspnnkt  atif  dem  Pro- 
jektionsslrabl  v T|  nach  der  obigen  Konstruktion  und  wegen  der 
Eigenschaft  des  vollständigen  Vierecks  Jl)  frV|C,  auch  als  der 
vierte  harmonische  dem  Scbnittjmnkte  der  Geraden  S zugeordnele 
Punkt  erscheint,  während  r Xj  das  andere  Paar  zugeordneter 
Ihinkte  sind;  wir  werden  hierauf  im  Machfolgenden  genauer  ein- 
gehen. 

Fassen  ^^ir  in  den  beiden  projektivischen  Punktreihen  21  9(, 
irgend  zwei  Projektionsstrahlen  u,  h auf,  welcJie  in  den  entspre- 
chenden Punkten  a a,  und  b b,  dieselben  trelTen,  so  liegt  <ler 
Schnittpunkt  (a  b, , b a,)  auf  derjenigen  Geraden  2,  welche  die 
nerrdirungspunkte  der  beiden  Träger  21  2fi  verbindet;  drehen  wir 
jetzt  aber  die  AufTassung  in  der  Weise  um,  dass  wir  a und  h 
als  Träger  zweier  erzeugenden  Punktreihen  und  2f  21,  als  Pro- 
jektionsstrahlen anschen , so  sind  nunmehr  a und  b ein  Paar  ent- 
sprechender Punkte,  ebenso  q,  und  b,  ein  zweites  Paar  entspre- 
chender Punkte;  folglich  wird  der  Schnittpunkt  (ab,,  Ojb),  wel- 
ches derselbe  Ibmkt  ist,  auch  auf  d(?r  Verbindungslinie  der  Ile- 
rfihrungspunkte  der  beiden  Projeklionsstrahlen  n und  b liegen 
miissen.  Wir  haben  daher  das  bemerkenswerthe  Hesultat: 

Sind  a a,  und  b b,  irgend  zwei  Projektionsstrahlen 
zweier  pr  ojek  livischer  Punktreiheii,  so  liegt  der 
Schnittpunkt  (ab,,  ba,)  in  gerader  Linie  mit  den  Be- 
rührungspunkten der  beiden  Projektionsstrahlen. 

Hieraus  folgt,  wenn  wir  den  einen  Projektionsstrahl  aa,  mit 
seinem  Berührungspunkt  « festhalten,  den  andern  Projektion.s- 
slrahl  b b,  und  seinen  Berührungspunkt  ß aber  der  projektivischen 
Beziehung  gemäss  bewegen  und  den  Schnittpunkt  (ab,,  ba,)  = ?', 
hezeichnen,  dass  der  Strahl  aß,  welcher  in  y,  die  feste  Gerade 
2 trilB,  und  der  Strahl  ob,,  welcher  auch  in  y,  der  Geraden  2 
begegnet,  hei  der  Bewegung  zwei  perspektivische  Strahlbüschel 
be.^chreihen ; also  wird  die  Punktreihe,  welche  der  veränderliche 
Projektionsslrahl  bb,  auf  dem  Träger  2(,  oder  auf  irgend  einem 
andern  Projektionsslrahl,  z.  B.  aa,  fixirt,  projektivisch  sein  müs- 
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seil  mit  «lein  Slnihlbuseli«;!,  welches  aß  |jesclireil)f.  Dies  giehl 
i'olgemJeii  Saty.: 

Die  Dunk  Ir  ei  he,  in  welclier  ein  heliehiger  von  der 
Gesam intheit  «1er  Drojeklionsstrahl  en  getroffen  vi  ird, 
ist  pro jckti visch  mit  dem  S(  rahihfisch el,  dessen  Mit- 
telpunkt der  Hernhrungspunkt  des  ersteren  un«l  des- 
sen Strahlen  nach  den  DerOhrungsp unk ten  säinml- 
licher  Drojcktionsstrahlen  hingehen. 

Fügen  wir  noch  einen  driUt'n  Droj«‘kti«m.sslrahl  c c,  hin7.n 
und  nennen  die  Derührungspunkte  auf  den  Dr«)jeklionsstrahleii 

aa,  b bj  c 
a ß y 

die  Schnittpunkt«* 

(bcj,  cbi)  = a,  (ca,,  ac,)  = (ab,,  ba,)  = y^, 

so  liegen  nach  dem  Vorigen 

a ß y^  \n  einer  (Ierad«*n, 

y ff,  - - 

y <v  /3,  - - 

und  auch  ßi  ' 

luimlich  in  der  Geraden  £.  Diese  sechs  Punkte  siiul  also  «lie 
Kcken  eines  vollständigen  Vierseits  und  hlldeu  eine  Figur,  wie 
wir  si«‘  in  § IH  kennen  gelernt  haben. 

Flaltini  wir  die  beiden  Projektionsstrahlen  a a,  und  b b,  mit 
ihren  ßerührungspunkten  a und  ß fest,  bewegen  aber  den  drit- 
ten Projektionsstrahl  c c,  der  projektivisriien  Beziehung  gemä.ss. 
so  verändert  sich  auch  sein  Berührungspunkt  y;  «*s  bew«;g«'ii  sich 
nämlich  die  Punkte  und  ß^  auf  der  feslen  Geraden  ^ und 
beschreiben  zwei  projektivische  Pnnktreihen,  w«‘il  sie  mit  den 
von  c und  c,  beschriebenen  Piinklreihen  perspektivisch  liegen; 
folglich  müssen  auch  die  Strahlen  a ß^  und  ß er,  projektivische 
Strahlbüschel  um  ’a  und  ß als  Mittelpunkte  beschreiben;  nun 
.schneiden  sich  aber  a ß^  und  ß a,  nach  dem  obigen  Schema  im 
Punkte  y,  dem  Berührungspunkt  auf  «lern  veränderliclu'ii  Projek- 
ti«>nsstrahl  c c, , folglich  erhalten  wir  den  wichtigen  Satz: 

Verbindet  man  irgend  zwei  Berü hru ngsp unkte  als 
Mittelpunkte  zw  eier 'Strahlbüschel  mit  sämmtlichen 
Berührungspunkten  «liircli  Sirahlenpaare,  so  erhält 
man  allemal  zwei  projektivische  Strahlbüschel. 
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Hiernach  erscheint  der  KegelscliniU , welchen  wir  als  das 
Erzeugniss  zweier  projeklivischer  Pmiktreiiieii,  d.  h.  die  von  der 
riesainnillieil  der  IVojeklionsslrahlen  umhülite  Kurve  deßnirt 
haben,  zugleich  als  das  Erzeugniss  zweier  projeklivischer  Strahl- 
büschel, d.  h.  der  Ort  des  Schnittpunktes  sämintlicher  Paare 
entsprechender  Strahlen.  Dieselbe  Kurve,  der  Kegelschnitt,  je 
nachdem  sie  als  eine  kontinuirliche  Reihe  von  Punkten  oder  als 
eine  kontinuirliche  Aufeinanderfolge  von  berührenden  Strahlen 
(Tangenten)  aufgefasst  wird,  ist  das  Erzeugniss  zweier  projekti- 
vischer  Strahlbüschel  oder  das  Erzeugniss  zweier  projeklivischer 
Punktreihon;  beide  Erzeugnisse,  welche  nach  der  in  unseren 
lirundbegriffen  liegenden  Diialifät  liehen  einander  stehen,  sind 
also  identisch. 

§ 22.  Zwei  projektivische  Strahlbüsohel  in  allgemeiner 

Lage. 

Den  in  den  beiden  vorigen  Paragraphen  durchgeführleii 
Retrachlungcn  sichen  ganz  analoge  zur  Seite,  welche  ihren  Aus- 
gangspunkt von  zwei  projeklivischen  Strahlbüschcln  in  allgemei- 
ner Lage  nehmen;  es  würde  ermüdend  sein,  diese  analogen  Be- 
trachtungen in  aller  Ausführlichkeit  zu  wiederholen;  vielmehr  ge- 
nüge es,  die  Resultate  liervorzuheben,  welche  ohne  jede  Schwie- 
rigkeit aus  dem  (iange  der  gleichlaufenden  Betrachtung  sich 
ergeben  und  welche  nur  kleine  Modifikationen  dadurch  erleiden, 
dass  au  Stelle  von  Strahl  Punkt,  au  Stelle  von  Verbindungslinie 
(oder  Projektionsslralil)  Schnittpunkt  u.  s.  w.  und  umgekehrt 
tritt.  Da  \\\r  aus  dem  Schluss  der  vorigen  Retrachtung  bereits 
wissen,  dass  das  Erzeugniss  zweier  projeklivischer  Slrahlbüschel 
in  allgemeiner  Lage  idenlisch  ist  mit  dem  Erzeugniss  zweier  pro- 
jektivischer  Puuktreihen,  welches  wir  Kcgcischuilt  genannt  haben, 
so  dürfen  wir  diese  Benennung  auch  für  das  jetzt  zu  unter- 
suchende Erzeugniss  in  .Anspruch  nehmen. 

Der  Ort  der  Schnittpu nkte  entsprechender  Strah- 
len zw  eier  projektivischerStrahlbüschel  in  allgemeiner 
(nicht  perspektivischer)  Lage  ist  ein  Kegclschni It,  welcher 
selbst  durch  die  Milteli>uiikte  B,  B^  der  beiden  Strahl- 
hüschcl  gehl;  denn  dem  Strahl  BB^,  als  dem  Slrahlbüschel 
(Z)’)  augehorig,  euLspricht  ein  beslimmler  durch  B^  gehender 


Der  Kegelschnitt  nls  Eiv.ougniss  projektivisclior  Ochihle.  21.  22.  |17 


Strahl,  also  ist  rin  Srhnillpiinkl  zweier  enlspreehender  Slrali- 
leii,  ehenso  B.  Sei<*n  a:.r,  zwei  enlsprechcmle  Strahlen  mul  v 
ihr  Schnittpunkt,  also  (/>  v)  = .r,  (/?,  v)  a',  und  bewegen  wir 
deii  Strahl  x um  B herum,  bis  er  zuletzt  auf  /?,  fallt,  so 
\vird  die  Sehne  7?, v des  Kcgelsclmitts,  welche  den  entsprechen- 
den Strahl  bildet,  .sieh  um  den  festen  Punkt  7>,  drehen,  bis  sie 
zuletzt  in  die  rirenzlage  der  Tangente  des  Kegel.schnitts  am 
Punkte/?,  fihergeht;  also  diejenigen  Strahlen,  welche  den 
in  der  Verbindungslinie  der  .Mittelpunkte  vereinigt 
liegenden  e n t s p r e c h e n , s i n d d i e T a n g e n t e n d es  Kegel- 
schnitts in  den  Mittelpunkten  der  St  ra  hl  hüschel. 

Man  kann  irgend  zwei  Schnittpunkte  entsprechender  Strahlen 
als  Mittelpunkte  zweier  neuer  Strahlhüschel  aimehmen,  «leren 
Slrahlenpaare  nach  srmnntlichen  Schnittpunkten  hingehen;  solche 
zwei  Strahlhüschel  sind  immer  projektivisch  und  je  zwei  Strahlen 
entsprechend,  die  nach  demselben  Schnittpunkte  gehen.  Oder: 

W e n n m a n irgend  z w e i P u n k t e e i n e s K e g e 1 s c h n i t ts 
mit  Scämmtlichcn  durch  Stralilenpnare  verbindet,  so 
erhalt  m a n all e mal  z w ei  p r oje k t i v i s c h e S t r a h I b n s ch e 1 . 
deren  entsprechende  Strahlen  immer  zw  ei  solche  sind, 
welche  nach  demselben  Punkte  des  Kegelschnitts 
gehen. 

Hieraus  folgt,  dass  der  Kegelschnitt  durch  fünf 
Punkte,  welche  w ill  k ührlich  angenommen  werden 
dürfen,  vollkommen  bestimmt  ist;  um  beliebig  viele  an- 
dere Punkte  desselben  allein  mittels  des  Lineals  zu  konslrniren, 
wähle  man  irgend  zwei  von  den  gegebenen  fünf  Punktj'ii  zu  Mit- 
telpunkten zweier  Strahlbüschel  und  ziehe  nach  den  andern  die 
drei  Paare  entsprechender  Strahlen ; dadurch  ist  die  jHojektivische 
nczichung  der  beiden  Strahlbüschel  vollständig  bestimmt  nnd  be- 
liebig viele  andere  Paare  entsprechender  Strahlen  sind  allein  mittels 
des  Lineals  zn  konstruiren  (§  10,  h);  die  Schnittpunkte  derselben 
werden  Punkte  des  Kegelschnitts  sein.  Dic.^^c  Konstruktion  führt 
zu  folgender  Pedingung  zwischen  irgend  sechs  IhndUen  eines 
Kegelschnitts : ^ 

Verbindet  man  irgend  sechs  Punkte  eines  Kegel- 
schnitts in  beliebiger  n eihenfolge  zn  einem  einfachr'n 
Sechseck,  so  schneiden  sich  die  drei  Paai'  gegenüber 
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Mögen  den  Seilen  in  drei  Punk  len,  welche  in  gerader 
Linie  liegen.  i'l*asca Tsclier  Satz.) 

Ferner  hesilzl  der  Kegelschnitt  die  charakteristische  Eigen- 
schaft, dass  eine  heliehige  Gerade  in  der  Ebene  ihn  iin 
Allgemeinen  höchstens  in  zwei  I*unkten  trifft.  Der 
Kegelschnitt  ist  daher  g 1 c i c h z e i l i g v o in  zweiten  Grade 
und  von  der  zweiten  Klasse,  da  der  Ort  eines  Punktes  in 
der  Ebene  von  solcher  lleschafl'enheil , dass  auf  einer  beliebigen 
ticraden  in  der  Ebene  sich  im  Allgemeinen  höchstens  n Punkte 
lies  Ortes  linden,  eine  Kurve  Grades  und  der  Ort  einer  ein- 
hrdlendeii  ('icraden  von  solcher  lieschaffenheil,  dass  durch  einen 
beliebigen  IMinkt  in  der  Ebene  im  Allgemeinen  höchstens  u Derfih- 
rimgsslrahlen  des  Orles  gehen,  eine  Kurve  Klasse  genannt  wird. 
Die  beiden  Schnillpunkle  des  Kegelschnitts  mit  einer  beliebigen 
Geraden  können  aber  auch  in  einen  zusammen  fallen  oder  zu 
exisliren  aufliören.  Di<*  sämmllichen  geraden  Linien  der  unend- 
lichen Ebene  zerfallen  dadurch  in  zwei  Kalegorien:  solche,  welche 
den  Kegelschnitt  nicht  trellen,  also  keinen  (reellen)  Punkt  mit 
ihm  gemein  haben,  und  solche,  weiche  den  Kegelschnitt  in  zwei 
(reellen)  1‘unklen  trellen;  diese  beiden  Kalegorien  werden  von 
einander  getrennt  durch  eine  einfache  unendliche  Heihe  solcher 
Gerailen,  welche  nur  einen  Punkt  mit  dem  Kegelschnitt  gemein 
haben,  oder  für  welche  die  beiden  Schnittpunkte  zusammen  fal- 
len; dies  sind  die  Tangenten  des  Kegelschnitts. 

Die  Konstruktion  der  Tangente  in  irgend  einem  Punkte  des 
Kegelschnitts  wird  leicht  aiisgeführt  mit  Hülfe  des  folgenden 
Salzes: 

Wenn  .rar,  und  //y,  irgend  zwei  Paare  en Isprechen- 
der  Strahlen  zweier  pro jekti visc her  Slrahlbüschel 
[IJ)  [Ii^)  sind,  so  läuft  dieVerbindungsliniederSchnilt- 
j) II II k le 

immer  durch  ein  und  denselben  festen  Punkt  S,  wel- 
cher zugleich  der  Schnittpunk  l der  beiden  Tangenten 
des  Kegelschnitts  in  den  Millelpiiiikt  en  //,  /?,  der 
S t r a h 1 1) ü sch el  ist;  oder  specialisirl: 

Wenn  a h c irgend  drei  durch  ei  neu  Punkt  gehende 
Strahlen  iinil  </,  ö,  c,  irgend  drei  durch  einen  zweiten 
Punkt  gehende  Strahlen  sind,  so  laufen  die  drei  Ver- 
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binilungslinien  der  Schnittpunkte 

[nb^,  Uyb)  (/yr,,  6,  c)  (c  , c,  «) 
durch  ein  und  deuseiheu  Punkt. 

Dieser  Satz  ist  einer  ganz  analogen  Erweiterung  fähig,  wie 
der  gleichlautende  in  §21;  die  Ausführung  sei  dein  Leser  ühcr- 
lassen. 

Mit  Hülfe  dieses  Satzes  wird  nun  in  jedem  Punkte  des  Ke- 
gelschnitts die  Tangente  zu  konstruiren  sein,  wenn  irgend  fünf 
zur  ßestimmung  desselhen  erforderliche  Punkte  gegehen  sind; 
sei  li  der  Punkt,  in  welchem  die  Tangente  gesucht  wird,  uml 
a b c die  vier  andern,  so  ziehe  man  die  Strahlen  Bo.,  B\^,  Bc, 
d.  h.  abc  und  B^o,  B^i\  B^c,  d.  h.  a^b^c^,  hestimine  die  hei- 
den  Linien  {nb^,  a^b)  [bc^,  b^c)  und  verhinde  ihren  Schnittpunkt 
mit  B,  alsdann  ist  diese  Linie  die  gesuchte  Tangente  in  B. 

Haben  wir  in  den  Mittelpunkten  BB^  der  den  Kegelschnitt 
erzeugenden  beiden  Strahlhüschel  die  Tangenten  f und  , d.  h. 
diejenigen  Strahlen,  welche  den  in  der  Verbindungslinie  BB^ 
vereinigten  Strahlen  und  e entsprechen,  gefunden,  indem  wir 
den  Punkt  S mit  B und  B^  verbinden,  so  lässt  sich  in  irgend 
einem  Schnittpunkte  x zweier  entsprechender  Strahlen  die 
Tangente  des  Kegelschnitts  auch  dadurch  finden,  dass  wir  den 
Punkt,  in  welchem  die  Verbindungslinie  (arc, , die  vereinig- 
ten Strahlen  e und  /*,  trilll,  mit  x verbinden,  welche  Linie  die 
gesuchte  Tangente  ist.  Dies  führt  zu  folgendem  Satz: 

Die  Seiten  irgend  eines  dem  Kegelschnitt  einhe- 
schriehenen  Dreiecks  treffen  die  Tangenten  an  den 
gegenüber  liegenden  Ecken  in  drei  Punkten,  welche 
in  einer  Geraden  liegen. 

Endlich  folgt  noch  der  Satz: 

Sind  aa^  und  b b^  irgend  zwei  Paar  entsprechende 
Strahlen  zweier  projektivischer  Strahlhüschel  und 
a,  b ihre  resp.  Schnittpunkte,  so  geht  die  Verbin- 
dungslinie {ab^,  0,6)  durch  den  S c h n i 1 1 p u n k t d e r beiden 
Tangenten  in  a und  b am  Kegelschnitt,  woraus  dann  der 
umgekehrte  des  analogen  Satzes  in  § 21  folgt: 

Das  Strahlhüschel,  welches  von  allen  Strahlen  ge- 
bildet wird,  die  einen  beliebigen  Punkt  mit  sä  mint - 
liehen  Punkten  des  Kegelschnitts  verhinilen,  ist  projek- 
tiv i sch  mit  der  Punk  treibe,  welrlie  auf  der  an  dem 
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ersten  Punkte  gezogenen  Tangente  d n r c Ii  die  T a n - 
geilten  an  sä  in  in  tli  dien  Punkten  <ies  k egeisdini  tts  lie- 
st! in  int  wird. 

Hieraus  ergielit  sich  schliesslich  von  entgegengesetzter  Seite 
wiederum  die  Identität  beider  Krzeugnisse,  indem  wir  linden,  dass 
sämmtlichc  Tangenten  des  Kegelschnitts  irgend  zwei 
derselben  in  zwei  projektivisclien  Punktreihen  tref- 
fen, indem  jede  auf  den  beiden  willkfihrlich  herausgenonimeuen 
zwei  entsprechende  Punkte  bestimmt. 

§ 23.  Identität  der  Erzeugnisse  zweier  projektivischer 
Punktreihen  und  zweier  projektivischer  Strahlbüschel. 

Obgleich  wir  bereits  aus  dem  Vorigen  die  Identität  lieider 
Indien  einander  stehenden  Erzeugnisse  erkannt  haben,  so  wollen 
wir  doch  dies  wichtige  Resultat  noch  einmal  auf  etwas  anderem 
Wege  allleiten,  indem  wir  dabei  zugleich  eine  Figur  vorfiihren, 
welche  eine  grosse  Zahl  von  Eigenschaften  des  Kegel.schnilts  zur 
Anschauung  bringt. 

Wir  gehen  von  zwei  projektivisclien  Punktreihen  aus,  deren 
Träger  91^,  seien,  und  nehmen  in  ihrem  Schnittpunkte  zwei 
nicht  entsprechende  Punkte  6 und  a,  vereinigt  liegend  an;  sei  a 
der  dem  it|  entsprechende  auf  dem  Träger  51,  so  erscheint  der 
Träger  91  als  Verhindungsstrahl  aop  d.  h.  als  Projektionsstrahl; 
durch  jeden  Punkt  r des  Trägers  9(  gehen  mithin  zwei  Projek- 
tiorisstrahlen,  nämlich  x r,  und  der  Träger  91;  die  einzige  Aus- 
nahme macht  der  Punkt  a;  für  ihn  fallen  beide  Projektionsstrah- 
len zusammen;  er  heisst  der  ßerührungspunkt  des  Projektions- 
strahls 91  und  ist  in  der  That  die  (Jrenzlagc  des  Schnittpunktes 
zweier  umiiittelliar  auf  einander  folgender  (unendlich  naher)  Pro- 
jektions-strahlen;  ebenso  gieht  es  auf  dem  Träger  9li  einen  ein- 
zigen bestimmten  1‘uiikt  b,,  welcher  dem  im  Schnittpunkte  lie- 
genden Punkt  b der  ersten  l^uiiktreihc  entspricht;  durch  b,  geht 
nur  ein  einziger  Projektionsstrahl,  der  Träger  91,  und  b,  heisst 
sein  Rei  ührungspunkt.  Wir  setzen  ferner  die  in  § 21  unali- 
hängig  bewiesene  Eigenschaft  der  beiden  projektivisclien  Punkt- 
reihen voraus,  dass  nämlich  der  Schnittpunkt  (vb,,  V|bN  i'i 
und  b\),  irgend  zwei  Paare  entsprechender  Punkte  bedeuten,  im- 
mer auf  derselben  festen  (’.cradcn  liegt,  welche  durch  die  beiden 
Rerrihrungspuiikte  o b,  der  Träger  geht. 
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Dies  vorausgeschickt,  denken  wir  uns  (Fig.  20)  auf  den  lici- 
den  Trägern  drei  Paar  entsprechende  Punkte  adj,  cc,  bb,, 
welche  zur  Bestimmung  der  Projektivilät  erforderlich  sind  und 
wobei  vi|  als  im  Schnittpunkte  (51,  51j)  liegend  angenommen  wird, 
also  a der  Beridiningspunkt  des  Trägers  51  ist,  willkfdirlich  ge- 
wählt, dann  wird  der  dem  andern  im  Schnitlpunkte  liegenden 
Punkte  b entsprechende  b,,  d.  h.  der  Beriihrungsj)imkt  von  51, 
in  der  Weise  konstruirt,  dass  wir  den  Schnilt])unkt 

(cb, , c,  b)  = X 

mit  a verhinden  und  den  Ihinkt  b,  aufsuchen,  wo  «liese  Verbin- 
dungslinie 51,  trilll.  Wir  haben  nun  auf  den  beiden  Trägern 
51 51,  vier  Paar  ent- 
sprechende Punkte 
ab  cb  und  a,b,  c,b,  und 
cs  gilt  die  Gleichheit 
des  Doppelverhältnisses 
(abeb)  ='(vi,b,c,b,); 
iler  Schnittpunkt  der 
beiden  Träger  hat  ei-  ^ 
neu  doppelten  Namen 
b und  a,.  Wir  denken 
uns  nun  den  Projek- 
tionsstrahl cc,  als  Trä- 
ger einer  neuen  Punkl- 
reihe  und  hezeiehnen 
ihti  in  diesem  Sinne 
mit  5I2;  "ir  machen 
nämlich  51,  und  51-2 
projektivisch  riicksicht- 
lich  der  Punktenpaare,  welche  die  andern  Projeklionsslrahlen  auf 
ihnen  bestimmen;  der  I’rojeklionsslrahl  51  Irilft  51,  und  5U  resp. 
in  a,  und  c;  wir  legen  nun  dem  c den  zweiten  Namen  hei; 
der  l*rojektionsstrahl  bb,  trilll  51,  in  b,  und  5I2  iu  demjenigen 
Punkte,  welchen  wir  b2  nennen;  endlich  liegt  im  SchnlUpunkle 
(51,,  51o)  derjenige  Punkt,  welcher  dem  Beriihrungspunkt  auf  dem 
Träger  51,  entspricht;  dies  ist  aber  der  Punkt  b,;  der  Schnitt- 
punkt (51,,  51o),  welcher  schon  den  Namen  c,  halle,  empfängt 
also  jetzt  in  dem  neuen  Sinne  den  zweiten  Namen  b2  und  die 
drei  I*aar  entsprechende  Punkte  Ojaj,  b,b2,  b,bo  beslimmen  die 
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gtuize  i»rojeklivi.scl»e  Beziehung  iler  beiden  neuen  Träger  51, 
so,  dass  jetzt  der  dem  Punkte  c,,  N^elclier  im  Sclinitlpunkt  liegt, 
cntspreclicndc  c,,  d.  h.  der  Beriihrungspunkt  bei  der  neuen  Be- 
ziehung von  51,  und  auf  die  Weise  gefunden  ^^ird,  dass  wil- 
den Schnittpunkt  (a,  t)2,  = V verbinden  und  den 

Punkt  aufsuchen,  wo  diese  Verbindungslinie  Irillt.  Wir 
haben  dann  auf  den  beiden  Trägern  51,  512  vier  Paar  cnLspre- 
chende  Punkte  o,b,c,fc,  und  a2I'2C2^2  Gleichheit 

der  Doppelverhältnisse  (a,b,c,b,)  = (^126202^)^  ^^**^^*^ 

(abeb)  = {a,b,C|b,)  = (a2b2C2b2),  "as  auch  nachträglich  aus  der 
Figur  leicht  veriücirt  werden  kann;  denn  es  bl  identisch 

(abeb)  = (babc) 

(§  G.  1),  ferner  (babc)  = (a,b,c,b,),  weil  diese  vier  Punklen- 
paare  in  Bezug  auf  den  Projeklion.^punkt  x perspektivisch  liegen; 
ferner  (vi,b,c,b,)  =(b,c,b,a,)  (§6,  1)  und  (b,  c,b,a,)  = (a2b2C2b.,), 
weil  diese  vier  i*unklcnpaare  in  Bezug  auf  den  Projeklionspunkt 
1/  perspektivisch  liegen,  folglich 

(abeb)  = '>]b,c,b,)  = 

Wir  denken  uns  endlich  den  vierten  Projek lionsstrahl  bb, 
als  Träger  einer  Punklreihe  und  nennen  ihn  in  diesem  Sinne 
5f;p  wir  machen  jetzt  5I2  ^1;,  projeklivisch  rücksichtlicli  der 

Paarc  entsprechender  Punkte,  welche  die  andern  Projektions- 
slraliien  auf  ihnen  bestimmen;  5(  Iritft  5I2  und  51^  in  a2  und  b; 
wir  legen  daher  dem  Punkt  b den  zweiten  Namen  bei;  51, 
Irilfl  5I2  t»‘d  5I3  in  den  Punkten  b^  und  b, ; wir  benennen 
daher  den  Punkt  b,  jetzt  Iv,;  endlich  liegt  in  dem  Schnittpunkt 
(5(2.  oder  b2  derjenige  Punkt,  welcher  dem  Berfihrungspunkt  Cj 
auf  5l>  bei  der  vorigen  Beziehung  entspricht;  wir  nennen  daher 
b2  jetzt  C;j  und  haben  drei  Paar  cntsprechcmle  Punkte  a^a;,, 
tsb^,  C2C;,,  welche  die  projeklivische  Beziehung  bestimmen,  so 
dass  jetzt  der  dem  Punkte  b2,  welcher  im  Schnittpunkt  (5(2.  51;}) 
liegt,  entsprechende  Punkt  bg  auf  5(3  in  folgender  Weise  gefun- 
den wird:  Wir  verhinden  den  Schnittpunkt  (a2b3,  a;}b2)  = a?  mit 
C2  und  bestimmen  den  Schnittpunkt  b;}  dieser  Verbindungslinie 
mit  51;,;  dann  haben  wir  auf  den  beiden  Trägern  5(2 
vier  Paar  entsprechende  Punkte  a2b2C2b2.  und  a^b;, C;,b;}  und  es 
gilt  die  Gleichheit  der  Doppelverhältnisse  (a2b2C2b2)  = (a;,b.,C;,b3) ; 
wir  haben  also  jetzt  die  vier  Doppelverhältnisse  einander  gleich' 
(abeb)  = (a,b,Cib,)  = (a2b2C2b2)  = febaCaba). 
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Hieraus  l'olgt  zuerst  (vibcb)  = uml  weil  iileuliscli 

(abcb)  = (bcba)  (§  <),  1),  dass  aucli  (b c b v\)  = (vi3  63 Cj bj ; b und 
03  fallen  aber  zusamiucii,  folglich  müssen  sich  cb3,  bc3  und  abs 
in  einem  Punkte  schneiden,  oder  weil  (clvj,  ist,  liegen 

ab3  tj  in  einer  Geraden;  zweitens  (a b c b)  = (a., b^ c.^ b2)  und  (abeb) 
= (cbab)  (§  0,  1),  also  (ebab)  = (fl2b2C2b2);  weil  nun  c und  a., 
Zusammenfällen,  so  müssen  sich  bb2>  ac.  und  b b2  in  einem 
Punkte  schneiden;  bezeichnen  wir  den  Schnillpunkt  (bb2,  bb2)=^^, 
so  liegen  folglich  ac.>  r in  einer  (ieraden;  endlich  ist  ((tib,c,b|) 
= »nd  (a,b,Cib,)  = (c,b,aib,)  (§6,  1),  also  (c^b,  a,  b,/ 

= {a3b3C3b3);  weil  aber  b]  und  (>3  zusammenfallen,  so  müssen  sich 
c,  vij,  a,C3  und  b,b3  in  einem  Punkte  schneiden;  mm  ist  <ler 
Schnitlpunkt  (Cja^,  VI1C3)  = i,  also  liegen  b,  b3  c in  einer  Ge- 
raden. >Vir  sehen,  dass  xt/z  nichts  anderes  sind,  als  die  drei 
Iliagonalpunkte  des  von  den  vier  Geraden  5151)5(2^3  gebildeten 
vollständigcu  Vierseits  und  erkennen  zugleich,  dass  das  Dreieck 
xt/z  koincidirl  mit  dem  Diagoiialdreieck  des  von  den  vier  J»e- 
rührungspunkten  ab|C2b3  gebildeten  vollständigen  Viertveks,  odei- 
dass  die  Derührungspunkte  paarweise  mit  den  Ihmkten  xyz  in 
gerader  J.inie*  liegen. 

Die  auf  die  beschriebene  Weise  hergestellte  Figur,  bei  der 
jede  der  vier  Geraden  5(51)512  5(3  vier  l’uiikte  enthält,  in  welchen 
sie  von  den  andeiii  und  sich  selbst  (Derührungspunkt)  gel rollen 
wird  und  irgend  zwei  von  ihnen  rücksichtlich  dieser  Punkte  pro- 
jektivisch  gemacht  sind,  bietet  noch  eine  zweite,  nicht  minder 
wichtige  Figenschaft  dar.  Fassen  wir  die  vier  Berührungspunkte 
auf  vib)C2b3,  so  sehen  wir,  dass  durch  je<len  derselben  vier 
Strahlen  gehen,  nämlich  einmal  der  Projektionsstrahl,  dessen 
Berührungspunkt  er  ist,  und  <lann  die  drei  Strahlen  nach  den 
drei  andern  Berührungspunkten  hin.  Bezeichnen  wir  diese  nun 
in  etwas  anderei-  Weise: 

% = a, 

ferner 

b)a  = O), 

ebenso 

Co  a = 0*2 , 

endlich 

= «3, 


ab)  = />,  ac2==e,  ab3  = <f, 

5(i  = ^>1 , b,  C2  = c, , b,  b3  = </, , 


Cob)  — , 5(<>  — f'-t  f Co  b3  — 


^('l  ^3»  ^3»  '^3  ^^3» 
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SO  (lass  also  <*  Strahlen  Doppeinaineii  halu'ii: 

/>  = c ~ a.,,  (1=  «3,  rf,  — b.^,  (l,  = 


mul 


rt  = >T(,  /^j  = , c'2  = '3(.2,  = 5(3 •, 


(laiiii  nndet  zwisclum  diesen  Strahlen  ein  ganz  analoges  Verhalt- 
niss  statt,  wie  vorhin  zwischen  den  (mit  deutschen  lUichslahen) 
gleichhenannten  1‘mdUen;  (JS  ist  nämlich  identisch  das  Doj))>el- 
vcrhällniss  [ahed]  = [bade)  und  zugleich  [bade)  — («,  b^t\  (/, ), 
weil  b und  r/,  zusannnentallen  und  dii;  drei  Schnittpunkte  [ab^), 
(f/c, ) = //,  {cd^)  = z in  gerader  lÄnie  liegen,  es  ist  also 
[nbed)  = und  in  gleicher  Weise 

[ab  cd)  = {n^b^c^d^)  = {a.,b.,r.^d.,)  = {<r^Ji.^c.^d..) , 

von  den  vier  Strahlhüscheln  sind  also  je  zwei  mit  einander  pro- 
jektivisch  und  zugleich  ist 

[ab  cd)  = (at'cl)); 

denn  die  vier  PuidUe,  in  welchen  das  Strahlhüscher  u if/cv/  von 
der  (leraden  i/z  getrollen  wird,  liegen  p(,TS[»ektiviscli  mit  dtm 
vier  Puiditen  fcafcc  und  hahen  x zum  Projeklionspunkte,  r(dglich 
ist  [abed)  — (babc)  = (abeb;.  Diese  eigenihümliche  Figur 
hielet  also  nur  einen  einzigen  Werth  des  Doppelverhältnisses  dar, 
welcher  sowohl  ITir  die  Punkte  der  vier  I’unktreihen,  als  auch 
für  die  Strahlen  der  vier  Slrahlhüschel  derselbe  ist. 

Lassen  wir  nun  eine  Dewegung  in  der  Figur  eintreten,  indem 
wir  den  Projektionsstrahl  bb,  oder  5(3  gemäss  der  projeklivischen 
D(?ziehung  der  beiden  ursprfinglich  arigenoininenen  Punktreilien 
die  ganze  Schaar  von  1‘rojektionsstrahlen  durchlaufen  lassen, 
so  durchlaufert  b und  bj  die  beiden  ursprünglichen  projeklivischen 
Piniktreihen;  es  verändern  sich  der  Schnittpunkt  b.,,  der  Be™ 
rührimgspunkt  b;,  und  die  drei'  Punkte  xyz\  dagegen  bleiben 
und  b,,  die  den  im  Schnittpunkte  liegenden  a, b entsprechen,  fest; 
der  Punkt  x durchläuft  also  die  feste  Dorade  ab,;  es  bleiben  c 
und  c,  fest;  ich  behaupte,  dass  auch  der  auf  die  oben  ange- 
gebene Weise  konslruirle  Berührungspunkt  Cj  fest  bleibt;  denn 
wegen  der  bekannten  Figeiischafl  des  vollständigen  Vierecks  (§  9) 
ab,c.,b;t  sind  die  vier  Strahlen  »rb,,  a'c., , xy  und  xz  vier  har- 
monische Strahlen,  also  die  vier  Ihinkte,  in  welchen  cc,  von  ihnen 
g(!schuitlen  wird,  vier  harnionische  Punkte,  d.  h.  c und  c, , der 
Schiiillpunkt  vcm  cc,  mit  der  festen  Geraden  ab,  und  der  Be- 


Der  Kegelschnitt  als  Krzeugniss  prujektivischcr  Gebilde.  23.  105 


rfiiirungspunkt  C2  sind  vier  liarmoiiisclie  Piinkle,  und  zwar  c und 
c,  zngeordnete;  es  giebt  aber- nur  einen  einzigen  vierten  liarino- 
nisciien  Punkt  zu  dreien,  von  denen  zwei  als  zngeordnete  fest- 
gesetzt sind  (§  8) ; folglicli  bleibt  der  in  obiger  Weise  konstriiirte 
Üerührungspindvt  C2  iinnier  derselbe,  wie  auch  der  vierte  Projek- 
tionsstralil  bb, , welcher  zu  seiner  Konstruktion  diente,  der  projek- 
livischen  Pezieluing  gemäss  sich  verändern  mag.  Hieraus  folgt, 
dass  der  Punkt  y bei  der  Pewegung  die  feste  Gerade  b,  c>  und 
der  Punkt  c die  feste  Gerade  ac.,  durchläuft;  da  c sich  auf  einer 
Geraden  bewegt,  so  sind  die  beiden  von  CjZ  und  b*  beschrie- 
benen Strahlbiischel  perspektivisch,  also  die  beiden  l’unklreihen, 
in  welchen  sie  die  Geraden  tind  3(2  projeklivisch ; mit- 

hin durchlaufen  die  Punkte  b und  b,  zwei  projektivische  Punkt- 
reihen, oder  die  beiden  Geraden  ^ und  5(2  "erden  von  di'r 
Gesaminlheit  der  Projektionsslrahlen  in  zwei  proj(*ktivisehen  Punkl- 
reihen  getroffen;  hätten  wir  andcTseits  ^3  feslgelialten  und  '>^2 
die  G^sammtheit  der  Projeklionsstrahlen  durchlaufen  lassen,  so 
würden  wir  in  gleicher  Welse  gefunden  haben,  dass  und  91;, 
von  sämmtlichen  Projektionsstrahlen  in  zwei  projektivisclien  Punkt- 
reihen getroffen  werden;  folglich  werden  auch  9I2  und  91;,  von 
sämmtlichen  IMojektionsstrahlen  in  zwei  projektivisclien  Punkt- 
reihen getroffen  und  wir  können  jetzt  den  allgemeinen  Satz  ans- 
sprechen : 

Irgend  zwei  Projektionsstrahlen  zweier  projek- 
tivischer  Punktreihen  werden  von  der  Gesamintheit 
der  I‘rojektionsstrahlen  immer  wieder  in  zwei  pro- 
jektivischen  lOinktreihen  getroffen  (§20).  Hierdurch 
verlieren  die  Träger  der  beiden  ursprünglichen  Punktreihen  ihre 
Hevorzngung  und  treten  in  die  Reihe  aller  übrigen  1‘rojektions- 
strahlen.  Ks  giebt  auf  jedem  Projektionsstrahl  einen  einzigen 
bestimmten  Punkt  (Rerührungspiinkt),  in  welchem  er  von  sich 
selbst  getroffen  wird;'  fasst  man  irgend  zwei  Projektionsstrahlen 
als  Träger  zweier  erzeugenden  Punktreihen  auf,  so  sind  ihre 
Rerührungspunkte  diejenigen,  welche  den  in  ihrem  Schnittpunkte 
vereinigten  Punkten  entsprechen.  Es  resultirt  immer  derselbe 
Rerührungspiinkt  auf  einem  Projeklionsstrabl , mit  welchem  andern 
als  Träger  zweier  erzeugenden  Ihinklreihen  man  ihn  auch  zu- 
sammenfassen mag.  Dies  .Vlies  folgt  unmittelbar  aus  der  vorigen 
Retrachtung,  aber  noch  mehr:  Weil  y und  c auf  den  beiden 
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lesleM  (ItTiideii  t,  c.,  iiiul  ac2  sitli  bewegen  und  beständig  in 
gerader  Linie  liegen  iinl  b (oder  fl,),  so  l»esclireiljen  sie  z\>ei 
perspekliviscb  liegende  Pnnklreiben,  Iblglieli  ay  und  b,i  zwei 
projekliviselie  Slrahlbiiseliel ; es  sebneiden  sieb  aber  ay  und  b,  z 
in  b, , dem  Ijerübnnigspnnkte  auf  dein  veräiiderlicben  vierten 
IVojektionsslrabl ; folglicli: 

Die  (lesainintiieit  der  lterribrnngs|)nnkte  ani'  den 
l'i’ojektionsstrablen  isl  von  solcher  Iteschafrenheil, 
dass,  wenn  man  irgend  zwei  von  iiinen  als  Mittel- 
[Minkte  zweier  Stra iil b nsebei  mit  sämmtlichen  durch 
Sti'ah I enpa ar e verbindet,  man  allemal  zwei  projek* 
tivische  Stralilbnschel  erhält  (§21).  Demjenigen  Strahl 
des  einen  Strahlbfischel«,  welcher  an!'  die  Verbindnngsliiiie  der 
Mittelpunkte  fällt,  entspricht  im  andern  Strahlhn.schel  der  Pro- 
jektionsstrahl, welcher  durch  diesen  Punkt  geht.  Ilieraiis  ergiebt 
sich,  wenn  wir  den  Ort  des  Schnittpunkts  entsprechender  Strahlen 
der  beiden  projektivischen  Strahlbfischel  verfolgen  und  diy  kon- 
linnirliche  Ueihe  der  Sclmittjinnkte  als  Kurve  anffa.ssen,  dass  der 
Strahl,  welcher  iler  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  in  dem 
einen  Strahlbfischel  entspricht,  nach  der  bekannten  Defmition  «ler 
Tangente  (§  20)  in  die  Tangente  dieser  Kurve  an  dem  Punkte, 
welcher  Mittelpunkt  des  andern  Strahlbfischcls  ist,  fibergeht.  Die 
I’rojektionsslrahloM  sind  daher  die  .sämmtlichen  Tangenten  der- 
jenigen Kurve,  welche  von  ihren  (sogenannten)  Rerfihrnngspnnkten 
gebildet  wird;  wir  erkennen  hieraus  die  nachznw eisende  Identität 
beider  Krzengnisse,  welchen  wir  den  gemeinsamen  Namen  Kegel- 
schnitt beigelegt  haben:  1)  der  Ort  des  Schnittpunkts  ent- 
sprechender Strahlen  zweier  projektivischer  Strahlbnschel  ist  der 
Kegelschnitt  als  kontinnirliche  Heilie  von  Punkten  anfgefasst; 
2)  die  von  den  sämmtlichen  Verbindnngsslrahlen  entsprechender 
1‘nnkte  zweier  projektivischer  Pnnkti’oihen  (Projektionsstrahlen) 
nmhfillte  Kurve  ist  der  Kegelschnitt  als  kontinnirliche  Heihe  von 
llei’fihrnngsstrahlen  i Tangenten)  anfgefasst. 

.Vns  der  obigen  (jleichheit  der  Doppel  Verhältnisse 

[ab  cd)  = (abeb) 

ergiehl  sich  bei  der  Dewegnng  von  d und  b schliesslich  noch 
das  Hesnilat: 

Die  Pn  nktreihe,  in  welcher  eine  beliebige  Tan- 
gente des  Kegelschnitts  von  der  rfCsammtheit  der- 
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selben  getrolleii  wird,  ist  proje kli visc h mit  dem 
Strahl  1)11  sc  bei,  dessen  Mitteipnnkl  der  Uernhrnngs- 
punkt  <ler  ersteren  und  dessen  Strahlen  nach  säininl- 
lichen  Berührungspunkten  hingehen,  indem  immer 
eine  Tangente  und  der  zugehörige  Berührungspunkt 
entsprechende  Elemente  bestimmen  (l§§  21  und  22). 

§ 24.  Der  Kreis  als  Erzougniss  projektivischor  Gebilde. 

Die  durch  die  vorige  Betrachtung  allgemein  nachgewiesene 
doppelte  Entslehungsweise  des  KegelschnilLs  findet  ihre  Bestä- 
tigung zunächst  hei  dem  aus  der  Eiemenlargeometrie  bekannten 
Kegelschnitt,  dem  Kreise,  und  die  doppelte  Erzeugung  des  Kreises 
durch  projeklivische  Gebilde  lässt  sich  ans  elementaren  Eigen- 
schaften desselben  unmittelbar  ableiten;  zugleich  wollen  wir  auch 
umgekehrt  die  Bedingungen  hieraus  ormilteln,  unter  welchen  zwei 
projeklivische  Strahlhflschel  oder  zwei  projeklivische  Dunkireihen 
einen  Kreis  erzeugen.  Wir  haben  bereits  in  § 15  diejenige 
elementare  Eigenschaft  des  Kreises  bennlzt,  welche  ihn  als  Er- 
zeugniss  zweier  projektivischer  Strahlbü.schel  erscheinen  läs.sl. 
Werden  irgend  zwei  Punkte  einer  Kreisperipherie  mit  allen 
übrigen  Punkten  derselben  abc  . . . r . . durch  Slrahlenpaare  ua^, 
bbi,  ccj  ....ra;,  verbunden,  so  bilden  diese  unter  .sich  gleiche  Winkel 
(oder  was  gleichbedeutend  ist,  Nebenwinkel),  d.  h.  («6)  ==  {(i^b^), 
(bc)  = {b^c^),  weil  sie  über  demselben  Bogen  sichen;  es  ist  also 
das  Doppelvcrhältniss  [nbex]  = oder  die  beiden  Slralil- 

büschcl  sind  rücksichllich  ihrer  Strahlenpaare  xx^  juo- 

jeklivisch  und  zwar- pro  jek  tivisch -gl  eich  (§  19,  c).  Sei  c 
der  Strahl  des  Strahlbüschels  (ß),  welcher  auf  ßZ?,  fällt,  so  muss 
nothwendig  auch  (xe)  = (a:, c,)  sein,  d.  h.  nach  bekannter  Eigen- 
.schaft  des  Kreises  ist  c,  die  Tangente  am  Punkte  B^ ; sie  bihh't 
mit  irgend  einer  durch  B^  gehenden  Sehne  a:,  einen  Winkel,  der 
gleich  dem  Periphcriewinkel  über  dieser  Sehne  ist;  also  die  dem 
vereinigten  Strahle  BB^  entsprechenden  Strahlen  beider  Strahl- 
büschel sind  die  Tangenten  in  B und  B^.  Es  ist  noch  wesentlich 
für  die  rmkehrung  zu  bemerken,  dass  die  den  Kreis  erzeugen- 
den beiden  Strahlbüschel  nothwendig  gleichlaufend  sind,  d.  h. 
denselben  Drehungssinn  (§  4)  haben,  wie  sich  aus  der  An- 
schauung (Tgicbt,  wo  wir  auch  die  Periplieriepunkte  BB^  an- 
nehmen mögen.  Nunmehr  können  w ir  auch  umgekehrt  schliessen : 
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Z Nv e i pr o j 0 k l i V i s 0 li - {i: I e i r li e u ii d g I e i c h 1 a ii f (mhJ <;  Strahl- 
hfiscliel  erzeugen  immer  einen  Kreis,  sobald  sie  sich 
nicht  in  perspektivischer  Lage  helinden;  denn  sie  sind  vollständig 
bestimmt  durch  ein  l’aar  eiiLsprechender  Strahlen  da  hinzu- 

gefügt  ist,  dass  sie  gleichlaurend  sein  sollen  (§  19,  c);  legt  man 
also  durch  die  Millelpunkte  />’ /y,  und  den  Schnittpunkt  a = («, «) 
(‘inen  Kreis,  so  liefert  jeder  reripheri(‘punkt  x zwei  enlsj)r(?chende 
Strahlen  .rx,  zweier  gleicher  und  gleichlaufender  Slrahlhüschel, 
welche  mit  den  angenommenen  identisch  zusammcnfallen. 

Anderseits  kann  der  Kreis,  als  die  (iesammtheit  seiner  Tan- 
genten aufgefasst,  auch  durch  zwei  projektivische  Ihmktreihen 

erzeugt  werden;  werden 
(l  lg.  ao.)  irgend  zwei  Tangenten 

des  Kreises  51  alsTrä- 
ger  zweier  INinktreihen 
genommen  (Fig.  8( ))  und 
habe  ihr  Schnitlpunkt 
den  doppelten  Namen 
cf|,  sind  also  C]  und  f 
die  llerühriingspunkte 
und  rv,  die  Schnitt- 
punkte einer  beliebigen 
dritten  Tangente  mit  51  und51i,  so  ist  die  projektivische  Kigen- 
schaft  der  von  r und  Xj  durchlaufenen  Punktreihen  leicht  zu 
erkennen,  indem  wir  die  I*unkle  v und  q,,  welche  den  unendlich 
enifernten  entsprechen  (§  12),  aufsuchen;  dies  geschieht  dadurch, 
dass  wir  zu  51  und  5(j  die  parallelen  Tangenten  ziehen,  welche 
in  V und  q,  die  ersteren  schneiden;  aus  bekannten  Figenschafteii 
des  Kr(‘ises  folgt  dann,  dass  das  von  diesen  vier  Tangenten  ge- 
bildete Parallelogramm  ein  lUiombus  ist,  dessen  Piagonalen  sich 
im  Mittelpunkte  M des  Kreis(.*s  schneiden  und  senkrecht  auf  ein- 
ander stehen;  folglich  ist  L xxM  — i f,q,A/;  also  auch  die 
.Neb(*nwinkel  gleich  Z.  vvd/ = /.  .l/vi,  X'j ; da  ferner  die  Winkel 
bid  XV,  und  c durch  die  Strahlen  .Vv,  Mx^,  A/c  halhirt  werden 
und  die  Summe  der  Winkel  des  Dreiecks  = IHO^',  also  die 
Summe  der  halben  Winkel  = 90<^  ist,  so  ist  der  Winkel  i ci  .V 
gleich  der  Summe  der  halben  Winkel  bei  x*  und  v, , , folglich 
i X V ,V  = i i A/V|  = L .l/q,V|;  folglich  sind  die  drei  Dreiecke 
ähnlich: 
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A XX M ^ A v/Vv,  cv  A 

wejjen  <1pi*  ('ileichljcMl  (Irr  Winkel;  die  IN’oporlioiialiljlt  der  Seiten 
liefert  daher  die  llcziehune: 


vv  , 

— - oder  V V . q,  y, 
v;i/  q,v,  " ‘ 


Mx  . il/qi- 


Aus  der  Kigenscliaft  des  konstanten  Hechtecks  vv.q,v,  er- 
kennen wir  nun  (§  12),  dass  die  von  yy,  dnrcidanfenen  1‘unkl- 
reilien  projektivi.srh  sind;  da  ferner  aus  hekannten  Kigenschaften 

A V A qi  f,  (1/,  also  ^ oder  y f . q,  f,  = Mx  . M q, ; 

folglich  sind  auch  der  Heruhrungspunkt  f und  der  Schnitlpunkt 
der  heiden  Träger  [j  zwei  entsprechende  Ihinkle  und  ehenso  cc,. 

Suchen  wir  nun  umgekehrt  die  Bedingungen  auf,  welche 
erforderlich  und  ausreichend  sind,  damit  zwei  projektivische  Punkt- 
reihen einen  Kreis  erzeugen,  so  sehen  wir  zunächst,  dass  heim 
Kreise 

cf  = ric, 

sein  muss,  dass  also  in  dem  Schnitl])unkle  der  heiden  erzeugenden 
fhinktreihen  zwei  solche  Punkte  c und  [,  vereinigt  liegen  müssen, 
welche  die  Endpunkte  entsprechender  gleicher  Strecken  sind.  Es 
gieht  nun  nach  § 12  ein  doppeltes  System  von  unendlich  vielen 
Paaren  entsprechender  gleicher  Strecken  hei  zwei  heliehigen  pro- 
jeklivischen  Punklreihen;  die  (‘inen  schliessen  die  Punkte  y und 
q,  ein,  die  andern  aus;  zur  Erzeugung  des  Kreises  wird  nur 
ein  Paar  der  zweiten  Art,  ührigens  aber  beliebig  gew’ählt  werden 
dürfen;  ferner  ist  auch  der  Winkel  zwischen  den  heiden  Trägern 
der  erzeugenden  Punklreihen  hestinnnt ; denn  hc*zeichnen  wir  den- 
selben mit  (p,  so  ist 


c y 


qp 

sin  ~ 
2 


cy 


li'h 
foli  • 


sin 


y;l/ 
q,  M 


sni 


•2 


: y.V.  q,  M — yy 

m 

t 

VC  . q,  c,,  und  da  q,  c,  = yf,  so  folgt 

2 T _ 


'll  V, 


.sin 


vr  , 


dadurch  ist  der  Winkel  zwischen  den  heiden  erzeugenden  Pimkt- 
reihen  abhängig  gemacht  von  den  Baten  der  projeklivischen  Be- 
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zioluiiig,  lind  da  diese  Relation  zwei  Wertlie  fnr  den  Winkel  cp 
liefert,  so  wird  es,  wenn  wir  den  Schnittpunkt  festlialten  und 
die  Richlung  der  Träger  verändern,  zwei  Mal  verkommen,  dass 
die  Punktreihen  einen  Kreis  erzeugen;  also  zusammen  gefasst: 

Zwei  beliebige  proj ek tivische  Punktreihen  können 
immer  so  gelegt  werden,  dass  sie  einen  Kreis  er- 
zeugen; hierzu  ist  es  nothwendig,  irgend  ein  Paar 
entsprechender  gleicher  Strecken  der  beiden  Punkt- 
reihen desjenigen  Systems,  welche  r und  q,  aus- 
schliessen  (§  12)  auszu\\ählen  und  zwei  nicht  ent- 
sprechende Endpunkte  derselben  in  dem  Schnitt- 
punkte der  beiden  Träger  zu  vereinigen,  endlich 
noch  die  Neigung  der  beiden  Träger  so  zu  bestimmen, 
dass  das  Quadrat  des  halben  Abstandes  der  Punkte 
V und  q,  von  einander  gleich  der  1‘otenz  der  projek- 
livischcn  Reziehnng  (vr  . qjVi)  wird  (was  auf  doppelte  Weise 
ge.schehen  kann). 

' § 25.  Eintheilung  der  Kegelschnitte. 

Um  uns  nunmehr  von  der  (lestalt  des  Kegelschnitts,  trete  er 
als  Erzengniss  zweier  projeklivischer  Strahlbnschel  oder  zweier 
projeklivischer  Pnnktreihen  auf,  ein  anschauliches  Bild  machen 
zu  können,  müssen  wir  einige  besondere  Umstände  näher  ins 
Auge  fassen,  welche  bei  den  erzeugenden  Gebilden  verkommen 
können.”  Gehen  wir  von  zwei  projektivischen  Strahlbnscheln 
in  allgemeiner  Lage  aus  und  denken  uns,  indem  wir  das  eine 
Strahlbnschel  B festlialten,  das  andere  B^,  ohne  es  um  seinen 
Mittelpunkt  zu  drehen,  parallel  mit  sich  fortgeschoben,  bis  /?, 
mit  B zusammcnfällt  (oder  was  «lasselbe  ist,  ziehen  wir  durch  B 
zu  sännntlichen  Strahlen  des  Strahlböschels  Parallele),  so  er- 
halten wir  in  B zwei  concentrische  projektivische  Strahlbüscbel, 
* wie  sic  in  § 14  genauer  nntersneht  worden  sind;  dort  sahen 
wir,  dass  drei  Fälle  eintreten  können:  entweder  1)  haben  die 
beiden  concentrischen  projektivLschen  Strahlbüschel  keine  zn- 
saminenfallende  enUsprechendc  Strahlen  (Doppelstrahlen),  oder 
2)  nur  ein  Paar  zusammenfallende  entsprechende  Strahlen,  was 
dann  das  besomlen^  I*aar  y nm)  oder  h und  /<j  .sein  muss, 
oder  3)  sie  haben  zwei  Paar  zn.sammenfallendc  entsprechende 
Strahlen.  Schieben  wir  mm  das  vSicahlbüscliel  /y,  wieiler  parallel 
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mit  .sicli  iii  sririt!  iirsprfm^lkhc  Lage  znrfirk,  so  werden  <lie  vor- 
inii  ziisammeiirallendcn  Strahlen  parallel  laui'on,  ihr  Schnittpunkt 
also  im  L’nemllichen  liegen.  Nach  den  vorigen  drei  Kategorien 
zerfallen  daher  die  Kegelschnitte  in  drei  Gattungen: 

1)  Ein  Kegelschnitt,  welcher  keinen  nnendlich-enti’ernlen  l’iinkl 
hat,  dessen  Punkte  also  sämmtlich  in  einem  endlichen  Stück  der 
Ebene  liegen,  heisst  eine  Ellipse;  sie  kann  nur  «hirch  zwei 
gleichlaufende  projektivische  Strahlbnschel  erzeugt  werden  (siehe 
das  Kriterium  § 14). 

2)  Ein  Kegelschnitt,  welcher  nur  einen  einzigen  unendlich- 
entfernten Punkt  hat,  heisst  eine  Para  hei;  sie  kann  nur  durch 
zwei  gleichlaufende  projektivische  Strahlhüschel  erzeugt  werden, 
welche  so  liegen,  dass  entweder  die  hesonderen  Strahlen  (f  und  7, 
oder  /{  und //|  parallel  laufen;  da  sämmtliche  unendlich  entfernte 
IMinkte  der  Ebene  auf  einer  Geraden  liegen  (§  IP)  und  die 
Parabel  nur  eineu  Punkt  auf  G^  hat,  .so  muss  6’,^  die  Tangente 
(Projektionsstrahl)  der  Parabel  sein  und  dieser  IMinkt  <ler  Ile- 
rülirungspunkt.  Die  Parabel  hat  also  nur  einen  unendlich  - ent- 
fernten Punkt  und  idue  unendlich- entfernte  Tangente. 

3)  Ein  Kegelschnitt,  welcher  zwei  unendlich -entfernte  Punkte 
hat,  heisst  eine  Hyperbel;  sie  kann  sowohl  durch  gleichlaufende, 
als  auch  durch  uugleichlaufende  Strahlbüschel  erzeugt  werden 
(je  nachdem  ihre  Mittelpunkte  sicli  aid’  demselben  oiler  auf  ver- 
schiedenen Zweigen  der  Hyperbel  betinden,  siehe  Ende  des  § 2<5); 
zwei  ungicichiaufende  Sti  ahlbüschel  erzeugen  immer  eine  Hyperbel. 

Aus  der  vorigen  Hetrachtung  geht  hervor,  dass  durch  parallele 
Verschiebung  der  Strahlbüschel  B ohne  Drehung  um  ihre  Mittel- 
punkte die  Gattung  des  Kegelschnitts,  ihres  Erzeugnisses,  nicht 
verändert  wird;  fallen  sie  zusammen,  so  erscheint  also  ihr 
gemeinschaftlicher  Mittelpunkt  als  specieller  Fall  einer  Ellipse 
(als  imaginäres  idnienpaar),  eine  einzige  gerade  Linie  (auf- 
zufassen als  zwei  zusainmenfallende  (ku'ade)  als  specieller  Fall 
einer  Parabel,  und  zwei  Gerade  (ein  Linienpaar)  als  specieller 
Fall  einer  Hyperbel.  Halten  wir  dagegen  die  Mittelpunkte  beider 
Strahlbüschei  7?/?,  fest  und  drehen  die  Strahlbüschel  .seihst  um 
ihre  Mittelpunkte,  ohne  die  projektivische  Dezi«*hung  zu  verän- 
dern, so  wird,  falls  die  Strahlbü.schel  nngleichlaufend  sind,  ihr 
Erzeugniss  auch  seine  Gattung  nicht  ändern,  sondern  be.stäudig 
iiyi  »erbel  sein;  es  künnen  aber  dabei  zw«‘i  besondere  Fälle  von 
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Intoressfi  eintreten;  cinmnl  uSmlich  wcnliMi  bei  der  hrelinng  zwei 
enb^prechende  Slnddeii  ;uif  die*  Verbindungslinie  der  MiUelpiinkle 
zu  liegen  kommen;  dann  werden  die  Slrablbfiscbel  |>erspeklivis(l) ; 
der  Orl  der  Sclinidpunkle  entsprechender  Strahlen  eine  gerade 
Linie  (der  perspektivische  Durchschnitt);  die  Punkte  der  Verbin- 
dungslinie der  Mittelpunkte  müssen  aber  auch  als  Punkte,  welche 
zwei  entsprechenden  Strahlen  gemeinschaftlich  sind,  angesehen 
werden;  mithin  degenerirt  die  Hyperbel  in  zwei  Gerade,  ein 
J.inienpaar,  von  den»  eine  die  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte, 
die  andere  der  j)erspektivische  Durchschnitt  ist.  Ein  zweiter 
besonderer  Fall  tritt  (du,  wenn  bei  der  Drehung  die  Strahlen  s 
und  .V,,  folglicJi  auch  / und  /,  in  parallele  Lage  gelangen,  d.  h. 
die  Schenkel  der  entsprechenden  rechten  Winkel  parallel  werden; 
eine  solche  Hyperbel,  bei  welcher  die  unendlich  entfernten  Punkte 
in  zwei  zu  einander  rechtwinkligen  Richtungen  liegen,  heisst 
eine  gleichseitige  Hyperhel;  sie  bietet  in  vielen  Beziehungen 
eine  Analogie  mit  dem  Kreise  dar;  denn  so  wie  der  Kr(  •iS  {%  24] 
als  das  Erzeugniss  zweier  gleicher  und  gleichlaufender  projek- 
tivischer  Slrahlbnschel  erscheint,  kann  die  gleichseitige  Hyperbel 
auch  als  das  Erzeugniss  zweier  gleicher  und  unglcichlaufender 
projektivischer  Strahlbüschel  aufgefasst  werden;  wenn  nämlich  zwei 
projektivisch  gleiche  aber  iinglcichlaufende  Strahlbüschel  ein  Paar 
entsprechende  Strahlen  parallel  haben,  so  haben  sie  nolhw endig 
mir  noch  ein  zweites  Paar  entsprechender  Strahlen  parallel, 
nämlich  <lie  mit  jenen  einen  Winkel  von  90*’  hilden;  da  aber 
zwei  ungleichlaufende  Strahlbüschel  immer  zwei  Paar  entsprechende 
Strahlen  parallel  haben,  so  stehen  deren  Richtungen  aiif  einander 
senkrecht;  die  unendlich  entfernten  Punkte  des  Erzeugnisses  zweier 
projektivisch -gleicher  ungleicldanfender  Strahlbüschel  liegen  also 
in  zwei  zu  einander  rechtwinkligen  Richtungen,  mithin  ist  dies 
Erzeugniss  eine  gleichseitige  Hyperbel.  Die  gleichseitige  Hyperbel 
kann  aber,  wie  wir  gesehen  hahen,  auch  durch  zwei  beliebige 
projektivische  Strahl büschel  erzeugt  werden,  nicht  so  <ler  Kreis. 

Sind  dagegen  zw  eitens  <lie  beiden  Strahl  büschel  2?i?,  gleich- 
laufend und  drehen  wir  dieselben  um  ihre  feslgedachteii  Mittel- 
punkte, ohne  die  projektivische  Beziehung  zu  verändern,  so  ver- 
ändert sich  der  Kegelschnitt  und  kann  Ellipse,  Parabel  und 
Hy|)erbel  werden.  Der  S|)ielrauni,  innerhalb  dessen  diese  ver- 
sebiedenen  Fälle  eintreten,  ist  leicht  zu  übersehen,  wenn  wir 
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nur  das  eiin?  Strahlhfiscliel  7?,  dreiion.  das  andere  B dagegen 
nnverändert  lassen.  Dei  dieser  Dreliung  kommen  einmal  g und 
in  parallele  Lage;  4 und  /t,  daufen  dann  aber  nicht  parallel,  weil 
hei  zwei  gleichlaufenden  projektivischen  Strahlhfischcln  unmög- 
lich gleichzeitig  g mit  und  h mit  A,  parallel  laufen  kann  (§  14); 
drehen  wir  nun,  mit  der  parallelen  Lage  von  g und  </,  heginnernl, 
für  welche  das  Lrzeugniss  eine  Parahel  wiial,  in  einem  oder  dem 
andern  Drehungssinne  das  Strahlhüschcl  herum,  so  wird  «las 
Erzeugniss  Ellipse  oder  Hypcrhel,  je  naclnlem  die  Richtungen 
von  g lind  h durch  die  Richtungen  von  A,  und  g^  getrennt  werden 
oder  nicht;  gelangen  wir  endlich  hei  fortgesetzter  Drehung  in  die 
l.age,  dass  A und  A,  parallel  wcnlcn,  so  entsteht  wieder  eine 
Parahel,  und  weiter  gedreht,  geht  das  Erzeugniss,  wenn  es  früher 
Ellipse  war,  in  «lie  Hyperbel  über,  oder  umgekehrt;  es  gieht  also 
zwei  Tinippen  von  Kegelschnitten,  welche  hei  dieser  Rewegung 
auftreten;  die  eine  enthält  lanler  Ellipsen,  die  andere  lauter 
Hyperbeln;  hei«le  Gru[)pen  werden  durch  zwei  Parabeln  von  ein- 
ander getrennt.  Unter  der  (Iriippe  von  Hyperbeln  tritt  einmal 
das  Linienpaar  auf,  wenn  die  Strahlhfiscliel  perspektivisch  werden, 
und  einmal  die  gleichseitige  Hyperbel , wenn  .v  und  .<?| , also  auch 
/ und  /,  parallel  werden. 

20.  Bedingungen  für  die  Erzeugung  der  verschiedenen 

Kegelschnitte  durch  zwei  projektivischo  Punktreihen. 

Rctrachlen  wir  anderseits  das  Erzeugniss  zweier  beliebiger 
projcktivischcr  Punklreihen,  so  erkennen  wir,  «lass  dasselbe  im 
.'Mlgemeinen  nur  Ellipse  o«ler  Hyperbel  sein  kann,  aber  nicht 
I’arahel;  «leim  da  die  l*arahel  «lerjenige  Kegelschnitt  ist,  welcher 
nur  einen  einzigen  unendlich -entfernten  Punkt  besitzt,  so  muss 
die  unendlich- entfernte  Geraile  G , da  sie  nur  einen  Punkt  mit 
diesem  K«‘gtdschnitt  gnncin  hat,  ein  Projektioiisstrahl  oder  eine 
Tangente  desselben  sein;  irgend  zwei  amlere  Tangenten,  als  Träger 
zweier  erzeugenden  Punktreihtm  anfgefasst,  wenlen  von  «ler  G^ 
in  «len  unendlich -entfernten  Ihmkten  getronen,  welches  mithin 
entspr«‘chcnde  Punkte  sein  müssen.  Zwei  Punktreihen,  deren 
unendlich -entfernte  Punkte  entsprechende  sin«l,  sind  aber  noth- 
wendig  |iroJcktivisch -ähnlich  (§  19);  also  s«*hen  wir,  «lass  ein«? 
Parah«‘l  nur  von  zw  ei  pro  jck  ti visch-ä h nlichen  Piinkt- 

Srli I <> 1 1*!' , Thi'ori«'  <1.  Ko^i'KHin. 
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reihen  erzeugt  werden  kann  und  immer  erzeugt  wird, 
sobald  sich  dieselben  nicht  in  perspektivischer  Lage  befinden; 
also  auch  umgekehrt:  Irgend  zwei# Tangenten  einer  Para- 
bel werden  von  allen  übrigen  in  zwei  projektivisch- 
ähnlichen  Punklreihen  getroffen.  (Hieraus  können  wir 
uns  leicht  ein  anschauliches  Bild  der  Parabel  durch  Zeichnung 
hersteilen,  indem  wir  (Fig.  31)  auf  einer  Geraden  eine  Anzahl 

von  aequidislanten  Punkten 
a 6 c b . . . und  auf  einer 
zweiten  Geraden  auch  eine 
gleiche  Anzahl  von  aequidi- 
stanten  Punkten  Oj  bj  c,  bj . . . 
annchmen  und  dann  die 
Projektionsstrahlen  aapbb,, 
ccj  . . . ziehen.)  Es  ist 
selhstvei*ständlich , dass  a 
forliori  auch  zwei  projek- 
tivisch -gl eiche  Punktreihen  immer  eine  Parabel  erzeugen, 
sobald  sie  nicht  perspektivisch  liegen.  Bemerken  wir  hierzu  noch, 
dass  die  Parabel  keine  zwei  im  Endlichen  »gelegene  parallele 
Tangenten  haben  kann;  denn  hätte  sie  zwei  parallele  Tangenten 
und  wir  fassten  sie  als  Träger  zweier  erzeugenilen  Punktreihen 
auf,  so' müsste  ihr  Schnittpunkt,  da  er  die  beiden  unendlich- 
entfernten  Punkte  dieser  Träger  enthält  und  dieselben  bei  der 
Parabel  euLsprechende  Punkte  sein  müssen , zwei  entsprechende 
Punkte  vereinigt  haben;  die  Punktreihen  wären  also  perspektivisch 
und  die  Projeklionsstrahlen  liefen  alle  durch  einen  Punkt,  was 
gegen  die  Vorau.ssetzung  ist,  dass  sie  eine  Parabel  umhüllen. 
Hie  Parabel  hat  also  keine  zwei  (im  Endlichen  liegenden) 
parallelen  Tan  geilten;  anderseits  kann  freilich  jede  Tangente 
mit  der  unendlich  entfernten  Tangente  als  [»arallel  ange.sehen 
werden,  weil  ihr  Schnittpunkt  im  Unendlichen  liegt. 

Um  das  Erzeugniss  zweier  beliebiger  projektivischer  Punkt- 
reihen, welche  nicht  ähnlich  sind,  genauer  zu  erkennen  und  ins- 
besondere um  zu  erfahren,  unter  welchen  Bedingungen  dasselbe 
Ellipse  oder  Hyperbel  wird,  da  es  Parabel  nicht  sein  kann,  suchen 
wir  auf  ilen  erzeugenden  Punktreihen  die  den  unendlich 

entfernten  Punkten  entsprechenden  (d.  h.  die  nurchschnitLspunkte 
der  Parailelstrahlen  § 12)  r und  q,  auf,  und  <la  diese  selbst  nicht 


(Fig.  31.) 
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in  die  Unendlichkeit  fallen  können  (denn  sonst  waren  die  Punkt- 
reihen ähnlich),  so  werden  die  durch  v und  qj  zu  und  ^ 
gezogenen  Parallelen  Projektionsstrahlen,  d.  h.  Tangenten  des 
Kegelschnitts  sein.  Da  inan  jede  beliebige  Tangente  als  Träger 
einer  erzeugenden  Punktreihe  auffassen  darf,  so  folgern  wir: 
Dei.KlIipse  und  Hyperbel  treten  die  Tangenten  paar- 
weise parallel  auf,  d.  h.  es  giebt  zu  jeder  Tangente  eine 
bestimmte  parallele  Tangente.  Seien  (Fig.  32)  c und  f,  die  in 
dem  Schnittpunkte  der  Träger  vereinigten  Punkte,  also  Cj  und  f 

die  Derfihrungspnnkte, 

, (fiff-  32.) 

so  muss,  wenn  r und  q, 

die  den  unendlich  ent- 
fernten Punkten  (rj  u.  q) 
entsprechenden  sind, 
weil  der  Schnittpunkt 
(rq,,  qr, ) mit  c,  und  f 
in  gerader  Linie  liegen 
muss  (§21)  und  dies  der 
unendlich  entfernte  Punkt  der  Verbindungslinie  rqi  ist,  <lie  Linie 
cf  mit  rq,  parallel  laufen;  die  Träger  und  die  durch  r und  q, 
gezogenen  Parallelstrahlen  bilden  also  ein  dem  Kegelschnitt  um- 
schriebenes Parallelogramm,  des.sen  Diagonale  rq,  der  Berfihrungs- 
sehiie  fc,  parallel  läuft;  sei  3 die  vierte  Kcke  dieses  Parallelo- 
gramms, so  lassen  sich  jetzt  auch  auf  den  Parallelstrahlen  die 
Herührungspunkte  leicht  ermitteln.  Detrachten  wir  nämlich  zwei 
parallele  Tangenten  und  fjq,  als  Träger  erzeugender  Punkt- 
reihen und  die  beiden  andern  als  Projektion.sstrahleii,  so  würden 
für  diese  Beziehung  v und  f,,  ebenso  <g  und  .q,  entsprechende 
Punktenpaare  sein,  also  der  Schnittpunkt  (rq,,  ^f,),  d.  h.  der 
Mittelpunkt  M des  Parallelogramms  müsste  auf  der  Berührungs- 
sehne der  beiden  parallelen  Tangenten  liegen;  c,;V  trifll  mithin 
den  Parallelstrahl  durch  r in  dem  gesuchten  Berührungspunkte  und 
ebenso  \M  den  Parallelstrahl  durch  q,  in  seinem  Berührungs- 
punkte und  es  folgt: 

Die  vier  Berührungspunkte  auf  «len  Seiten  eines 
dem  Kegelschnitt  u m heschri ebenen  Parallelogramms 
bilden  seihst  ein  Parallelogramm,  dessen  Seiten  <len 
Diagonalen  des  ersteren  jtarallel  laufen  und  dessen 
Mittelpunkt  mit  dem  des  ersteren  zusammenfällt. 

8^ 
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Dieser  Mittelpunkt  des  umschrieIxMien  Parallelogramms  ist  zugleich 
Mittelpunkt  des  Kegelschnitts  (§  32). 

L’m  nun  zu  erkennen , oh  der  erzeugte  Kegelsclmill  Ellipse 
oder  Hyperbel  ist,  fassen  wir  zunächst  zwei  parallele  Tangenten 
als  Träger  erzeugender  Punktreihen  auf.  Die  unendlich -ent- 
fernten Punkte  dieser  beiden  Träger  liegen  in  ibrem  Schnittpunkt 
vereinigt,  ihre  entsprechenden  r und  q,  sind  also  die  Berfibnings- 
pimkte  (Fig.  33);  irgend  ein  Projeklionsslrahl  rvi  hinziigefügl 

bestimmt  die  ganze  Deziehung;  den 
Berfihrungspunkt  auf  ibm  erhalte  ich 
nach  der  ßemerkung  in  § 21  da- 
\r  ~ <lurch , da.ss  ich  zu  dem  Schnittpunkt  a 


(Fig.  3.3.) 
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des  Projektionsstralds  xr,  mit  der 


Derfihrungssebne  r qi  den  vierten 
harmonischen  dem  a zugeordneten 
' Punkt  T konstruin;,  während  i Vt  das 

andere  Paar  zugeordneter  Punkte  ist;  es  wird  nun  nacbziisehen 
sein,  ob  t in  die  Unemllichkeit  gelangt  oder  nicht;  im  ersten 
Falle  würde  der  Kegelschnitt  Hyperbel,  im  andern  Ellipse 
sein.  Nun  kann  (§  8)  x nur  dann  in  die  rnendlichkeil  fallen, 
wenn  g in  die  Mitte  zwischen  rV|  zn  liegen  kommt;  g kann  aber 
überhaupt  nie  zwischen  v und  x, , also  auch  nicht  in  die  Mitte 
die.‘!cr  variablen  Strecke  zu  liegen  kommen,  sobald  die  beiden 
Ihmklreihen  ungleichlaufend  sind ; denn  alsdann  liegen  x und  x, 
immer  auf  gleich  gerichteten  Hälften  von  x und  q, . nändich  ent- 
we<ler  auf  den  beiden  Hälften  nach  links  oder  den  beiden  Hälften 
nach  rechts  (§  14);  also  der  Sc.lmitlpunkt  g durchläuft  von  der 
Verbindungslinie  rq,  «liejeiiigen  beiden  unendlichen  Stücke,  welche 
ausserhalb  der  Strecke  xqj  liegen,  er  kommt  also  nie  zwischen 
<lie  beiden  Parallelen  5191,  und  auch  nie  zwischen  die  Punkte  xx, 
auf  ihnen;  der  Derührungspunkt  x kann  daher  nie  in  die  Unend- 
lichkeit gelangen,  also  der  Kegelschnitt  ist  nothwendig  Ellipse. 
Wenn  «lagegen  die  beiden  projek livischen  Pnnklreihcn  auf  den 
parallelen  Trägern  5151,  gleichlaufend  sind,  .so  verhält  sich  die 
Sache  gerade  umgekehrt;  die  Punkte  xv,  liegen  auf  entgegen- 
gesetzt gerichteten  Hälften  von  t und  q, ; der  Punkt  g «Inrcblänft 
also  nur  die  endliche  Strecke  zwischen  v und  q,  und  liegt  daher 
immer  zwischen  xx, ; er  muss  zwei  Mal  in  die  Milte  von  xx, 
gelangen,  also  auch  von  vq,;  «leini  verbindni  wir  di(;  Milte  /)/  von 
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rq,  .mit  ileii  beiden  projekliviscbeii  Punklreihen,  welche  x nml  r, 
durchlaufen,  so  erliallen  wir  in  M zwei  concenlrische  projek- 
livische  Slrahlhüscliel,  welclie  ungleichlaufend  sind,  folglich  (§  14) 
immer  zwei  reelle  Doppelstrahlen  haben;  dieses  sind  aber  zwei 
Projektionsstrahlen,  die  sich  in  jV  halhiren;  ihre  Ilei fdirungsjumkte 
liegen  im  Unendlichen,  der  Kegelschnitt  ist  also  Hyperbel. 

Wir  haben  daher  gefunden,  dass  zwei  proj ek tivische 
Punktreihen,  deren  Träger  in  paralleler  Lage  sich 
befinden,  eine  Ellipse  erzeugen,  wenn  sie  ungleich- 
1 a'u f e n (1  sind,  d a g c g e n e i n e II  y (> c r b e 1 , w e n n s i e g 1 e i c li- 
laufeiid  sind.  (.\us  der  Eigenschaft  des  konstanten  Hechtecks 
rr-viir,  ergiebl  sich  folgender  Satz  in  Hezug -auf  den  Kegel- 
schnitt: «„Wenn  zwei  feste  parallele  Tangenten  desselben  von  einer 
veränderlichen  dritten  getrolTen  werden,  so  ist  das  Hechteck  aus 
den  beiden  Strecken,  welche  auf  den  festen  Tangenten  durch  die 
Keröhrungspunkte  und  die  Schnittpunkte  der  veränderlichen  Tan- 
genten begrenzt  werden,  konstant.“)  Aus  dem  gefundenen  Kriterium 
leitet  sich  nun  unmittelhar  ein  neues  für  den  allgemeinen  Eall 
ab,  wenn  nämlich  die  beiden  Träger  der  erzeugenden  PuidU- 
reihen  sich  nicht  mehr  in  paralleler  Lage  befinden.  Stellen  wir 
nunmebr,  wenn  cf,  in  dem  Schnittpunkte  der  Träger  vereinigt 
fiegen,  e,  und  f die  Herührungspunkte  und  r und  q,  die  Durch- 
schnitlspunkte  der  l*arallelstrahlen  sind,  also  fc,  j)arallel  vq,  (siehe 
oben  Fig,  32)  das  Parallelogramm  her,  welches  von  den  Trä- 
gern der  erzeugenden  Punktreihen  und  den  Parallelstrahlen  ge- 
bildet wird,  so  werden  nach  dem  Vorigen  die  Herührungspunkte 
auf  den  Parallelstrahlen  beslimmt , indem  man  f und  c,  mit 
dem  .Mittelpunkte  M des  Parallelogramms  verbindet  und  die  Schnitt- 
punkte dieser  Verbindung-slinien  mit  den  Parallelstrahlen  aufsuchl. 
Sei  t der  Herührungsjuinkt  auf  dem  durch  r gehenden  Parallel- 
strahl,’so  können  wir  die  parallelen  Tangenten,  deren  Herührungs- 
punkte c,  und  t sind,  als  Träger  der  erzeugenden  Punktreihen 
auffassen  und  wissen  aus  dem  vorigen  Kriterium,  dass  der  Kegel- 
schnitt Ellipse  ist,  sobald  r und  f,  auf  gleich  gerichteten  Hälften 
von  t und  c,  liegen;  da  nun  tf  parallel  der  zweiten  festen  Dia- 
gonale des  Parallelogramms  läuft,  ,so  muss  in  diesem  Fall  f 
zwischen  c und  v liegen  und  wir  schliessen  somit: 

Zwei  pro  jek  tivische  Punk  treiben  in  allgemeiner 
Lage  erzeugen  eine  Ellipse,  wenn  die  Herührungs- 


DIgitized  by  Google 


118 


Zweiter  Abschnitt. 


punkte  ilirer  Träger  f und  Cj,  welche  den  in  ihi^cm 
Sch nillpuukle  vereinigten  Punkten  c und  f,  ent- 
sprechen,  zu  den  Durchschnitlspuuklen  der  Parallel- 
straiileii  r und  q,  so  liegen,  dass  f zwischen  c und  v, 
also  auch  Cj  zwischen  fj  und  q,  liegt,  dagegen  eine 
Hyperbel,  wenn  f ausserhalb  der  Strecke  er,  also 
auch  c,  ausserhalb  der  Strecke  f,  q,  liegt,  oder  in  Worten: 
elliptische  Lage  findet  statt,  wenn  der  Berührungspunkt  zwischen 
dem  Schnittpunkt  der  beiden  Träger  und  dem  Punkte  r (oder  q,) 
liegt,  dagegen  hy[>crbolisrhc  Lage,  wenn  der  Berührungspunkt 
ausserhalb  der  Strecke  jener  beiden  Punkte  liegt. 

Hieraus  folgt,  dass,  wenn  wir  den  Schnittpunkt  der  Träger 
zweier  projektivischer  Punktreihen  festhalten  und  die  • projek- 
tivische  Beziehung  ungeändert  lassen,  die  Träger  selbst  aber  um 
ihren  Schuiltpunkl  drehen,  der  erzeugte  Kegelschnitt  seine  Gattung 
nicht  verändert,  d.  h.  Ellipse  bleibt,  wofern  er  es  einmal  war, 
und  ebenso  Hyperbel,  wohl  aber  seine  Form.  Dagegen  kann  der 
Kegelschnitt  seine  Gattung  verändern,  wenn  wir  die  Träger  in 
ihrer  Lage  festhalten,  die  Punktreihen  aber  mit  ihren  Trägern 
auf  sich  selbst  verschieben,  ohne  die  projektivische  Beziehung  zu 
verändern.  Verschieben  wir  nur  die  Punktreihe  5t  auf  ihrem  in 
seiner  Lage  festgehaltenen  Träger,  so  bleibt  der  Kegelschnitt 
Ellipse,  solange  f zwischen  fjr  liegt;  gelangt  f nach  f, , so  werden 
die  Puuktreihen  perspektivisch,  die  Projektionsstrahlen  laufen  also 
durch  einen  Punkt,  den  Projektionspunkt,  und  da  in  dem  Schnitt- 
punkt der  Träger  jetzt  zwei  entsprechende  Punkte  vereinigt  sind, 
so  muss  auch  jede  durch  ihn  gehende  Gerade  als  Projektions- 
slrahl  angesehen  werden;  in  diesem  Uebergangsfalle  degenerirt 
der  Kegelschnitt  in  ein  Punktenpaar  und  ist  sowohl  als  Ellipse, 
wie  auch  als  Hyperbel  anzusehen  (das  endliche  Stück  zwischen 
den  beiden  Ihmklen,  doppelt  gedacht  als  unendlich  dünne  Ellipse, 
die  beiden  unendlichen  Stücke  auf  der  Verbindungslinie  der  beiden 
Punkte,  welche  zu  beiden  Seiten  von  ihnen  liegen,  doppelt  ge- 
dacht als  unendlich  dünne  Hyperbel).  So  wie  bei  der  Erzeugung 
des  Kegelschnitts  durch  projektivische  Strahlbüschel  als  Ueber- 
gang  von  Ellipse  zu  Hyperbel  die  Parabel  auftrat,  zeigt  sich  hier, 
bei  der  Erzeugung  des  Kegelschnitts  durch  projektivische  Punkt- 
reihen, ein  neuer  Uehcrgaiig  von  Ellipse  zu  Hyperbel  durch  das 
Punktenpaar,  ein  Uebergang,  welcher  bei  geometrischen  Unter- 
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suchungen  häufiger  aufzutreten  pfiegt,  als  jener.  Seineben  wir 
nun  die  Punktreihe  ^ auf  ilirein  Träger  weiter  fort,  so  koniint 
f ausserhalb  f^r  zu  liegen,  der  Kegelschnitt  ist  also  nach  dem 
obigen  krileriuni  Hyperbel  geworden;  kommt  dann  v nach  f|,  so 
wird  r,  (oo),  d.  h.  der  unendlich-entfernte  Punkt  des  Trägers 
der  nerfihrungspunkt,  also  die  Tangente  der  Hyperbel  in  einem 
ihrer  unendlich-entfernten  Punkte.  Eine  solche  Tangente  in  einem 
der  beiden  unendlich  • entfernten  Punkte  der  Hyperbel  heisst 
.\symptote  der  Hyperbel.  Wir  können  es  leicht  einrichten, 
dass  die  Träger  der  beiden  erzeugenden  Punktreihen  die  Asymptoten 
der  Hyperbel  werden,  indem  wir  beide  Punktreihen  so  auf  ilireu 
Trägern  verschieben,  dass  die  Punkte  v und  qj  in  ihrem  Durch- 
schniltspunkte  vereinigt  werden ; dann  sind  die  ihnen  entsprechen- 
den, d.  h.  die  unendlich-entfernten  Punkte  die  Berührungspunkte, 
also  diu  Träger  der  erzeugenden  Punktreihen  die  Tangenten  in  den 
unendlich- entfernten  Punkten  oder  die  Asymptoten  der  Hyperbel. 

Mit  Hülfe  der  Asymptoten  können  wir  uns  leicht  ein  Bild 
der  Hyperbel  machen ; da  nämlich  in  ihrem  Schnittpunkt  die  be- 
sonderen Punkte  r und  q,  vereinigt  und  für  irgend  ein  Paar 
entsprechender  Punkte  das  Bechteck  rr  . q,ri  konstant  ist  (§  12), 
so  bleibt  auch  der  Inhalt  des  Dreiecks  konstant,  welches  von  den 
Asymptoten  und  einer  beliebigen  dritten  Tangente  der  Hyperbel 
gebildet  wird,  oder  jede  Tangente  der  Hyperbel  schliesst 
mit  den  beiden  .Asymptoten  ein  Dreieck  von  konstan- 
tem Inhalte  ein.  Das  konstante  Bccht-  (Fig.  34.) 

eck  aus  den  auf  den  Asymptoten  der 
Hyperbel  durch  eine  veränderliche  Tan- 
gente abgeschnitlencn  Strecken  heisst 
die  Poleiu  der  lly  per  bei.  Denken 
wir  uns  daher  die  beiden  Asymptoten  . 
und  eine  beliebige  dritte  Tangente  rxi 
gegeben  (Fig.  34),  wodurch  die  projek- 
tivische  Beziehung  vollständig  bestimmt 
ist,  so  erhalten  wir  leicht  andere  Tan- 
genten, indem  wir  von  r und  r,  in  irgend 
einer  Richtung  ein  Paar  Parallele  ziehen, 
welche  in  ly,  und  i;  den  Asymptoten  begegnen;  dann  ist  eine 
neue  Tangente,  weil  das  Dreieck,  welches  sie  mit  den  Asymptoten 
bildet,  denselben  Inhalt  hat,  oder  auch  weil  r^iyjsich  auf 
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der  Heriihrimgssehne,  d.  li.  hier  G*  helindel  (§  21).  Auf 
jeder  Tangente  isl  ferner  der  Iiernhrnngsj)unkt  der  Mit- 
telpunkl  zwischen  den  beiden  Schnitlpunklen  mit 
den  .Asyinplotcn,  weil  er  der  vierte  harmonisclie  dein  Schnitt- 
jiiinkt  mit  G«  zngeordnete  ist.  Verändern  wir  die  Kichtung 
der  durch  x und  r,  gezogenen  Parallelen,  so . können  wir 
leicht  so  viele  Tangenten  und  auch  Punkte  der  Hyperbel  (die 
Peridirungspunkte)  herstellen,  als  erforderlich  sind,  um  uns  ein 
liild  von  ihrem  Verlaufe  machen  zu  können.  Wir  sehen  hier- 
aus, dass  die  Hyperbel  in  zwei  in  Deziig  auf  den  Schnittpunkt 
dei*  Asymptoten  (vq,)  symmetrische  unendliche  Zweige  zerfällt, 
welche  ganz  in  zwei  Scheitelräume  der  von  den  .Asymptoten  ge- 
bildeten Winkel  hinein  fallen,  während  die  andern  hehlen  Schei- 
telräume leer  ausgehen;  die  Zweige  der  Hyperbel  liegen  nämlich 
in  denjenigen  Winkelräumen  der  Asymptoten,  w'elche  von  ent- 
sprechenden Hälften  (§  12,  Fig.  K3)  der  Träger  der  erzeugenden 
l’unktrcihen  eingeschlossen  werden.  Hie  Itichtungen  sämmtlicher 
Tangenten  der  Hyperbel  fallen  in  die  bei<len  andern  Scheitel- 
räume und  je  zwei  parallele  Tangenten  berühren  die  Hyperbel 
an  veischiedeiien  Zweigen;  die  Asymptoten  erscheinen  als  je  ein 
Paar  zusaininenlällende  parallele  Tangenten  und  trennen  diejeni- 
gen Winkelräume  von  einander,  welche  solche  lUchtungen  ent- 
halten, in  denen  es  Tangenten  an  die  Hyperbel  giebt,  und  solche, 
in  denen  es  keine  Tangenten  giebt.  Verfolgen  wir  den  Verlauf 
einer  Tangente  an  der  Hyperbel,  so  erkennen  wir,  dass  sie  sich 
\on  der  l..age  einer  Asymptote  kontinuirlich  bis  in  die  Lage  der 
andern  liewegt,  dann  aber  gewissermassen  ihren  HrehungssinH 
ändernd  wieder  in  die  J^age  der  ersten  Asymptote  zurfickkehrl; 
der  Herührungspunkt  durchläuft  dabei  die  beiden  Zweige  der 
Hyperbel  in  k o n tinuirlicher  Folge,  indem  er  zuerst  auf 
dem  einen  Zweige  bis  zu  dem  einen  unendlich-entfernten  Punkte 
der  Hyperbel  geht,  dann  aber  zu  dem  unendlich-entfernten  Punkte 
des  andern  Zweiges,  welcher  der  unendlich-entfernte  Punkt  der- 
selben Asymi>tote  ist,  iibergeht  (§  3),  sodann  den  andern  Zweig 
durchläuft  und  durch  den  unendlich-entfernten  Punkt  der  zweiten 
.Asymptote  zum  ersten  Zweige  wieiler  zurnckkelni.  In  diesem 
Sinne  haben  wir  uns  die  Hyperbel  als  zusammenhängende 
Kurve  zu  denken  (durch  die  unendlich  entlernten  Punkte)  und 
nicht  als  zwei  getrennte  Kurven,  und  nur  derartig  haben  wir 
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sic  zu  durchlaufen,  wie  die  Pfeile  in  Fig.  34  es  aiideuleii.  Wir 
erkennen  zugleicli  hei  diesem  Verlaufe,  dass,  wenn  wir  uns  die 
Hyperbel  als  Erzeugniss  zweier  projeklivischer  Slrahlhüschel  den- 
ken, die  Slrahlhüschel  gleichlaufend  sind,  sobald  ihre  Milteipunkte 
sich  auf  demselben  Zweige  der  Hyperbel  helinden,  dagegen  uu- 
gleichlaufend,  wenn  ihre  Milteljmnkle  sich  auf  verschiedenen 
Zweigen  der  Hyperbel  h<*finden.  Denken  wir  uns  die  vorhin  be- 
gonnene Verschiebung  <ler  Puuktreihe  auf  ihrem  in  seiner  Lage 
festgehallenen  Träger  Idrlgeselzt,  so  bleibt  das  Lrzeugniss  immer 
Hyperbel;  gelangt  r in  die  Unendlichkeit,  so  rücken  auch  f und  c, 
wie  überhaupt  alle  in  endlichem  Abstande  von  v lügenden  Punkte 
in  die  Unendlichkeit  und  es  tritt  der  eigenlhümliclns  in  § 19  er- 
wähnte Fall  der  parabolischen  Lage  beider  Puuklreihen  ein,  hei 
welcher  das  Erzeugiiiss  in  ein  Punktenpaar  zerfällt,  hier  den  un- 
endlich-entfernten Punkt  auf  ^ und  den  Punkt  qj  auf  der  (le- 
raden  Es  bleibt  noch  übrig,  die  Hedinguugen  zu  ermilleln, 

unter  welchen  zwei  projektivische  Punktreihen  eine  gleichseitige 
Hyperbel  zu  ihrem  Erzeugniss  haben.  Hierzu  haben  wir  nur  nö- 
Ihig,  die  besonderen  Punkte  r und  qj  in  dem  Schnittpunkte  der  bei- 
den erzeugenden  Träger  zu  vereinigen  und  die  Träger  seihst  zu  ein- 
ander rcchtwinkelig  zu  legen;  da  sie  nämlich,  wenn  r und  q,  in 
ihrem  Schnitlpunkl  vereinigt  sind,  die  .Asymptoten  der  Hyperbel  wer- 
den, so  hat  diese  ihre  unendlich -entfernten  Punkte  in  zwei  zu  ein- 
ander rechtwinkeligen  Hichtungen  und  ist  daher  eine  gleichseitige 
Hyperbel  (§  25).  Wir  kommen  aber  auch  auf  andere  Weise  zur 
gleichseitigen  Hyperbel:  Legen  wir  die  Träger  der  beiden  erzeugen- 
den Punktreihen  parallel  und  gleichlaufend,  beslimmeu  die  Punkte 
ntli*  Hl  bringen  die  parallelen  Träger  in  solchen  Abstand 
voneinander,  dass  die  Entfernung  rq,  = = 1^,  wird,  so  ist 

das  Erzeugniss  eine  gleichseitige  Hyperbel ; denn  sei  M die  Milte 
zwischen  r q, , so  liegen  g und  qj  Und  ebenso  ^ und  mit  M 
in  gerader  Linie,  weil  gv  = q,qj  = = ^jq^  folglich  sind 

qq,  und  ^1^,  nach  dem  Vorigen  die  Asymptoten  des  Erzeugnisses, 
weil  ihr  Herührungspunkt  im  Unendlichen  liegt,  und  sie  stehen 
auf  einander  senkrecht,  wenn  qv  = rl^  = \M  ist;  also  ist  das 
Erzeugniss  eine  gleichseitige  Hyperbed.  Legen  wir  endlich  zwei 
beliebige  projektivische  Punktreihen  so,  dass  in  ihrem  Schnitt- 
punkte irgend  zwei  nicht  entsprechende  i^inkte  c und  [,  vereinigt 
werden,  deren  eutsprechende  f und  c,  aber  so  heschaflen  sind, 
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dass  f ausserhalb  er  und  daher  auch  C|  ausserhalb  f, q,  liegt,  so 
lässt  sich  der  Winkel  (p  zwischen  den  beiden  Trägern  so  bestim- 
men, dass  sie  eine  gleichseitige  Hyperbel  erzeugen;  mit  Hülfe 
des  vorigen  Kriteriums  für  zwei  erzeugende  I’unktreihen  in  paral- 
leler Lage  und  durch  eine  elementare  Hechnung  linden  wir 
nämlich,  dass,  wenn  M die  Milte  zwischen  rqj  bedeutet,  für  die 
gleichseitige  Hyperbel 

rf . f,  q,  . cos  = xM' 

sein  muss,  also: 

Zwei  beliebige  pro jektivische  l*unk treiben  kön- 
nen immer  ito  gelegt  werden,  dass  sie  eine  gleichsei- 
tige Hyperbel  erzeugen;  hierzu  vereinige  man  ein 
1* a a r nicht  entsprechende  1* n n k t e cf]  in  ihrem  Schnitt- 
punkt, deren  entsprechende  c,  und  f so  liegen,  dass  f 
ausserhalb  der  Strecke  er  und  also  auch  C]  ausserhalb 
der  Strecke  f,  q,  liegt,  und  bestimme  den  Winkel  bei- 
der Träger  so,  dass  das  Quadrat  des  halben  .\bstandes 
der  Punkte  r und  qj  von  einander  gleich  wird  dem 
konstanten  Rechteck  der  projekti vischen  Beziehung 
(ir.qiTj),  multiplicirt  mit  dem  cos  des  Winkels  zw  i- 
schen  den  Trägern. 

In  den  besonderen  Fällen  qp  = 0 und  (p  = 90^  gehen  hier- 
aus die  beiden  vorigen  Entstehungsarten  der  gleichseitigen  Hyperbel 
hervor. 

Aus  der  Eigenschaft  der  Asymptoten  einer  Hyperbel  geht 
auch  die  Bestätigung  einer  in  § 20  (Anmerkung)  aufgestelllen 
Behauptung  hervor;  seien  und  ?l,  die  Träger  zweier  projekti- 
vischen  Punktreihen  in  perspektivischer  Lage  und  werden  die  in 
sich  fcslgehaltencn  Punktreihen  so  auf  ihren  resp.  Trägern  ver- 
schoben , dass  immer  zwei  neue  entsprechende  Punkte  x Vj  in 
dem  Schnittpunkte  der  Tr3|^er  vereinigt  werden,  so  wird  jedes- 
mal eine  neue  perspektivische  Lage  derselben  beiden  Punktreihen 
hervorgerufen  und  es  kann  nach  dein  Ort  des  Projektionspunktes 
für  alle  diese  perspektivischen  Lagen  gefragt  werden.  Um  ihn 
zu  bestimmen,  verfolgen  wir  die  Punkte  v und  qj,  ziehen  Paral- 
lele durch  sie  zu  den  festen  Trägern  und  erhalten  in  deren 
Schnittpunkte  B jedesmal  den  gesuchten  Projektionspunkt.  Weil 
nun  der  projektivischen  Beziehung  gemäss  vv  . q,).]  konstant  ist, 
so  behält  das  gezeichnete  Parallelogramm  konstanten  Inhalt  also 
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auch  die  durch  die  gegenüberliegende  Ecke  B zur  Diagonale  rq, 
gezogene  Parallele  bestimmt  mit  den  Trägern  ein  Dreieck 
von  konstantem  (vierfachem)  Inhalt,  umhüllt  also  eine  Hyperbel, 
deren  Asymptoten  ^ sind;  da  aber  B in  der  Mitte  zwischen 
den  Schnittpunkten  mit  den  beiden  Trägern  liegt,  so  ist  B der 
Derührungspunkt,  also  wird  der  gesuchte  Ort  eine  Hyperbel, 
welche  die  beiden  festen  Träger  zu  ihren  Asymptoten  hat. 

§ 27.  Das  einem  Kegelschnitte  umbesohriebene  Vierseit 
und  einbeschriebene  Viereck. 

Die  in  § 23  durchgeführte  Untersuchung  und  die  dort  in 
iletracht  gezogene  Figur  (Fig.  29)  zeigt  eine  Menge  von  Eigen- 
schaften des  Kegelschnitts,  von  denen  einige  hier  hervorgehoben 
werden  mögen.  Das  dort  gewonnene  Hesultat  lässt  sich  mit 
etwas  veränderter  Bezeichnung  so  aussprechen: 

Werden  (Fig.  35)  irgend  vier  Tangenten  eines  Ke- 


(Fig.  36.) 


gelschnilts  51336^1)  als  vollständiges  Vierseit  aufge- 
fasst, dessen  sechs  Ecken  seien 
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T>)  = a = h (6,  c 

{l),  iS)  = « {(5,  51)  = ß {%  = y 

n lul  (hissen  drei  lUagonalen  aa,  bß,  cy  sieh  in  den 
1*  u n k l en 

[bß,  cy)  = X [cy,  na)  = ij  [aa , bß)  = 2 

treffen,  und  werden  die  vier  Berührungspunkte  der 
vier  Tangenten,  resp.  mit  h c b bezeichnet,  als  voll- 
ständiges Viereck  aiifgefasst,  so  fallen  die  drei  I)ia- 
gonalpunkle  des  letzteren  mit  den  Ihinkten  xyz  zu- 
sammen, d.  h.  es  schneiden  sich 

(ab,  bc)  = a:  (bb,  ca)  = y (cb,  ab)  = 

Hieraus  geht  hervor,  dass  der  Kegelschnitt  vollständig  he- 
stimmt  ist,  sobald  von  ihm  vier  Tangenten  und  der  Berührungs- 
punkt aid‘  einer,  oder  vier  Ihinkte  und  die  Tangente  in  einem 
derselben  gegeben  sind,  was  auch  daraus  hervorgeht,  dass  mit 
diesen  Bestimmungsstücken  drei  Paar  entsprechende  Elemente 
zweier  projektivischer  Punktreihen  oder  Strahlhüschel  gegeben 
werden,  also  die  ganze  projektivische  Beziehung  heslimmt  ist. 
Wir  finden  die  Berührungspunkte  auf  den  andern  Tangenten, 
wenn  a auf  51  bekannt  sei,  indem  wir  aa;,  ay,  dz  ziehen  und 
ihre  Schnittpunkte  mit  ID,  (S,  93  aufsuchen,  oder  wir  finden  die 
Tarjgenten  in  beb,  wenn  5t  durch  a bekannt  ist,  indem  wir  die 
Schnittpunkte  yßn,  in  ^^(}lchen  5t  den  Verbindungslinien  a'y,  a'r, 
tjz  begegnet,  resp.  mit  den  andern  drei  Ecken  beb  verbinden. 

Wir  haben  ferner  in  § 23  gesehen,  dass  irgend  zwei  Tan- 
genten eines  Kegelschnitts  von  sännntlichen  in  zwei  projektivischeii 
Punktreihen  getrofTen  werden,  hei  denen  also  vier  Paar  ent- 
sprechende Punkte  denselben  Werth  des  Doppel  Verhältnisses  lie- 
fern. ln  unserer  Eigur  muss  also  eine  beliebige  fünfte  Tangente 
des  Kegelschnitts  von  5t  93  (S  ® in  vier  solchen  Punkten  getrollen 
wtM’den,  welche  denselben  Werth  des  Doppelverhältnisses  liefern, 
wie  die  vier  Schnittpunkte  ayßa  oder  yhab  u.  s.  f.,  also  schlies- 
sen  wir  umgekehrt: 

Sämmtliche  der  ade,  welche  vier  feste  der  ade 
9t  93  (S  ID  iu  vier  solchen  IMinkten  treffen,  dass  der 
Werth  des  Doppel  Verhältnisses  der  sei  ben  (bei  beliebiger, 
aber  festgehaltener  Zuordnung.  ^ 5)  konstant  h leiht,  um- 
hüllen einen  bestimmten  Kegelschnitt,  welcher  auch 
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il  i c V i 0 r festen  G e i*  a d e n I»  e r n li  r t , oder  anderseits : S ä nnn  t - 
liehe  Punkte,  welche,  mit  vier  festen- Punk  ten  aheb 
verbunden,  vier  Strahlen  liefern,  deren  Doj)|)elver- 
hältniss  (hei  heliehiger,  aber  festgehallencr  Zuordnung)  kon- 
* staut  bleibt,  liegen  auf  einem  - bestimmten  Kegel- 
schnitt, w e 1 c h e r a 11  c h durch  die  v i e r g e g c b e n e n P ii  n k t (• 
geht. 

Ist  der  Werth  tles  Doppelverhältnisses  bei  bestimmter  Zu- 
ordnung gegeben,  so  ist  der  Kegelschnitt  nach  dem  Vorigen  ein- 
deutig bestimmt  und  leicht  zu  ermitteln.  Kin  besonderer  Fall 
ist  hierbei  von  Int(.*resse,  nämlich  wenn  der  Werth  des  Doppel- 
verhältuisses  = — 1 ist,  also  harmoni.sche  Beziehung  auflritl 
(§  8);  wir  erhalten  aus  dem  Vorigen  folgende  Sätze: 

Sind  vier  beliebige  Gerade  91 23  6 5)  in  der  Ebene 
gegeben  und  wird  eine  Gerade  gesucht,  vvelche  von 
ihnen  in  vier  harmonischen  Punkten  getroffen  werde, 
so  besteht  der  Ort  derselben  aus  den  sämmtlichen 
Tangenten  von  drei  bestimmten  Kegelschnitten,  weiche 
selbst  die  vier  gegebenen  Geraden  berühren;  es  las- 
sen sich  nämlich  die  vier  Geraden  auf  drei  Arten  in 
z w e i P a a r e t h e i 1 e n , w e 1 c h e d i e g e s u c h t e G e r a <1  e i m m e r 
in  zugeor d neten  Punk te n treffen,  9123  und  (5 T),  9f6un<l 
23'J),  23^  und  91'5);  für  jede  dieser  «Irei  Zuordnungen 
besteht  d e r 0 r t d e r g e s ii  c h t e n G e r a <1  e n a u s d e u s ä m m t - 

t 

liehen  Tangenten  eines  Kegelschnitts,  welcher  dem 
Vier  se  i t 9l23Cv^)  ein  beschrieben  ist  und  dessen  Berüh- 
rungspunkt auf  je  einer  ilieser  vier  Tangenten  gefun- 
den wird,  indem  man  zu  den  drei  Schnittpunkten  mit 
<len  andern  den  vierten  harmonischen  Punkt  aufsucht. 
Oder  anderseits: 

Süll  ein  Punkt  gefunden  werden,  dessen  Verbin- 
dungsstrahlen mit  vier  festen  Punkten  abeb  vier  har- 
monische Strahlen  sind,  so  besteht  der  Ort  desselben 
a u s d r e i b es t i m m t e n K e g e I s c h n i 1 1 e n , w e I c h e de m V i e r - 
e c k a b c b u m b e schrieben  s i n d , j e n a c h d e m m a n d i e n a c h 
ab  und  cb,  oder  nach  bc  und  ab,  oder  nach  ac  und  bb 
hingehenden  Strahlenpaare  als' z ugeor dnet  aunimmt. 
Für  jeden  dieser  «Irei  Kegelschnitte  wer  «len  die  Tan- 
genten in  «len  Punkten  abeb  gefunden,  indem  man  je 
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einen  derselben  tnil  den  drei  andern  verbindet  und 
den  vierten  barnionisclien  Strahl  aufsucht.  (Es  ist  leicht 
crsichtlicii,  dass  von  solchen  drei  Kegelschnitten  enhveder  a)  alle 
drei  Hyperbeln  sind,  wenn  nämlich  die  vier  Punkte  abeb  so 
liegen , dass  einer  innerlialh  des  von  den  drei  andern  gebildeten 
Dreiecks  sich  befindet,  oder  h)  zwei  Hyperbeln  und  der  dritte 
Ellipse  ist,  wenn  nämlich  die  vier  Punkte  a b c b so  liegen,  dass 
jeder  ausserhalb  des  von  den  drei  andern  gebildeten  Dreiecks  sich 
befindet.) 

Solche  drei  dem  Vierseit  einheschriebene  oder  dem  Viereck 
umbeschriebene  Kegelschnitte  heissen  harmonische  Kegel- 
schnitte und  umgekehrt  heissen  vier  harmonische  Tangen- 
ten eines  Kegelschnitts  vier  solche,  welche  alle  übrigen  in 
vier  harmonischen  Punkten  trelFen,  und  vier  harmonische 
Punkte  eines  Kegelschnitts  vier  solche,  welche  mit  einem 
beliebigen  andern  Punkt  des  Kegelschnitts  verbunden  vier  har- 
monische Strahlen  liefern.  Es  ist  leicht,  auf  einem  gegebenen  Kegel- 
schnitt vier  harmonische  Punkte  oder  vier  harmonische  Tangen- 
ten an  demselben  auf  unzählig  viele  Arten  zu  ermitteln,  und  aus 
§ 23  geht  zugleich  hervor,  dass  vier  harmonische  Tan- 
genten eines  Kegelschnitts  in  vier  harmonischen  Punk- 
ten desselben  berühren  und  umgekehrt.  Vier  harmonische 
Punkte  auf  einem  Kegelschnitt  müssen  nämlich  immer  so  liegen, 
dass  die  Verbindungslinie  zweier  zugeordneten  durch  den  Schnitt- 
punkt der  Tangenten  in  den  beiden  andern  zugeordneten  Punkten 
hindurchgeht,  und  hieraus  folgt,  dass  es  zu  zwei  beliebigen 
Punkten  eines  Kegelschnitts,  welche  als  zugeordnete  gewählt  wer- 
den, unendlich  viele  andere  Paare  zugeordneter  Punkte  giebt, 
die  mit  jenen  beiden  immer  vier  harmonische  Punkte  des 
Kegelschnitts  hilden,  und  dass  die  Verbindungslinien  (Sehnen)  aller 
dieser  Paare  durch  einen  festen  Punkt  laufen. 

Kehren  wir  zu  der  allgemeineren  Eigur  von  vier  beliebigen 
Tangenten  eines  Kegelschnitts  und  den  vier  Berührungspunkten 
zurück,  so  können  wir  das  Vierseit  festhalten  und  das  Viereck 
verändern , oder  auch  das  Viereck  festhalten  und  das  Vierseit  ver- 
ändern. Ersleres  geschieht,  indem  wir  einen  Berührungspunkt  a 
die  feste  Tangente  51  durchlaufen  lassen,  letzteres,  indem  wir  uni 
eine  Ecke  a die  Tangente  51  drehen.  Wir  erhalten  dadurch  eine 
Schaar  von  unendlich  vielen  Kegelschnitten,  welche  dieselben  vier 
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Tangenten  hahon,  nntl  ein  Büscliel  von  unendlicli  vielen  Kegel- 
schnitten, welche  durch  diesclhen  vier  Punkte  gehen,  auf  deren 
Untersuchung  wir  aber  erst  im  dritten  Abschnitt  näher  cingehen 
wollen.  Für  jetzt  genüge  es,  indem  wir  die  vier  Tangenten 
festliaiten,  zwei  Kegelscimilte  ins  Auge  zu  fassen,  welche 
in  den  Punkten  al'cb  und  dieselben  vier  Tangenten  be- 

rühren; für  das  zweite  Viereck  a'b’c’b’  gilt  natürlich  ganz  das- 
selbe, wie  für  das  erste;  seine  Diagonalpuiikte  sind  also  auch 
xyz\  insbesondere  schneiden  sich  vib  und  in  z.  Weil  nun 
atnjz  vier  harmonische  Punkte  sind,  also  yn,  yor,  yy,  yz  vier 
harmonische  Strahlen  und  (aa*,  bb’)  = y ist,  so  muss  (ab*,  ba‘) 
auf  dem  vierten  harmonischen  Strahle,  d.  h.  yy  oder  xy  liegen 
(§  9).  Die  vier  von  a ausgehenden  Strahlen  a (b’a’bc)  treffen 
also  die  vier  von  b ausgehenden  b (aH'cb)  in  vier  Punkten  der- 
selben Geraden  xyy\  wir  erhalten  daher  zwei  perspektivische 
Strahlbüsche)  und  nach  § 0.  1 sind  mithin  die  beiden  Strahl- 
büschcl  a(a’b’cb)  uml  b (a’b’cb)  projektivisch,  folglich  liegen 
die  sechs  Puijkte  abcbvi'b*  auf  einem  Kegelschnitt;  in  gleicher 
Weise  zeigen  wir,  dass  auch  a b c b vi' auf  einem  Kegelschnitt 
liegen  müssen  und,  da  dieser  durch  fünf  Punkte  schon  bestimmt 
ist  (§  22),  auf  demselben  Kegelschnitt;  folglich  liegen  alle  acht 
Punkte  abeb  a'bUH’  auf  ein  und  demselben  Kegelschnitt,  oder: 
Die  acht  Berührungspunkte  von  irgend  zwei  dem- 
selben Vierseit  einbeschriebenen  Kegelschnitten  lie- 
gen allemal  auf  einem  neuen  Kegelschnitte. 

In  gleicher  Weise  wird  der  analoge  Satz  bewiesen: 

Die  acht  Tangenten  in  vier  gemeinschaftlichen 
Punkten  z weier  Kegelschnitte  berühren  allemal  einen 
neuen  Kegelschnitt. 

Diese  beiden  demselben  Vierseit  einbeschriebenen  Kegel- 
schnitte bieten  noch  andere  Figenthümliclikeiten  rücksichtlich  der 
Lage  ihrer  Berührungspunkte  zu  den  Gegenecken  des  Vierseits 
und  den  gegenseitigen  Schnittpunkten  der  beiden  Kegelschnitte 
dar,  deren  nähere  Untersuchung  uns  hier  zu  weit  führen  würde. 
(Vergl.  Steiner:  Lehrsätze,  Crolle’s  Journal  für  reine  und  an- 
gewandte Mathematik.  Bd.  44  Seite  275  u.  Bd.  45  Seite  219.) 

Auch  wollen  wir  hier  nicht  auf  eine  allgemeine  Kigenschaft 
de.sjenigen  Kegelschnitts,  welcher  die  acht  Berührungspunkte 
zw(!ier  demselben  Viei'seit  einbeschriebenen  Kegelscimilte  enthält, 
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eiiigelioii,  \V(‘il  dlesdhc  aus  spälereii  Helrachlungon  unniillelitarcr 
luM’vorlrill  (§  31  und  § öö).  >Vir  könukMi  aus  der  in  dio.scin 
Paragraplieu  uutersurlitcn  Figur  leicht  zu  den  sogenannten  Polar- 
Figcnschaflen  des  Kegelschnitts  übergehen,  ziehen  es  indessen 
vor,  dieselben  etwas  .später  aus  ursprünglicheren  lletrachtungen 
ahzideiten. 

§ 28.  Das  Hoxagrammum  mysticum  und  dio  Stoiner’scho 

Erweiterung  desselben. 

Wir  haben  bereits  22)  gesehen , dass  im  Allgemeinen  fünt 
Punkte  zur  Hestimmung  des  Kegelsehnitts  nothwendig  sind  und 
dass  er  durch  dieselben  eindeutig  bestimmt  wird.  Damit  sechs 
Punkte  auf  demselben  Kegelschnitt  liegen,  ist  eine  Hedingung 
zwischen  ihnen  erforderlich,  welche  darin  he.steht,  da.ss,  wenn  die 
Punkte  mit  hezeichuel  werden,  die  beiden  Strahl- 

hüschel  von  je  vier  Strahlen 

B (ci  b c b)  =:  /?,  (a  b c b) 

dasselbe  Doj>pelverhaltniss  haben;  diese  Hedingung,  «Icren  Um- 
kehrung zulässig  ist,  haben  wir  bereits  oben  anders  aufgefassl 
und  <laraus  das  von  Pascal  mit  dem  Namen  Ilexagraunnmn 
mysticun)  hczeichnete  Theorem  geschlossen,  auf  welches  wir  jetzt 
noch  einmal  näher  eingehen  wollen. 

Ziehen  wir  die  Verbindungslinien  ab  und  ac  und  lassen  die 
erslere  von  den  vier  Strahlen  B (a  b c b)  und  die  letztere  von  den 
vier  Strahlen  /?,  (abeb)  treflTen,  so  erhallen  wir,  weil  jene  Doj)- 
pelverhältnisse  gleich  sind , auf  ab  und  ac  vier  Paar  entsprerhen- 
der  Punkte  zweier  projeklivisehen  Punktreihen,  nämlich 

a b {Bi,  ab)  (/^b.  ab) 

a (/?,  b,  ac)  c 

da  der  Sehnitlpunkl  a zwei  entsprechende  Punkte  enthält,  so 
sind  di(!  Punktreihen  in  perspektivischer  l.age,  also  die  Verhin- 
duiigslinien  entsprechender  Punkte  laufen  durch  einen  Punkt,  d.  h. 

//,  b Bi  [(/?b,  ab),  {/^,b.  ac)] 

laufen  durch  einen  Punkt,  oder  was  dasselbe  sagt,  die  drei 
Punkte 

{B^h,  Bi)  (/?b,  ab)  (/;,b,  ac) 

liegen  auf  einer  (leraden ; diese  drei  Punkte  lassen  sich  aber  als 
SchiiitlpuidJe  gegenüber  liegender  Seilen  eines  einfaclnm  Sechs- 
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ecks  aiifras.sen,  dessen  Ecken  in  gewisser  Heilienfolge  die  sechs 
Punkte  des  Kegelschnitts  .sind;  in  der  That  dieses  Sechseck  lautet: 

2?,  l'  a c /?  b 

und  wir  schliessen  daraus:  Werden  sechs  Punkte  eines 

Kegelschnitts  in  irgend  welcher  R ei  he  n folge  zu  einem 
einfachen  Sechseck  verbunden,  so  liegen  die  drei 
Schnittpunkte  der  g egeiiii  h erli  egenden  Seilen  auf 
einer  Geraden. 

Dieser  Salz  ist  offenbar  auch  uinzukehren:  Liegen  die  drei 
Schiiilt|Hinklc  von  drei  Linienpaaren  auf  einer  Geraden  und  man 
fasst  dieselben  als  die  gegenüberliegenden  Seilen  eines  einfachen 
Sechsecks  auf,  so  liegen  die  sechs  Ecken  desselben  auf  einem 
Kegelschnitt;  denn  seien  die  drei  Linienpaare  ab  «,  deren 

SchniUpuiikle  auf  einer  Geraden  liegen,  .so  lassen  sich  dieselben 
als  gegenübersleheiide  Seiten  eines  einfachen  Sechsecks  auffas- 
sen, dessen  Seiten  in  der  Ueihenfolge  stehen: 


a b.f  rtj  b «<2  b^ 
und  dessen  Ecken  al.so  sind: 

(ab.^)  {b^a^)  {a^b)  [b  a.^)  {(^.,b^)  {b^a). 

Diese  sechs  Ecken  müssen  nun  auf  einem  Kegelscimilt  liegen, 
weil  die  vier  Strahlenpaarc 

(«2  ^l)  { («1  » («1  ^»)  ' "2)  > (^1  ")  } 

(ft  b.,)  {«j/>2),  (ba.^),  «)} 

projeklivisch  sind  aus  folgendem  Grunde:  die  ersten  vier  Strahlen 
treffen  nämlich  und  die  lelzleii  vier  Strahlen  b in  den  Piinklen- 
paaren 

(«,^».2)  («,0.2)  ia^b^) 

(«,  6)  (b  b.,)  (b  «.2)  (ft  b) 

und  die  ei’slen  vier  Punkte  liegen  mit  den  letzten  vier  perspek- 
tivisch, weil  der  Punkt  (a^b.  gemeinschaftlich  ist  und  die  drei 
anderen  Verbindungsslrahlcn 

h.t  rt-2  (ab, 

sind,  welche  sich  in  einem  Punkte  schneiden  müssen,  weil  die 
Schnittpunkte  ab  a^b^  a.^b.^  in  einer  Geraden  liegen ; hierdurch 
ist  der  umgekehrte  Salz  erwiesen  und  lässt  sich,  wie  wir  aus 
der  Dezeichnung  der  sechs  Ecken  erkennen,  auch  so  aussprechen: 
Wenn  von  den  neun  Punkten,  in  welchen  die  Sei- 
ten ei nes  Dreisei ts  aa^a.,  die  Seilen  eines  andern  bb^b.^ 

Sclirölei-,  Thcuiic  il.  K«*jf«!lsclin. 
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treffen,  drei  in  gerader  Linie  liegen,  so  liegen  die 
übrigen  sechs  auf  einem  Kegelschnitte. 

In  ganz  gleicherweise  wird  der  analoge  (Brianchon’sche) 
Satz  und  sein  umgekehrter  abgeleitet  und  erscheint  als  eine  an- 
dere Ausdrucksweise  für  die  Gleichheit  zweier  Doppelverlifdlnisse : 
Werden  sechs  Tangenten  eines  Kegelschnitts  in 
irgend  welcher  Reihenfolge  zu  einem  einfachen  Sechs- 
seit  zusammengefasst,  so  laufen  die  drei  Verbindungs- 
linien der  gegenüber  liegenden  Ecken  durch  einen 
Punkt,  und  umgekehrt:  Laufen  die  Verbindungslinien  von  drei 
Punktenpaaren  durch  einen  Punkt  und  man  fasst  dieselben  als 
gegenüberliegende  Ecken  eines  einfachen  Sechsecks  auf,  so  he- 
rühren  seine  sechs  Seiten  einen  und  denselben  Kegelschnitt. 

Beide  Satze  lassen  sich  in  Verbindung  bringen  und  führen  dann 
zu  einem  neuen  Satze.  Fassen  wir  nämlich  in  dem  obigen  Sechseck 

b a c b 

die  Schnittpunkte  der  Gegenseiten  auf: 

(^,b,  Z?c)  (5b,  ab)  (5,b,  ac), 
welche  in  gerader  Linie  liegen  müssen,  so  haben  wir  zugleich 
drei  Punktenpaare,  deren  Verbindungslinien  durch  einen  Punkt 
laufen,  nämlich: 

5|  und  b 

B und  c 

(5b,  ab)  und  (5,b,  ac). 

Fassen  wir  diese  als  gegenüberliegende  Ecken  eines  ein- 
fachen Sechsseits  auf,  so  lassen  sich  die  Ecken  desselben  in  fol- 
gender Reihe  zusammen  stellen: 

5,  (5,b,  ac)  c b (ba,  b5)  5 

und  hieraus  folgen  die  auf  einander  folgenden  Seiten 

5,b  ac  cb  ba  b5  55,. 

Diese  sechs  Linien  , 'müssen  nach  dem  vorigen  Satze  einen 
Kegelschnitt  berühren;  sie  sind  nichts  anderes,  als  die  Seiten  der 
beiden  Dreiecke  abc  und  5 5, b;  wir  schliessen  hieraus  den  Satz: 
W enn  die  sechs  Ecken  zweier  Dreiecke  auf  einem 
Kegelschnitt  liegen,  so  berühren  die  sechs  Seiten 
derselben  einen  zweiten  Kegelschnitt, 
und  zugleich  den  parallel  laufenden  Satz,  welcher  der  umgekehrte  ist: 
Wenn  die  sechs  Seiten  zweier  Dreiseite  einen 
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Kegelschnitt  berühren,  so  liegen  die  sechs  Ecken  der- 
selben auf  einem  zweiten  Kegelschnitt. 

Dies  lässt  sich  anders  aufgefasst,  weil  der  Kegelschnitt  durch 
fünf  Tangenten  oder  fünf  Punkte  eindeutig  hestimint  ist,  auch  so 
aussprechen : 

Haben  zwei  Kegelschnitte  eine  solche  Lage  zu  einander,  dass 
es  ein  Dreieck  gieht,  welches  gleichzeitig  dem  einen  um-  und  dem 
andern  einhcschrieben  ist,  so  gieht  es  unzählig  viele  Dreiecke  der- 
selben ßeschalTenheit,  indem  jeder  Punkt  des  umbcschrieheueu 
Kegelschnitts  als  Ecke  eines  neuen  Dreiecks  aufgefasst  werden 
kann,  dessen  zusammenstossende  Seiten  zwei  Tangenten  des  an- 
dern Kegelschnitts  sind. 

Die  besonderen  Fälle,  welche  sich  aus  dem  Pascarschen 
und  llrianchon’scheii  Satze  ergeben,  wenn  wir  zwei  auf  ein- 
ander folgende  Ecken  des  einbeschriebenen  Sechsecks  zusammen- 
fallen lassen,  also  eine  Seite  desselben  zur  Tangente  des  Kegel- 
schnitts machen,  oder  anderseits,  wenn  wir  zwei  Seiten  des  um- 
beschriehenen  Sechsseits  zusammenfallen  lassen,  also  ihren  Schnitt- 
punkt zum  Berfdirungspunkt  machen , dürfen  wir  hier  übergehen, 
weil  ein  Theil  der  daraus  entspringenden  Sätze  in  dem  Früheren 
(§  20—23,  § 27)  enthalten  ist;  wir  wollen  aber  die  vollständige 
Figur  eines  Sechsecks  im  Kegelschnitt  näher  untersuchen  und  die 
von  Steiner  angegebenen  Eigenschaften  derselben  herleiteu. 

Sechs  Punkte  eines  Kegelschnitts,  der  Kürze  wegen  mit 
1 2 3 4 5 ()  bezeichnet,  lassen  sich  auf  .sechzig  verschiedene  Arten 
zu  einem  einfachen  Sechseck  verbinden;  von  sänimtlichen 
1 . 2 . 3 . 4 . 5 . 6 Permutationen  liefern  nämlich  immer  zwei  .Mal 
sechs  dasselbe  Sechseck,  nämlich  z,  B. 


123456 

654321 


234561 

165432 


345612 

216543 


456123 

321654 


5 6 1 23461  23  4 5 
4 3 2 1 6 5 54  321  6, 


da  man  die  sechs  Ecken  in  derselben  Reihenfolge  in  einem  und 
dem  entgegengesetzten  Sinne  durchlaufen  und  ausserdem  mit  jeder 


Ecke  beginnen  kann. 


Es  bleiben  daher  nur 


1.2.3.4.5.G 

2.6 


GO 


Permutationeu  fibri^,  welche  verschiedene  Sechsecke  liefern.  Bei 
jedem  derselben  liegen  nach  dem  Pascarschen  Satze  die  drei 
Schnilt|^unkte  der  gegenüberliegenden  Seiten  in  einer  Geraden, 
z.  B.  heim  Sechseck  1 2 3 4 5 6 die  Schnittpunkte 
(12,  45)  (23,  5G)  (:34,  61) 
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in  einer  Geraden;  solcher  Geraden,  welche  PascaTsche  Linien 
heissen  mögen,  erhallen  wir  also  sechzig  und  diese  haben  einen 
eigen Ihümiicheii  Zusaininenhang;  aus  dem  in  § 21  behandelten 
speciellen  Fall  des  Pascarschen  Salzes  (in  welchem  der  Kegel- 
schnitt durch  ein  Linienpaar  vertreten  wird)  ergiehl  sich  nämlich 
zunächst  auf“  ganz  dieselbe  Weise  wie  dort,  «lass  die  Pascar- 
schen Linien  für  die  drei  Sechsecke 


(1  2 3 4 0 6 
i 1 4 3 G 5 2 
[l  C 3 2 5 4 

sich  in  einem  Punkte  schneiden  müssen.  Bezeichnen  wir  die 
Schniltpmikle  der  gegenüberliegenden  Seiten 

(12,  4r.)  = (34,  IG)  = (5G,  23)  = />., 

(45,  3G)  = y,  (IG,  25)  = y.,  (23,  14)  ^ y^ 

(3G,  12)  = r,  (25,  34)  = (14,  5G)  = 73, 

so  liegen  pip-,p:i  in  einer  l*ascarschen  Linie,  yj  y.»  y.j  in  einer 
andern  und  /‘j  7\,  r.j  in  einer  dritten;  es  ist  aber  aus  «lie.sem 

Schema  ersichtlich,  dass 


y,  = 45  p.^  y.^  = 16 

y,  r,  = 3G  (J2  r.t  = 25 

;-j  = 12  r.,p.,  = 34 

und  da  in  dem  Sechsecke 


P:i^h  = 23 
Va  ^3  = 14 


1 2 5 4 3 G 


(12,  34)  (36,  25)  (45,  16) 

iPi  . P-2  f'-i)  {''1  y I » f/i)  (<7i  Pi . V2 P‘2) 

in  einer  Geraden  liegen,  so  müssen  nach  einem  in 

senen  Satze  die  Verbindungslinien: 


oder 
§ 11 


bewie 


Pi  Pj  (Ji  y»  '2 

sich  in  einem  Punkte  schneiden;  die  INascarschen  Linien  der 
obigen  drei  Sechsecke  laufen  also  durch  einen  Punkt,  welcher 
S leiner’scher  Punkt  heis.sen  .soll;  ebenso  laufen  diePascal’- 
schen  Lini(m  der  drei  Sechsecke 

1 2 5 4 3 G 
1 4 5 G 3 2 
1 6 5 2 3 4 * 


durch  einen  Stei ner 'sehen  Punkt,  welcher  sein  Gegtyipunkt 
genannt  werde.  (Dass  ein  Slei ner 'scher  Punkt  und  sein  Gegeii- 
pniikl  allemal  ein  Paar  konjiigirle  Punkte  in  Bezug  auf  den 
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Kcgclsclinitt  sind,  kann  erst  später,  §31,  gezeigt  uc'rdcn.)  Die 
eine  Gruppe  von  drei  Sechsecken  ist  mm  so  gebildet,  dass  die 
erste,  dritte  und  fünfte  Ecke  festgehalten,  die  zweite,  vierte  und 
sechste  cykliscli  vertauscht  werden,  wrdirend  hei  der  andern 
Gruppe,  wenn  wir  sie  so  schreiben: 

2 5 4 3 6 1 
2 3 4 1 6 5 
2 1 4 5 6 3 

die  vorhin  vertauschten  Ecken  fest  hleihen  und  die  übrigen  drei 
cvklisch  vortau.scht  werden;  sobald  wir  aus  den  sechs  PimkUm 
1 2 3 4 5 G irgend  drei  Ihmktc  herausnehmeti  und  sie  an  die 
ungeraden  Stellen  der  Ecken  versetzen,  lassen  sich  die  übrigen 
drei  nur  auf  diese  sechs  Arten  dazwischen  als  geradstelligc  Ecken 
einfügen  und  die  auf  diese  Weise  erhaltenen  sechs  Scch.secke  zer- 
fallen in  zwei  Gruppen  von  je  drei,  für  welche  je  drei  I*ascal’- 
schc  Linien  in  einem  St  ei  ner 'schon  runkte  und  seinem  Gegen- 

punkte  zusammenlaufen.  Da  nun  die  sechs  Punkte  auf  — 20 


Arten  sich  zu  dreien  komhiniren  lassen,  so  laufen  die  (W)  Pas- 
carschen  Linien  zu  je  dreien  durch  20  Steiner’sche 
I*unkte,  welche  wieder  in  If)  Paare  von  G egen  j>unkten 
zerfallen.  Wir  werden  in  dem  später  folgenden  Tableau  die 
GO  Sechsecke  so  zusammenstellon , dass  die  20  Stein  er 'sehen 
Punkte  aus  ihnen  vollständig  und  in  ühersichtlicher  Weise  her- 
vortreten. 

Theilen  wir  zweitens  die  sechs  Punkte  des  Kegelschnitts  in 
drei  Paare  ab,  z.  B. 


12  34  56, 

so  lassen  sich  diese  Paare  unter  einander  und  die  Elemente  jedes 
I*aares  unter  sich,  ohne  dass  ein  Paar  getrennt  wird,  auf  alle 
mögliche  Arten  nur  so  vertauschen,  dass  acht  verschiedene  Sechs- 
ecke zum  V'or.'ichein  kommen,  weil  von  den  sämmtlicheii  4S  her- 
vorgehenden Sechsecken  immer  6 identisch  werden;  diese  8 ver- 
schiedenen Sechsecke  lassen  sich  aber  in  4 Paare  zerthcilen, 
welche,  wenn  wir  sic  mit  1 alle  beginnen  lassen,  so  lauten: 


1 2 3 4 5 6 

1 2 3 4 r.  5 

12  13  5 6 

1 4 3 6 5 2 

1 1 3 5 6 2 

1 3 4 6 5 2 

2 4 3 G 5 

3 4 5 6 2 


und  jedes  Paar  besteht,  wie  wir  sehen,  aus  zwei  Sechsecken, 
deren  Pascal’sche  Linien  sich  in  einem  Stcincr’schen  Punkte 


Zweiter  Abschnitt. 


\u 


Injllen.  Nennen  wir  der  Orilniing  gemäss  die  Pascarschen 
Linien  dieser  adit  Sechsecke 


^2 


h 


m, 


TIIq  f 

so  dass  also  !'/)  w,)  (/2  ^»2)  (^3 Stei  ner’sche  Punkte 
sind,  so  liegen  zunächst  in  /,  die  drei  Ihinktc; 

(12,  45)  (34,  61)  (50,  23); 

da  aber  (12,  45)  auch  in  »I4  liegt,  (34,  Gl)  in  und  (56  , 23) 
in  Ij,  wie  wir  aus  der  Zusainmcnstellung  der  acht  Sechsecke  er- 
kennen, so  lassen  sich  die  vorigen  drei  Punkte  auch  $0  schreiben; 

(12,  ;«,)  (34.  y (50.  /J. 

Durch  diese  drei  in  gerader  I/inie  he(indlichen  l^unkte  gehen  also 
drei  Linienpaare,  welche  als  gegenüberliegende  Seiten  eines 
einrachen  Sechsecks  aufgefasst  werden  können,  so  dass  die  aut 
einander  rolgcnden  Seiten  etwa  folgende  wären: 


m. 


m, 


12 


34 


.2  m, 

und  die  auf  einander  folgenden  Ecken  inilhin: 

(12,  U)  ;34,  y (^^4,  m,)  (56,  m.,)  (56.  /.,)  (12,  Q. 

Diese  sechs  Ecken  liegen  nach  der  oben  bewiesenen  llm- 
kelirnng  des  Pascarschen  Salzes  auf  einem  Kegelschnitt,  weil 
die  Sclnntljnmkte  der  gegenüherliegeiulen  Seiten  sich  in  einer  (le- 
raden  befinden.  Diese  sechs  Ecken  können  wir  aber  auch  anders 


56 


darstellen,  wenn  wir  das  Schema  der  obigen  acht  Sechsecke  zu 
Hülfe  nehmen;  es  ist  nändich  (12,  l^)  = (12,  4G)  und  dieser 
Pindvt  liegt  gleichzeitig  auf  w.,,  also  (12,  y — (/2»^»)l  dieser 

Weise  gestalten  sich  die  vorigen  sechs  Ecken  folgemlermassen : 

V»  '«3)  (^2  ^i)  "»4)  W4)  (^3  ^4)  ^3) 

oder  in  anderer  lleihenfolge 

(m;,w,)  (/;i4m2-  (/j/,)  (/,  y. 

Die  auf  einander  folgenden  Seiten  dieses  Sechsecks  heissen  daher 

m.f  ;«4  ;/io  /j, 

und  «la  die  sechs  Ecken  desselhcn  auf  einem  Kegelschnitt  liegen, 
so  müssen  sich  die  gegenüherliegenden  Seiten  in  drei  Punkten 
einer  Geraden  trefi'en,  d.  h.  die  Punkte 

(/2»y  (/3WJ  (/,  m,) 

liegen  auf  einer  Geraden.  In  ganz  derselben  Weise  würden  wir 
gezeigt  haben,  dass  die  drei  Punkte  (/;,%)  (/,»«,)  in  einer 
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Geraden  liegen,  wenn  wir  von  anstalt  von  /j  ausgegangen  waren; 
mithin  liegen  alle  vier  Stein  ersehen  Punkte: 

(/,  Wi)  (/j  mj)  (/.j  m^)  (/.j  W4) 

auf  derselben  Geraden,  welche  wir  Steiner’schc  Gerade  nen- 
nen wollen,  und  da  sich  die  sechs  Punkte  nur  auf  15  Arten  in  drei 
Paare. theilen  lassen,  wie  leicht  einzusehen  ist,  so  folgt,  dass  die 
20  Steiner‘schen  Punkte  zu  je  vier  auf  15  Geraden 
liegen.*) 

Die  60  Sechsecke  lassen  sich  nun  in  ein  Tableau  bringen, 
aus  welchem  die  Lage  der  20  Stciner’schen  i^unkte  zu  den  15 
Stein  er 'sehen  Geraden  klar  hervortritt;  dies  ist  folgendes: 


[1  2 3 4 5 6 

[1  4 3 6 5 2 

[1  6 3 2 5 4 

p > 

143652 

P < 

163254 

123456 

[1  6 3 2 5 4 

[1  2 3 4 5 6 

[1  4 3 6 5 2 

[1  2 3 4 6 5 

146325 

[1  6 5 4 2 3 

143562 

136524 

<•1  j 

1 4 5 3 2 (i 

1 

153264 

156423 

1 

[1  3 5 6 2 4 

124356 

1 4 2 5 3 6 

[1  6 2 3 4 5 

«2  ' 

134652 

b.. 

152634 

‘*2 

'1  3 2 5 4 6 

164253 

1 6 2 4 3 5 

152643 

[1  2 4 3 6 5 

1 4 6 3 5 2 

163245 

\ 

134562 

136254 

1 2 3 5 4 6 

1 

154263 

1 

126453 

] 

1 5 3 6 4 2 

[1  2 5 4 3 6 

[1  4 5 6 3 2 

[1  6 5 2 3 4 

145632 

7t  < 

165234 

TT  J 

125436 

165234 

125436 

145632 

126435 

164352 

126345 

«1 

146532 

134256 

1 3 6 5 \ 2 

1 

156234 

124653 

156243 

[1  4 2 3 6 5 

1 6 3 4 2 5' 

126354 

ß, 

132564 

143526 

136452 

\ 

152463 

153624 

1 4 6 2 5 3 

[1  4 2 3 5 6 

164325 

1 2 3 6 4 5 

y\  1 

132654 

V2  1 

134526 

Y:\  < 

1 6 3 5 4 2 

1 

162453 

1 

154623 

153246 

*)  Plückor,  Uber  ein  neues  Princip  der  Geometrie,  Crelle’s  Journ. 
I3d.  V S.  268  flf. 
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Di.  •ses  sind  sämnUliche  60  verscliieilcnc  Sechsecke,  wenn 
wir  die  in  den  identischen  Gruppen  p p p enlhallenen  und 
ebenso  die  in  den  Gruppen  n n n enlhallenen  nur  je  ein  Mal 
zäiilen;  jedes  derselben  liefert  eine  Pascarsche  Linie.  Die 
Punkte 

p 7t  ö,  «2  «3  />,  b.^  c^  c.,  c 3 Cf,  ß^  «2  ßo  ^2  ßs  y;j. 

sind  die  20  Stein  er 'sehen  Punkte,  in  welchen  sich  die  Pascaf- 
schen  Linien  zu  je  dreien  schneiden,  und  zwar  je  zwei  gleich- 
namige aus  dem  lateinischen  und  griechischen  Alphabet  Gegen- 
punkle,  wie  z.  IL  und  u.  s.  f. 

Die  15  Stein  er 'sehen  Geraden,  auf  welchen  diese  20  Punkte 
zu  je  vieren  liegen,  sind  folgende; 


p «1 

P ^1 
p c, 

«1  7 a 


«■> 

b, 

Co 


h 


7t  Cf, 
7t  Ofo 


7t  « 3 


C,  Cf2  Cf  3 


C^  fl. 


ß‘>  ß-A 


«2  h 7a  7i 

bo  C2  «3  fl, 

ßA  ß\ 


Cj  «2 


ßi  7\ 

/^2  72 
ßA  7a 

«a  ^3  7i  72 

/>3  c.,  Cf,  Cf 2 

^a  ^^A  ßi  ^2- 


Die  15  Stein  er 'sehen  Geraden  schneiden  sich  also  zu 
je  drei  i n d en  20  Steiner'schen  Punkten.  Di«*sc  20  Punkte 
und  15  (ieraden  bilden  hiernach  eine  s.dehe  Figur,  wie  sie  be- 
reits in  § 11  und  § 21  aufgelreten  ist.*)  Dass  in  der  Thal  die  20 
Steiner'schen  Punkte  zu  je  vier  auf  den  angegebenen  15  Stei- 
ner'schen Geraden  liegen,  erkennen  wir  aus  dem  oben  zusam- 
mengestelllen  Tableau  nach  dem  für  einen  Fall  durchgeführten 
Beweise,  wenn  wir  noch  berücksichtigen,  dass  dasselbe  Sechseck, 
immer  hei  dem  Punkte  1 angefangen,  in  doppelter  Weise  gelesen 
werden  kann,  z.  D.  1 6 3 2 5 4 und  1 4 5 2 3 6;  dass  aber  die 
15  Steiner’schen  (ierad<*n  zu  je  dreien  sich  in  den  20  Steiner'- 
schen  l'unklen  schneiden,  sehen  wir  aus  dem  letzten  Schema, 
bei  welchem  je  vier  in  derselben  Horizonlalreihe  stehende  Punkte 
immer  in  einer  Geraden  liegen  und  jeder  der  20  Punkte  in  drei 
llorizonlalreihen  vorkornml. 

Die  Bildungsweise  des  obigen  'rableaus  von  60  Sechsecken 
ist  leicht  ersichtlich.  Wir  gehen  aus  von  dem  Sechseck  1 2 3 4 5 6 


*)  Hesse,  ,, eine  Bemerkung  zum  Pascarschen  Theorem“,  Crelle’s 
Journal  Bd.  XLI  S.  269. 
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und  hildcn,  indem  wir  die  ungeradslclligen  Ecken  restlialten,  die 
geradstelligen  aber  cyklisch  verlausclieii,  die  drei  Sechsecke,  deren 
Pascarsclie  Linien  sich  in  einem  Steiner’schen  Funkle  p tref- 
fen. Hieraus  erhalten  wir  drei  andere  Gruppen  von  je  drei 
Seclisecken,  welche  die  Stei ne r’schen  Funkle  Helfern, 

indem  wir  die  sechs  Funkle  1 2 3 4 5 6 in  drei  Faare  12  34  56 
theilen  und  sowohl  die  Faare  unter  einander,  als  auch  die  Eie- 
mente  je  eines  Faares  unter  sich  vertauschen,  ohne  aber  die 
Faare  zu  (rennen.  Zugleich  bilden  wir  nach  der  oben  angegebe- 
nen Weise  die  Gegenpunkte  n «j  a.^  «3. 

Nehmen  wir  die  erste  Gruppe  p noch  einmal,  lassen  aber 
die  drei  in  ihr  enthaltenen  Sechsecke  cyklisch  fortrücken,  d.  h. 
gehen  wir  von  dem  Sechsecke  1 4 3 6 5 2 aus,  wie  vorhin  von 
dem  Sechsecke  1 2 3 4 5 6,  so  erhalten  wir  vier  neue  Steiner’- 
sche  Funkte,  die  in  einer  Geraden  liegen,  und  gehen  wir  von 
dem  dritten  Sechsecke  1 6 3 2 5 4 aus,  so  erhalten  wir  eine 
dritte  Gruppe  von  vier  Steiner’schen  Funkten,  welche  auf  einer 
Geraden  liegen.  Bilden  wir  endlich  in  hekannter  Weise  diejeni- 
gen Sechsecke,  welche  die  Gegenpunkte  liefern,  so  haben  wir 
sämmtliche  60  Sechsecke  und  sämmlliche  20  Steiner  'sehe 
Funkte;  es  bleibt  dann  noch  übrig,  die  zweite  und  dritte  Gruppe 
von  Stciner’schen  Funkten  mit  den  richtigen  Buchstaben 
&2  ^3  bezeichnen  , dass  a^  6,  y2yn»  ^1  ^1 

n.  s.  f.  in  je  einer  Geraden  liegen.  Dies  ist  aus  dem  bekannten 
Kriterium  für  vier  Stein er'schc  Funkte,  die  in  einer  Geraden 
liegen,  unschwer  zu  ermitteln  und  so  fügt  sich  das  Tableau  in 
ganz  harmonischer  Weise  zusammen.  Die  weiteren  Eigenschaften 
dieser  Eigur,  welche  Gayley  und  Kirkman  hinzugefügt  haben, 
übergehen  wir  hier  (vgl.  A treatise  on  conic  sections  by  G.  Sal- 
moii,  pag.  317);  auch  bedarf  die  gleichlaufende  Betrachtung  eines 
dem  Kegelschnitt  umschriebenen  Sechsseils  und  die  Erweiterung 
des  Brianchon’schen  Satzes  keiner  Ausführung,  weil  man  unter 
der  Bezeichnung  1 2 3 4 5 6 ebenso  gut  sechs  Tangenten  eines 
Kegelschnitts,  als  sechs  Funkle  desselben  verstehen  kann  und 
hiernach  der  Ausdruck  der  Eigenschaften  beider  Figuren  völlig 
gleichlautend  wird. 
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§ 29.  Auftreten  des  Punktsystems  und  Strahlsystems  beim 

Kegelsohnitt. 

Fassen  wir  dcMi  Kegclsclinitl  als  das  Frzeugiiiss  zweier  pro- 
jeklivischer  Punklreihen  abc..r..  und  aj  bi  Cj  . . Xj  . deren 
Träger  51  und  5li  seien,  auf,  so  wissen  wir  (§  21),  dass  für 
irgend  zwei  I*aar  enlspreclicnder  Funkle  rxi  und  der  Schnill- 
punkt  (rl)i,  riV)  auf  derselben  festen  Geraden  liegt,  welche  durch 
die  Derfdirungspunkte  der  beiden  Träger  geht  (Fig.  36).  Wir  können 
aber  auch  umgekehrt  schliessen,  dass,  wenn  wir  irgend  einen 


(Fig.  36.) 


I*uiikt  P dieser  Geraden  mit  einem  Paar  entsprechender  Punkte  rr, 
verbinden,  diese  Strahlen  die  Träger  in  zwei  neuen  Punkten 
l)i  und  \)  treffen,  w'elche  entsprechende  Punkte  sein  müssen. 
Hallen  wir  nun  den  Punkt  P fest  und  verändern  das  erste  Paar 
xr|  gemäss  der  projektivisclien  Beziehung  auf  den  beiden  Trägern 
51  ^(j,  so  erhallen  wir  in  P zwei  auf  einander  liegende  projek- 
livische  Slrahlbüschel,  beschrieben  von  den  Strahlen  Px  und  Pv, ; 
diese  beiden  projektivisclien  Slrahlbüschel  liegen  in  der  eigen- 
thümlicheji  Weise  auf  einander,  dass  dem  Strahl  Px,  wenn  wir 
ihn  als  Pi)j  (einen  Strahl  des  andern  Strahlbüschels)  auflassen, 
derjenige  Strahl  P\)  entspricht,  welcher  mit  Pxy  coincidirt,  dass 
also  die  entsprechenden  gleichen  Winkel  rPi)  und  \)iPr,  ver- 
kehrt auf  einander  fallen;  hieraus  erkennen  wir  nach  § 17,  dass 
die  Strahlenpaare  Pr  und  Pvj  ein  Strahlsystem  bilden.  Zugleich 
wird  auf  jedem  der  beiden  Träger,  sowohl  auf  51  durch  die  Punkte 
r\),  als  auch  auf  51]  durch  die  Punkte  ViVi  ein  Punktsystem  tixirl 
und  zwar  erhallen  wir  zu  r den  konjugirten  Punkt  \),  indem  wir 


Der  Kegelschnitt  uls  Erzeuguiss  prujektivischer  Gebilde.  § 29.  1,*39 

den  eiilsprechenden  Punkt  x'i  mit  ein  tind  demselben  festen 
Punkte  P der  Ijeridirungssehne  beider  Träger  verbinden  und  den 
Scliniltpunkt  dieser  Verbindungslinie  mit  ^ aufsuclien.  Durch 
Veränderung  des  Punktes  P auf  der  Dcrüiirungsselme  verändert 
sich  das  Strahlsystcm  und  die  beiden  l*unktsysteme  auf  den 
Trägern.  Es  ist  nun  leicht  zu  erkennen,  wann  das  in  P ent- 
stehende Strahlsystem  ein  elliptisches  und  wann  es  ein  hyper- 
bolisches sein  wird.  Seien  nämlich  c und  fj  die  in  dem  Schnitt- 
punkte der  Träger  vereinigten  und  C|  und  f ihre  entsprechenden 
l'unkte,  also  fC|  die  ßerührungssehne,  so  wird  diese  unendlich 
lange  Gerade  durch  die  Punkte  f und  c,  in  zwei  Gebiete  getrennt; 
das  eine  ist  die  endliche  Strecke  zwischen  f und  C| , das  andere 
besteht  aus  den  beiden  unendlichen  Stücken  ausserhalb  der  Strecke 
fcj,  von  f bis  oo  und  von  oo  bis  e^.  Wenn  nun  irgend  ein 
Projeklionsstrahl  rvi  die  llerührungssehne  innerhalb  der  Strecke 
fc,  trilft,  so  entspricht  dem  endlichen  Stück  cf  des  Trägers  51 
das  im  Unendlichen  zusammenhängende  Stück  CiCX)fj  des  Trä- 
gers Unendlichen  zusammenhängenden  Stück  fooe 

des  ersten  Trägers  das  endliche  Stück  fjCj  des  Trägers  51,; 
hieraus  folgt  aber  nach  der  Figur,  dass  sämmlliche  Projektions- 
strahlen die  ßerührungssehne  fc,  innerhalb  der  Strecke  fc,  treffen 
müssen  und  das  andere  Gebiet  der  ßerührungssehne  von  keinem 
Ihojektionsstrahl  getroffen  wird  (der  Kegelschnitt  ist  Hyperbel 
nach  dem  in  § 26  gegebenen  Kriterium).  Wenn  dagegen  irgend 
ein  Projektionsstrahl  rr,  die  ßerührungssehne  fc,  ausserhalb  der 
Strecke  fc^  trifft,  so  entsprechen  sich  die  endlichen  Strecken 
cf  und  c,f,  und  die  im  Unendlichen  zusammenhängenden  Theile 
coof  und  c,cx)f,;  in  diesem  Falle  müssen  sämmtliche  Projektions- 
strahlen die  ßerührungssehne  fc,  ausserhalb  der  Strecke  fc,  treffen 
und  das  endliche  Stück  fc,  wird  von  keinem  IVojektionsstrahl 
getroffen  (der  Kegelschnitt  ist  Ellipse,  oder  wenn  die  Punktreihen 
insbesondere  projektivisch- ähnlich  sind,  Parabel).  Nehmen  wir 
nun  den  ersten  Fall  an,  so  wird,  wenn  P zwischen  fc,  auf  der 
ßerührungssehne  liegt,  das  Strahlsystem  hyperbolisch  sein,  weil  Pf 
und  Pf,  durch  Px  und  Px^  nicht  getrennt  werden  (§  17),  da- 
gegen, wenn  P ausserhalb  der  Strecke  fc,  liegt,  wird  es  elliptisch 
sein,  weil  Pf  und  Pf,  durch  Pr  und  Pr,  getrennt  werden;  im 
zweiten  Fall  ist  es  gerade  umgekehrt;  liegt  P zwischen  fc,,  so 
ist  das  in  ihm  entstehende  Strahlsystem  elliptisch,  liegt  P dagegen 
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ausserhall)  der  Strecke  fcj,  so  ist 'das  Stralilsystein  liyperbolisdi. 
Wir  können  aber  beide  Fälle  ziisammenrassen,  wenn  wir  dasjenige 
(nnendlicbc)  Oebiet  der  Ebene,  welches  von  sännntlicben  I’rojektions- 
slrablen  erfüllt  wird  {%  20),  auss erbalb  des  Kegelscbnilts  nennen 
und  dasjenige  Gebiet  der  Ebene,  welcbes  von  keinem  Projektions- 
strabl  gelrolTen  wird,  inner  halb  des  Kcgelscbnitts;  der  Kegel- 
scbnitl  selbst  ist  die  Grenze  zwiseben  beiden  Gebieten.  Mit  dieser 
Bezeicbnnng  lassen  sieb  beide  Fälle  so  zusammenfassen:  Liegt  P 
ausserbalb  des  Kegelscbnilts,  so  ist  das  in  ibin  ent- 
stellende Strablsystem  byperboliscb,  liegt  P innerbal  b 
des  Kegelscbnilts,  so  ist  sein  Strablsystem  ellipliscb. 
Liegt  endlicb  P auf  dem  Kegelscbnilt  selbst,  d.  b.  in  einem  der 
IVinkte  f oder  C|,  so  nimmt  sein  Sirablsystem  den  einseitigen 
(Uiarakter  an,  dass  die  könjiigirten  Slrablcn  zu  sännntlicben  in  einen 
einzigen  znsaminenrallen.  Es  ist  dies  der  in  ;§  10  erwäbnle  Ueber- 
gangsfall  eines  [laraboliscben  Strablsystems.  Bemerken  wir  noeb, 
dass  der  llnterscbeidimg,  ob  ein  Ibinkt  ausserbalb  oder  innerbalb 
des  Kegelscbnilts  liegt,  die  IJnterscbeidung  zur  Seile  stellt,  ob  eine 
Gerade  den  Kegelscbnilt  in  zwei  reellen  Punkten  trill'l  o<ler  in 
keinem.  Denn  wenn  eine  Gerade  den  Kegelscbnilt  in  keinem  l^unkte 
trifft,  so  fällt  sie  ganz  in  dasjenige  Gebiet  der  Ebene,  ^^elcbes  von 
allen  Projeklionsstrablen  erffdlt  wird , also  sämmtlicbe  l^unkte  von 
ibr  liegen  dann  ausserbalb  iles  Kegelscbnitts;  wenn  dagegen  eine 
Gerade  den  Kegelscbnilt  in  zwei  reellen  Punkten  trifft,  so  be- 
grenzen diese  auf  ibr  eine  endlicbe  Strecke  und  zwei  unendlicbe; 
die  letzteren  liegen  ausserbalb  des  Kegelscbnitts,  weil  sie  in  das 
von  den  Projektionsslrablen  erfüllte  Gebiet  fallen,  die  endlicbe 
Strecke  innerbalb  des  Kegelscbnitts. 

Wenn  der  Punkt  P ausserbalb  des  Kegelscbnilts  liegt,  also 
sein  Strablsystem  ein  byperbolisebes  ist,  werden  die  beiden 
Asymptoten  desselben  ofl'enbar  Projektionsstrahlen,  d.  b.  die  aus 
P an  den  Kegelschnitt  gelegten  Tangenten  sein,  weil  in  diesem 
Fall  PvVi  und  Pvil)  zusammenfallen.  Das  Strablsystem  ist  durch 
die  beiden  Asymptoten  vollständig  bestimmt  und  jedes  Paar  kon* 
jugirtcr  Strahlen  sind  barmoniscb  zugeordnele  Slrablen  mit  den 
beiden  .Asymptoten  (§  17).  Da  nun  die  beiden  aus  P an  den 
Kegelschnitt  gelegten  Tangenten  immer  ilieselben  bleiben,  auf 
wie  verschiedene  Weise  wir  auch  den  Kegelschnitt  als  Erzeugniss 
zweier  projektivischer  Punktreiben  auffassen  mögen,  so  folgt,  dass 
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«las  in  dem  Pniikte  P enlsleiiendc  Slralilsvslem,  welches  aus  der 
Kr/.eiigung  des  Kegelscimilts  durch  zwei  projektivischc  Puuklreiheii 
ahgeleitet  wurde,  uuahliaiigig  ist  von  der  hesonderen  Art  dieser 
Urzeugung,  d.  h.  immer  dasselbe  hleiht,  welches  Paar  projek- 
tivischer Puuktreiheu  wir  auch  als  erzeugendes  ausehen  mögen. 
Dies  ist  allerdings  nur  ITir  «len  Fall  erwiesen , dass  P ansserhalh 
«les  Kegelschnitts  liegt,  also  ein  reelles  Tangenlenpaar  durch  ihn 
geht;  es  gilt  ab«!r  auch  in  «lern  andern  Falle,  wenn  P innerhalb 
d«is  Kegelschnitts  liegt,  und  kann,  wie  folgt,  allgemein  nach- 
gewiesen werden.  Denken  wir  uns  auf  «len  Pr«)jektionsstrahlen 
VY,  und  die  ßen*ihrungspunkte  ^ und  r\  ermittelt,  so  wissen 
wir  aus  §21,  dass  § und  y mit = (vt), , v,  \))  in  gerader  Linie 
li(‘gen  müssen,  dass  überhaupt  (§  23  nn«l  27)  das  von  den  vi«u' 
ßerührungspunkten  gebildete  l'iereck  und  das  von  «l«m  vier 

Tangenten  des  Kegelschnitts  in  «Uesen  Punkten  (den  vier  Projek- 
tionsstrahlen)  gebildete  Vierseit  ein  iin«l  da.^^selbe  Diagoiialdremek 
haben;  hieraus  folgt,  wenn  x den  Schnittpunkt  d«‘r  beiden  Pr«>- 
jeklionsstsahlen  yY]  und  bezeichnet,  aus  den  bekannt«*!!  har- 
monischen Figenschaften  «les  Vierecks  und  Vierseits  (§  9),  dass 
«lie  beiden  Diagonalen  7*y  und  Pyi  harmonisch  zugeordnet  sind, 
sowohl  mit  Pc  und  Px,  als  auch  mit  7^c,  und  P^;  also  sind  (§  17) 
T’y  und  PXi  als  die  Asymptoten  «dinrs  hyperbolis«*hen  Strahl- 
syslems  aufziifassen,  von  welchem  Pc  und  Px  ein  Paar  und 
Pc^  uml  P^  ein  zweites  Paar  konjngirter  Strahlen  sind;  nun  folgt 
ferner  nach  einem  Satze,  welcher  dem  in  § 18  (Anmerkung)  he- 
w'i«;senen  unal«)g  ist  und  so  lautet:  ,,Sind  aa  und  bß  zwei  l'aar 
konjngirter  Strahlen  eines  hyperb«)lischen  Strahlsysl«*ms,  «lesseii 
Asymptoten  fj  und  h sind,  so  hihlen  allemal  die  «Irei  Strahlen- 
paare aß,  ba  und  (jh  drei  Paare  konjngirter  Strahlen  eines  neuen 
Strahlsystems“,  dass  die  «Irei  Strahlenpaare  Pc,  Pc^,  Px,  Px^ 
und  P^,  Px  Involution  bilden  oder  drei  Slrahlenpaarc  desselben 
Strahlsystems  sind;  «licsc^s  StrahlsyMem  ist  das  nach  der  ursprüng- 
lichen .Erzeugung  des  Kegelschnitts  dem  Punkt  P zugehörig«;, 
weil  es  dnreh  die  beiden  Paare  konjugirt«*r  Strahlen  Pc  uml  Pe,. 
Px  und  PYi  bestimmt  wird.  Fassen  wir  nun  statt  «1er  beiden 
ursjnünglichen  Träger  die  beiden  Projeklionsstrahlen  yy, 

und  als  Träger  zweier  neuen  erzeugenden  Pnnktreihen  auf, 
so  sind  für  sic  | und  r;  die  Rerührnng.spunkte,  y und  \)  ein 
Paar  entsprechender  Ihmkte  und  y,  und  «;in  zweites  Paar  ent- 
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sprechender  Punkte,  also  der  Sclinillpiinkt  (n;, , 4-,  \))  = P der- 
selbe vorhin  so  hezeichnete  Punkt,  dessen  Strahlsystein  hei  der 
neuen  Erzeugung  des  Kegelschnitts  zunächst  das  Paar  konjiigirter 
Strahlen  Pr  und  P\)  oder  was  dasselbe  ist  Pr  und  Pr,  und  dann 
Px  und  P§  als  ein  zweites  Paar  konjiigirter  Strahlen  hat.  Da 
nun  die  drei  Slrahlenpaare  PtPt^y  PxPx^i  ^a;P|  demselben 
Strahlsystem  aiigehören,  welches  durch  zwei  von  ihnen  schon 
bestimmt  ist,  so  coincidiren  die  Strahlsysteme  in  P bei  der  einen 
und  der  andern  Entstehungsweise  des  Kegelschnitts,  unabhängig 
davon,  ob  P ausserhalb  oder  innerhalb  desselben  liegt.  Das 
Resultat  der  vorigen  Untersuchung  lässt  sich  also  folgendermassen 
zusammenfassen : 

Jeder  Punkt  P in  der  Ebene  eines  Kegelschnitts 
ist  der  Mittelpunkt  eines  bestimmten  dem  Kegel- 
schnitt zugehörigen  Strahl  Systems,  welches  dadurcli 
erhalten  wird,  dass  man  eine  beliebige  Uerade  durch 
P zieht,  welche  in  den  Punkten  f und  Cj  den  Kegel- 
schnitt trifft,  die  Tangenten  in  f und  Cj  durch  die 
sämmtliclien  Tangenten  des  Kegelschnitts  in  zw  ei  pro- 
jektiv ischen  Punktreihen  schneiden  lässt  und  immer 
zwei  entsprechende  Punkte  dieser  beiden  Punktreihen 
rund  Vf  mit  P verbindet,  wobei  Pr  und  Prj  zwei  konju- 
girte  Strahlen  des  Strahl  Systems  in  P w erden.  Dieses 
Strahlsystem  ist  unabhängig  von  der  Lage  der  Punkte 
f und  Cj,  deren  Tangenten  als  Träger  der  den  Kegel- 
schnitt erzeugenden  Punktreihen  aufgefasst  werden, 
wenn  nur  f und  c,  mit  P in  gerader  Linie  liegen.  Das 
Strahlsystem  ist  hyperbolisch  oder  elliptisch,  je 
nachdem  der  Punkt  P ausserhalb  oder  innerhalb  des 
Kegelschnitts  liegt;  falls  es  hyperbolisch  ist,  sind 
seine  Asymptoten  die  aus  dem  Punkte  P an  den  Kegel- 
schnitt zu  legenden  Tangenten,  also  jedes  Paar  kou- 
jiigirter  Strahlen  zu  ihnen  harmonisch  zugeordpet. 

Die  der  vorigen  zur  Seite  stehende  Retrachtung,  welche  von 
der  Erzeugung  des  Kegelschnitts  durch  zwei  projektivische  Strahl- 
büschel ausgeht,  bedarf  keiner  weiteren  Ausführung,  da  sie  der 
obigen  unmittelbar  nachgebildet  werden  kann;  es  genüge  daher 
das  Resultat  anzugeben: 

Jede  in  der  Ebene  eines  Kegelschnitts  liegende 
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Gerade  ist  der  Träger  eines  bestimmten  dem  Kegel- 
schnitt zugehörigen  Punktsystems,  \\elches  dadurch 
erhalten  wird,  dass  man  von  einem  ihrer  Punkte  das 
Tangentenpaar  {f  und  ^,)  an  den  Kegelschnitt  legt  und 
die  llerührungspunkte  als  die  Mittelpunkte  zweier 
den  Kegelschnitt  erzeugender  projektivischer  Strahl- 
büschel aiiffasst;  je  zwei  entsprechende  Strahlen 
dieser  beiden  projektivischer!  Strahlbüschel  treffen 
die  gegebene  Gerade  in  zwei  konjiigirlen  Punkten 
des  ihr  zugehörigen  Punktsystems.  Dasselbe  ist  un- 
abhängig von  der  Lage  des  Tangentenpaares  {/’#’,), 
wenn  nur  sein  Schnittpunkt  auf  der  Geraden  liegt; 
cs  ist  hyperbolisch  oder  elliptisch,  je  nachdem  die 
Gerade  den  Kegelschnitt  in  zwei  reellen  Punkten 
trifft  oder  nicht;  falls  es  hyperbolisch  ist,  sind 
seine  As ymplotenp unkte  die  beiden  Schnittpunkt!; 
mit  dem  Kegelschnitt,  also  jedes  Paar  konjugirter 
Punkte  des  Punktsystems  zu  ihnen  harmonisch  zu- 

w 

geordnet. 

Das  jedem  Punkte  in  der  Ebene  eines  KegelschnitLs  zuge- 
hörige Strahlsystem  und  das  jeder  Geraden  zugehörige  Punkt- 
.system  stehen  in  naher  Verbindung  mit  einander,  wie  sich  aus 
folgender  Betrachtung  ergiebt: 

Sei  X eine  beliebige  Gerade  in  der  Ebene  eines  Kegelschnitts 
und  « einer  ihrer  Punkte,  von  welchem  sich  ein  Tangenteupaar 


an  den  Kegelschnitt  legen  lässt,  welches  in  B und  B^  denselben 
berührt;  wird  alsdann  ein  beliebiger  Punkt  P des  Kegel.schnilts 
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mit  B und  B^  verbunden,  so  IrelTcn  nacli  dem  letzten  Satze 
BP  und  B^P  die  Gerade  X in  einem  Paar  konjugirter  Punkte 
p und  n desjenigen  Punktsystems,  welches  der  Geraden  A'  in 
Peziig  auf  den  Kegelschnitt  zugehört,  und  lassen  wir  den  Punkt  P 
den  ganzen  Kegelschnitt  durchwandern,  so  erhallen  wir  das  ganze 
Punktsystem  auf  A';  insbesondere  ist  der  konjugirte  Punkt  zu 
ü derjenige  er,  in  welchem  die  Periihrungssehne  BB^  die  (ierade 
X trilft;  bei  dieser  Bewegung  von  P tritt  nun  jedes  Punktenj>aar 
des  der  Geraden  X zugehörigen  Punktsystems  zwei  Mal  auf;  denn 
trelTen  BP  und  B^P  in  p und  n die  Gerade  X,  so  muss  auch, 
wenn  Bn  in  P^  dem  Kegelschnitt  zum  andern  Mal  begegnet, 
i9i  P,  in  demjenigen  Punkte  der  Geraden  X begegnen,  welcher 
der  zu  n konjugirte  Punkt  des  Punktsy.stems  ist,  d.  h.  in  p, 
also  dasselbe  Punktenpaar  np  wird  auch  durch  das  Strahlenpaar 
PP,  und  P,  P,  hervorgerufen.  Bezeichnen  wir  den  Schnitlpuiikt 
von  PP,  und  P7‘,  mit  x,  so  ist  PPP,P,  ein  vollständiges 
Viereck  im  Kegelschnitt,  dessen  Diagonaldreieck  xpn  ist;  die 
beiden  Tangenten  in  P und  7^,  sind  bekannt;  wollen  wir  zur 
Vervollständigung  der  Figur  noch  die  beiden  Tangenten  in  Puiid  P, 
ermitteln,  so  verbinden  wir  die  Schnittpunkte,  in  welchen  die 
Diagonale  px  die  Tangenten  Ba  und  P,  a trilll,  resp.  mit  P,  und  P, 
welches  die  gesuchten  Tangenten  sind;  zugleich  wissen  wir  aus  §27, 
dass  die  Tangenten  in  P und  P,  sich  in  demjenigen  Punkt  b der 
Geraden  X trelfen  müssen,  welcher  der  vierte  harmonische  zu 
pna  ist,  dem  a zugeordnet;  und-  dass  die  Verbindungslinie  PP, 
in  demjenigen  Punkte  ß der  Geraden  X begegnet,  welcher  der 
vierte  harmonische  ist  zu  pnet  dem  « zugeordnet;  folglich  ge- 
hören (nach  § 18,  Anmerkung)  die  drei  Punktenpaare  aa,  bß,  pn 
demselben  Ihinktsystemc  an,  welches  das  der  Geraden  X zuge- 
hörige ist.  Suchen  wir  jetzt  das  dem  Punkte  x zugehörige 
Strahlsystem  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  und  betrachten  zu 
diesem  Zweck  die  in  den  Kndpunkten  der  durch  x gehenden 
Sehne  PP,  gezogenen  Tangenten  als  Träger  erzeugender  Punkt- 
reihen, so  muss  nach  § 27  die  Tangente  in  P die  letzteren  in 
zwei  solchen  Punkten  treffen,  welche  mit  x verbunden  die  Strahlen 
xp  und  xn  geben,  die  daher  ein  Paar  konjugirter  Strahlen  des 
dem  X zugehörigen  Strahlsystems  sind,  und  da  anderseits  dem 
Punkt  P des  einen  Trägers  der  Schnittpunkt  « des  andern 
enlsprecliend  ist,  so  sind  xB  und  xa  oder  was  dasselbe  ist 
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XU  und  xa  ein  zweites  I*aur  konjiigirter  Strahlen  des  Slrald- 
syslems  von  xi  in  gleidier  Weise  simi  auch  noch  xh  und  xß 
ein  drittes  l*aar.  Wir  sehen  also,  dass  das  dein  Punkte  x 
zugell  orige  Strahlsystein  mit  dem  der  (leraden  A’  zu- 
gehörigen Punktsystem  p ersjie  kti  visc  h liegt,  d.  h.  je 
zwei  konjugirte  Strahlen  des  Strahlsystems  durch  zwei  konjugirte 
Punkte  des  Punktsystems  gehen  und  umgekehrt.  Wenn  wir  mm 
den  Ihmkt  P durch  den  ganzen  Kegelschnitt  bewegen,  so  ^^ird 
der  l*imkt  x dahei  unverändert  hleihen,  weil  er  der  vierte  har- 
monische zu  den  drei  festen  Ihuikleu  liB^a  ist,  dem  cc  zuge- 
ordnet. Hei  dieser  Hewegung  durchläuft  das  Ihinktenpaar  p7i  das 
ganze  der  Geraden  A'  zugehörige  PunkLsystem  und  das  Strahlen- 
paar xf),  xa  das  ganze  dem  Punkt  x zugehörige  Strahlsystem. 
Itieser  eigenthümliche  Zusammenhang  des  Punktes  x mit  der 
Geraden  A',  wonach  das  Slrahlsyslem  des  einen  und  das  Punkt- 
system lies  andern  in  perspektivischer  i..age  sich  befinden,  soll 
nun  im  folgenden  Paragraphen  weiter  ausgeffihrt  werden. 

§ )jD.  Pol  und  Polare  dos  Kegelschnitts.  Konjugirte  Punkte 
und  Strahlen  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt.  Tripel  kon- 
jugirter  Punkte  und  Strahlen. 

I)ie  in  dem  vorigen  Paragraplien  durchgeführte  Untersuchung 
gieht  eine  Menge  von  wichtigen  Eigenschaflen  des  Kegelschnitts, 
welche  unter  dem  Namen  der  l*olareigensc haften  bekannt 
sind.  Die  zuletzt  hesprochene^eweguug  des  Punktes  P auf  dem 
Kegelschnitt,  hei  welcher  der  Punkt  x unverändert  hleiht,  zeigt 
nämlich  zunächst,  dass,  während  die  veränderliche  Sehne  P P^ 
sich  um  den  festen  Punkt  x dreht,  der  Schiiitlpunkt  der  Tan- 
genten in  P und  P,  auf  der  festen  Geraden  A'  läuft,  sodann  folgt 
aus  der  harmonischen  Eigenschaft  des  Vierecks,  dass  der  vierte 
harmonische  Punkt  ß zu  PP^x,  der  dem  festen  Ihinkt  x zuge- 
ordnet ist,  auf  derselben  Gei’aden  A'  sich  bewegen  muss;  daher 
gilt  der  Satz: 

Zieht  man  durch  einen  Punkt  in  der  Ebene  eines 
Kegelschnitts  Strahlen,  welche  denselben  in  je  zwei 
Punkten  treffen,  so  ist  der  Ort  des  vierten  harmo- 
nischen, dem  gegebenen  zugeordneten  Punktes  auf 
jedem  Strahl  (während  die  Schnittpunkte  das  andere 
Paar  zugeordneter  Punkte  bilden),  eine  gerade  JAnie, 
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welche  den  KegelschniU  nicht  treffen  wird,  sobald 
der  Punkt  innerhalb  des  Kegelschnitts  liegt,  dagegen 
durch  die  beiden  Berührungspunkte  der  von  d e in 
gegebenen  Punkte  au  den  Kegelschnitt  zu  legenden 
Tangenten  geht,  sobald  der  Punkt  ausserhalb  des 
Kegelschnitts  liegt. 

Die  letzte  Bemerkung  geht  daraus  hervor,  dass,  wenn 
durch  den  gegebenen  Punkt  eine  Tangente  des  Kegelschnitts 
geht,  auf  diesem  Strahl  die  beiden  Schnittpunkte,  also  zwei  zu- 
geordnete von  vier  harmonischen  Punkten  zusammenfallen,  folglich 
auch  der  vierte  dem  festen  Punkt  harmonisch  zugeordnele  in  jene 
beiden  hineinfallen  muss  (§8)  und  umgekehrt,  wenn  von  vier 
harmonischen  Punkten  zwei  nicht  zugeordnetc  zusammenfallen,  in 
diesen  nothwendig  auch  einer  der  beiden  übrigen  hineinfallen 
muss.  Hieraus  ergieht  sich  ein  becpiemes  .Mittel,  durch  einen 
gegebenen  Punkt  0 Tangenten  an  den  Kegelschnitt  zu  ziehen, 
Melcher  gezeichnet  vorliegl:  Man  ziehe  durch  0 zuei  beliebige 
Strahlen  (oder  soviel,  Mie  man  mÜI),  Melche  in  u und  a,  b um\  ß 
demselben  begegnen;  die  Schnittpunkte  {aß,  ba)  und  («6,  aß) 
mit  einander  verbunden  geben  eine  Gerade,  die  den  Kegelschnitt 
in  denjenigen  beiden  Punkten  trilft,  deren  Verbindungslinien  mit 
0 das  gesuchte  Tangentenpaar  siinl;  denn  wegen  der  harmoni- 
schen Eigenschaft  des  Vierecks  geht  jene  Gerade  durch  die  vier- 
ten harmonischen  Punkte  auf  den  durch  0 gezogenen  Strahlen. 
TrilTt  die  so  ermittelte  Gerade  (Jj|n  Kegelschnitt  nicht,  so  gieht 
es  keine  Tangenten  durch  (K 

Dieselbe  Gerade,  welche  oben  mit  A’  bezeichnet  wurde,  ist 
aber  anderseits  auch  der  Ort  des  Punktes  b,  also  gilt  der  Satz: 
Zieht  man  durch  einen  Punkt  in  der  Ebene  eines 
Kegelschnitts  Strahlen,  welche  denselben  in  je  zwei 
Punkten  treffen,  und  bestimmt  die  Tangenten  an  letz- 
teren, so  ist  der  Ort  des  Schnittpunktes  eines  jeden 
solchen  Tan  gen  len  paar  es  eine  gerade  Linie,  welche 
mit  der  im  vorigen  Satze  erhaltenen  identisch  ist. 

Hiernach  gehört  zu  jedem  beliebigen  l*unkt  x in  der  Ebene 
eines  KegelschnitLs  eine  beslinnnte  Gerade  A',  welche  immer  reell 
vorhanden  ist,  weil  es,  wo  auch  der  l*unkl  .t*  liegen  mag,  immer 
Strahlen  durch  ihu  gieht,  welche  dem  Kegelschnitt  in  zwei  reellen 
Punkten  begegnen.  Diese  dem  Punkte  o;  zugehörige  Gerade  A 
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heisst  die  Polare  des  Punktes  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt; 
sie  kann  auf  die  eine  oder  andere  angegebene  Art  konstruirt  wer- 
den und  besitzt  nach  dem  Vorigen  die  charakteristische  Eigenschaft, 
dass  das  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  ihr  zugehörige  Punkt- 
system mit  dem  dem  Punkte  zugehörigen  Strahlsystem  perspek- 
tivisch liegt.  Ist  der  Punkt  ausserhalb  des  Kegelschnitts  gelegen, 
so  ist  seine  Polare  die  Berührungssehne  des  aus  ihm  an  den 
Kegelschnitt  zu  legenden  Tangenlenpaars;  ist  der  Punkt  inner- 
halb des  Kegelschnitts  gelegen,  so  giebt  es  zwar  kein  Tangenlen- 
paar  aus  ihm  an  den  Kegelschnitt,  aber  die  Polare  hört  nicht  auf  zu 
existiren,  sondern  ist  allemal  eine  bestimmte  in  der  angegebenen 
Weise  zu  konstruirende  Gerade,  welche  in  diesem  Falle  mit  dem 
Kegelschnitt  keinen  Punkt  gemein  hat;  ihr  Punktsystem  ist 
elliptisch.  Liegt  endlich  der  Punkt  auf  dem  Kegelschnitt  selbst, 
so  erkennen  wir  aus  der  zweiten  Konstruktion  der  Polare,  dass 
seine  Polare  die  Tangente  des  Kegelschnitts  in  diesem  Punkte 
selbst  ist.  Die  Tangente  des  Kegelschnitts  erscheint  also  als 
besonderer  Fall  der  Polare  für  solche  Punkte,  welche  auf  dem 
Kegelschnitt  selbst  liegen. 

Wir  schliessen  ferner  aus  der  in  der  obigen  Figur  (Fig.  37) 
vorgenommenen  Bewegung,  indem  wir  den  Punkt  b auf  der 
Geraden  .V  forllaufen  lassen  und  bemerken,  dass  die  Bcrührimgs- 
sehne  des  Tangentenpaars  aus  ihm  an  den  Kegelschnitt  durch 
den  festen  Punkt  x läuft den  folgenden  Satz: 

Legt  man  aus  den  Punkten  einer  Geraden  in  der 
Ebene  eines  Kegelschnitts  die  Tangentenpaarc  an 
denselben,  so  läuft  die  Verbindungslinie  der  Berüh- 
rungspunkte durch  einen  festen  Punkt;  konstruirt 
man  zu  jedem  T a n g e n t e n p a a r e und  der  gegebenen 
Geraden  den  vierten  harmonischen  Strahl,  welcher 
der  letzteren  zugeordnet  ist  (während  das  Tangenten- 
paar das  ajidere  Paar  zugeordneter  Strahlen  ist),  so 
läuft  dieser  vierte  harmonische  Strahl  durch  den- 
selben eben  ermittelten  festen  Punkt.  Schneidet 
die  gegebene  Gerade  den  Kegelschnitt  in  zwei  reellen 
Punkten,  so  ist  der  feste  Punkt  der  Schnittpunkt  der 
beiden  Tangenten  in  den  letzteren,  liegt  also  ausser- 
halb des  Kegelschnitts.  Trifft  die  gegebene  lic^rade 
den  Kegelschnitt  nicht,  so  ist  der  auf  die  eine  oder 
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andere  Weise  zu  erniiltelude  Punkt  itin erhall)  des 
Kegelschnitts  gelegen. 

Hiernach  gehört  zu  jeder  heliehigeu  Geraden  X in  der  Ebene 
eines  Kegelschnitts  ein  bestimmter  Punkt  x,  welcher  immer  reell 
vorhanden  ist,  wie  auch  die  Gerade  in  der  Ebene  liegen  n)ag, 
weil  cs  immer  Punkte  auf  ihr  gieht,  deren  Tan^'eiitenpaare  an 
den  Kegelschnitt  reell  sind.  Hieser  Ihinkt  heisst  der  „Pol“  der 
Geraden  in  Hezug  auf  den  Kegelschnitt.  Er  besitzt  die  charak- 
teristische Eigenschaft,  dass  das  ihm  zugehörige  Slrahlsystem  mit 
dem  der  Geraden  zugehörigen  Punktsystem  persjjektivisch  liegt; 
beide  sind  also  gleichzeitig  elliptisch  oder  hyperbolisch.  Wenn 
insbesondere  die  Gerade  eine  Tangente  des  KegelschniUs  ist,  so 
wird  ihr  Pol  der  Hernhrutigspnnkl.  Zn  dem  Pol  einer  gegebenen 
Geraden  gelangen  wir,  indem  wir  ans  zwei  solchen  l'unklen  der- 
selben, welche  ausserhalb  des  Kegelschnitts  liegen,  die  Tangejilen- 
paare  an  denselben  legen  und  den  Sclmitlpnnkt  der  Herührimgs- 
sehnen  aufsuchen,  oder  wenn  die  gegebene  Gerade  den  Kegelschnitt 
in  zwei  reellen  Punkten  schneidet,  indem  wir  den  Schnittpunkt 
der  Tangenten  in  diesen  beiden  Punkten  aufsuchen. 


Es  geht  nun  daraus,  dass  gleichzeitig  in  unserer  Figur  X die 
Polare  von  x und  x der  Pol  von  X ist,  ein  inniger  Zusammen- 
hang zwischen  Pol  und  1‘olarc  hervor: 

l) i e P 0 1 a r c eines  beliebigen  I*  n n k t cs  hat  d e n s <*  1 h e n 
zu  ihrem  Pol  und  der  Pol  einer  beliebigen  (leraden 
hat  zu  seiner  Polare  diese  Gerade. 

Da  ferner  in  unserer  Figur  die  veränderliche  Sehne  pi\  die 
Polare  des  Punktes  b ist,  so  folgt  der  Satz: 

Dow  egt  sich  ein  Punkt  y auf  einer  Geraden  .V  in 
der  Ebene  eines  Kegelschnitts,  so  läuft  seine  Polare 
J'  durch  einen  festen  Punkt  a',  den  Pol  jener  (ieraden, 
und  trifft  die  (J  erad  e A’ i n denjenigen  Punkten,  welche 
die  konjugirten  zu  den  y sind,  im  Punktsysteme,  das 
der  Geraden  A'  in  Dezng  auf  den  Kegelschnitt  znge- 
hört,  w ährend  die  Verhindnngsstrah  len  des  festen 
Punktes  x mit  de m v e r ä n d e r 1 i c h c n 1‘ n n k t e y die  k o n - 
jngirten  Strahlen  zu  den  Polaren  V in  demjenigen 
Strah  I syst  eine  sind,  welches  dem  Punkt  x in  Dezng 
auf  den  Kegelschnitt  zngehörl.  Um  also  auf  einer  be- 
liebigen Geraden  «las  ihr  in  Dezng  auf  den  Kegelschnitt  znge- 
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liörigii  Punktsystem  zu  erhallen,  haben  wir  zu  jedem  Punkte  x 
den  Schniltjnmkt  ^ seiner  Polare  mit  der  j;egehenerj  (Jeraden  zu 
l>eslimnien;  dann  sind  immer  ein  Paar  konjugirler  Punkte 
des  gesuchten  Punktsystems;  in  analoger  Weise  erhallen  wir  das 
einem  gegehenen  Punkte  in  Pezug  auf  den  Kegelsclinill  zugehörige 
Strahlsystem. 

Und  analoger  Weise: 

Drelil  sich  ein  Strahl  1' u m einen  festen  Punkt  x 
in  der  Khene  eines  Kegelschnitts,  so  bewegt  sich 
sein  Pol  y auf  einer  festen  Geraden  A',  der  Polare 
jenes  Punktes  x.  Der  INinkt  >/  und  der  Schnittpunkt 
des  Strahls  Y mit  der  Geraden  X sind  konjugirle 
Punkte  desjenigen  Punktsystems,  welches  der  (Je- 
r allen  -V  in  Hezug  auf  den  Kegelschnitt  zu  ge  hört;  der 
Strahl  Y und  der  V er  h i n d ii  ngsstr  ah  1 des  festen  Punk- 
tes X mit  dem  Pol  y sind  konjugirle  Strahlen  des- 
jenigen St  rahl  Systems,  welches  dem  Punkt  .r  in  Hezug 
auf  den  Kegelschnitt  zugehört. 

Da  nun  Punktsystem  und  Strahlsystem  in  sich  projektivische 
Doppelgehilde  sind  (§  16  und  l7),  so  folgt  der  hemcrkens- 
werlhe  Satz: 

Die  Polaren  säni ni tlicher  Punkte  einer  geraden 
IMink  treibe  in  Hezug  auf  einen  Kegelschnitt  bilden 
ein  mit  der  Punk  treibe  projekti  visch  es  S Ira  h 1 husch  el 
und  die  Pole  sä  mm  tlicher  Strahlen  eines  ebenen 
Strahl  b fisch  cIs  in  Hezug  auf  einen  Kegelschnitt  bil- 
den eine  mit  d em  St  ra  h I büsc hei  proj ek livisch e gerade 
Punk  treibe. 

Nehmen  wir  jetzt  zwei  beliebige  |)rojektivische  Punktreihen 
51  und  5(|,  so  bilden  die  Polaren  in  Hezug  auf  einen  Kegel- 
.schnitl  zwei  mit  jenen,  also  unter  sich  projektivische  Strahlbüschel 
n und  die  Schnilt[)unkte  entsprechender  Strahlen  sind  die 
Pole  der  Projektionsslrahlen  der  Punklreihen  5151,;  beide  Er- 
zeugnisse sind,  wie  wir  wissen,  Kegelschnitte  und  die  Tangenten 
des  einen  die  Polaren  der  Punkte  des  andern,  ebenso  wie  die 
Punkte  des  einen  die  Pole  der  Tangenten  des  anilern;  daher  gilt 
der  Salz: 

Wenn  man  von  säm  ml  liehen  Punkten  eines  Kegel- 
schnitts K die  Polaren  in  Hezug  auf  einen  beliebigen 
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andern  Kegelsch nitl  C bcsliinmt,  so  ninhüllen  die- 
selben einen  drillen  Kegelsclinill  und  Avenn  man 
von  sämmlliclien  Tangenten  des  K ege Ischnilts  K die 
Pole  in  Ilezug  auf  C best  im  ml,  so  erhält  man  die 
l*unkle  desselben  Kegelschnitts  in  der  Weise, 
dass  jede  Tangente  (und  der  lierfihrungsjuinkt)  des 
einen  Kegelschnitts  einen  Punkt  (und  seine  Tan- 
gente) des  andern  Kegelschnitts  zum  Pol  (und  zur 
Polare)  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  C haben.  Hier- 
aus folgt  zugleich,  dass,  wenn  man  von  irgend  einem  I‘unkt  I* 
<lie  l^olare  L in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  K annimml,  auch 
der  Pol  '4^  von  L und  die  Polare  ÜI  von  P rucksichllich  des 
Iliilfskegelschnitls  C für  den  neuen  Kegelschnitt  51  Pol  uml  l’olare 
sein  werden.  Dies  giehl  ein  leichtes  Kriterium,  um  zu  erkennen, 
ob  der  Polarkegelschnitt  ^ Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel  ist; 
nämlich;  Liegt  der  Mittelpunkt  von  C ausserhalb  X,  so  ist  5l 
Hyperbel,  liegt  er  auf  A',  so  ist  51  Parabel,  liegt  er  innerhalb  A, 
so  ist  ^ Ellip.se. 

Dieser  Salz  gestattet  eine  direkte  üeberlragung  der  Eigen- 
schaften des  Kegelschnitts  in  andere  (polare),  z.  B.  des  Pascal - 
sehen  Satzes  in  den  Brianchon 'sehen  Satz  und  lässt  eine  voll- 
kommene Dualität  der  Eigenschaften  des  Kegelschnitts  erkennen, 
wie  sie  ursprünglich  schon  in  den  Grundelcmenten  enthalten  ist, 
von  denen  wir  ausgegangen  sind.  Allgemeiner  aufgefassl  ist  dies 
gegenseitige  Entsprechen  der  Punkte  einer  Ebene  und  der  Geraden 
in  derselben  mit  Hülfe  eines  festen  Kegelschnitts  (Basis)  ein 
fruchtbares  Prinzip  zur  Auffindung  neuer  Wahrheiten  (Polarisation) 
und  der  Ausgangspunkt  einer  umfangreichen  Theorie  (theorie 
des  pol ai res  reciproques)  geworden. 

Die  Grundeigenschaft  von  Pol  und  Polare,  welche  wir  oben 
gefunden  haben,  dass  nämlich  die  Polare  A'  irgend  eines  Punktes  x 
immer  durch  den  Pol  y irgend  einer  durch  x gezogenen  Geraden  1' 
geht  und  umgekehrt  der  Pol  x einer  beliebigen  Geraden  A’  auf 
der  Polare  Y eines  beliebigen  in  X liegenden  Punktes  y sich 
belindet,  führt  uns  dahin,  zwei  solche  Punkte  in  der  Ebene  eines 
Kegelschnitts  x und  y,  für  welche  die  Polare  des  einen  durch 
den  andern  geht,  also  gleichzeitig  die  Polare  des  zweiten  durch 
den  ersten,  zwei  konjugirte  Punkte  in  Bezug  auf  den 
Kegelschnitt  und  in  gleicher  Weise  zwei  solche  Strahlen 


A 


1 
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A’  und  rin  der  Ebene  eines  Kegelschnitts,  für  welclie  der  Pol  der 
einen  auf  der  andern  liegt,  al.so  auch  gleichzeitig  der  Pol  der  zweiten 
auf  der  ersten , zwei  k o n j u g i r t e Strahlen  in  Bezug  auf  den 
K ege  1 schnitt  zu  nennen.  Mit  dieser  Bezeichnung  sind  nach  dein 
Vorigen  ein  Paar  konjugirti^  Punkte  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt 
immer  ein  I*aar  konjugirte  Punkte  desjenigen  Punktsystems,  welches 
ihrer  Verbindungslinie  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  zugehört 
uml  ein  Paar  konjugirter  Strahlen  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt 
nichts  anderes,  als  ein  Paar  konjugirter  Strahlen  desjenigen  Strahl- 
systems, welches  ihrem  Schnittpunkte  in  Bezug  auf  den  Kegel- 
schnitt zugehörl.  Dies  lasst  sich  auch  so  aussprechen:  Sämmt- 
liche  Paare  konjugirter  Punkte  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt, 
welche  auf  derselben  Geraden  liegen,  bilden  dasjenige  Punkt- 
system, welches  dieser  Geraden  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt 
zugehört,  und  sämmtliche  Paare  konjugirter  Strahlen  in  Bezug  auf 
den  Kegelschnitt,  welche  durch  denselben  I*unkt  gehen,  bilden 
dasjenige  Strablsystem , welches  diesem  Punkte  in  Bezug  auf  den 
Kegelschnitt  zugehört.  Hieraus  folgt  beiläufig,  dass  cs  durch  jeden 
beliebigen  Punkt  in  der  Ebene  eines  Kegelschnitts  ein  Paar  und 
im  Allgemeinen  nur  ein  Paar  rechtwinkliger  konjugirter  Strahlen 
in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  giebt,  die  Axen  des  Strablsystems, 
welches  ihm  zugehörl;  es  sei  denn,  dass  das  Slrahlsystem  ein 
Kreissystem  wäre,  bei  dem  sämmtliche  Paare  konjugirter  Strahlen 
zu  einander  rechtwinklig  sind.  Dieser  Fall  wird  uns  später 
beschäftigen. 

Zu  einem  Punkte  x gehören  unendlich  viele  konjugirte  Punkte 
in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt,  die  alle  auf  der  Polare  A'  liegen; 
nehmen  wir  einen  .beliebigen  Punkt  y derselben,  so  gehören  zu 
ihm  auch  unendlich  viele  konjugirte  Ihmkte  in  Bezug  auf  den 
Kegelschnitt,  die  sämmtlich  auf  der  durch  x gehenden  Polare  Y 
liegen.  Die  beiden  Polaren  X und  Y schneiden  sich  nun  in 
einem  Punkte  z,  dessen  Polare  Z nach  dem  Vorigen  die  Verbin- 
dungslinie xy  sein  muss.  Solche  drei  Punkte  xyz,  von  denen 
je  zwei  ein  Paar  konjugirter  Punkte  in  Bezug  auf  den  Kegel- 
schnitt sind  und  deren  Polaren  Ä'YZ  die  (gegeniiberliegenden) 
Seiten  dieses  Dreiecks  sind  A’  = (y'z)j  Y = (zx),  Z = (xy),  nennt 
man  ein  Tripel  konjugirter  Punkte  in  Bezug  auf  den 
Kegelschnitt  oder  ein  sich  selbst  konjugirtes  Dreieck,  weil 
seine  Seiten  die  Polaren  seiner  Ecken  sind.  Zugleich  aber  nennt 
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mail  auch  solche  drei  Strahlen  X YZ,  von  denen  je  zwei  ein 
I*aar  konjugirter  Strahlen  in  Reziig  auf  den  Kegelschnitt  sind 
und  deren  Pole  die  (gegenüherliegeudeii)  Kcken  dieses  Dreiseits 
sind  X = (r,  Z),  y — [Z,  X),  z = (.1%  Y),  ein  Tripel  konju- 
girter Strahlen  in  Ilezug  auf  den  Kegelschnitt  oder 
ein  sich  seihst  konjugirles  Drciseit,  weil  seine  Ecken  die  Pole 
seiner  Seilen  sind.  Die  Seiten  eines  von  einem  Tripel 
konjugirter  Punkte  gehildeten  Dreiecks  sind  zugleich 
ein  Tripel  konjugirter  Strahlen  und  die  Ecken  eines 
von  einem  Tripel  konjugirter  Strahlen  gebildeten 
Dreiseils  ein  Tripel  konjugirter  Punkte.  Demerken  vAir 
noch,  dass  aus  der  angegebenen  Konstruktion  von  Polare  und 
Pol  unmittelbar  folgt:  Das  Diagonaldreieck  eines  dem 
Kegelschnitt  e i n h e s c h r i e h e n e n vollständigen  Vier- 
ecks oder  eines  demselben  umheschriebenen  vollstän- 
digen Vierseits  ist  immer  ein  Tripel-  konjugirter 
Punkte  und  Strahlen  in  Dezug  auf  den  Kegelschnitt. 
Diese  Tripel  spielen  eine  wichtige  Dolle  in  der  Theorie  der  Kegel- 
schnitte und  sind  in  unendlicher  Älannichfalligkeit  vorhanden.  Ein 
Punkt  X von  drei  Punkten  eines  Tripels  kann  willkiihrlich  in  der 
ganzen  Ebene  angenommen  werden,  der  zweite  y ist  dann  auf 
die  Polare  X beschrankt  und  kann  auf  dieser  auch  noch  will- 
kührlich  gewählt  werden,  der  drille  z ist  aber  durch  diese  beiden 
bestimmt,  nämlich  der  Schniltjuinkt  der  Polaren  X,  Y;  ebenso 
verhält  es  sich  mit  einem  Tripel  konjugirter  Strahlen.  Zu  einem 
beliebigen  Punkte  x in  der  Ebene  eines  Kegelschnitts  gieht  cs 
unendlich  viele  Paare  yz,  welche  mit  ihm  zusammen  ein  Tripel 
bilden;  sie  liegen  sämmtlich  auf  der  l*olarc  X des  Punktes  x 
und  bilden  dasjenige  Punktsystem,  welches  dieser  (ieraden  in 
Dezug  auf  den  Kegelschnitt  ziigehörl.  Liegt  daher  der  Punkt  x 
innerhalb  des  Kegelschnitts,  so  ist  sein  Strahlsyslem  elliptisch, 
die  Punktenpaare  yz  bilden  daher  auch  ein  elliptisches  Punkt- 
system; ilie  Polare  X trifft  den  Kegelschnitt  nicht;  liegt  aber  x 
ansserhalh  des  Kegelschnitts,  so  ist  .sein  Slrahlsystem  hyperbolisch, 
also  auch  das  Punktsystem  yz  auf  der  Polare  X hyperbolisch, 
welche  in  diesem  Fall  den  Kegelschnitt  trilft.  ln  jedem  der  beiden 
Schnittpunkte  fällt  mithin  ein  Paar  konjugirter  Punkte  zusammen 
und  wir  haben  den  besonderen  Fall  eines  Tripels,  dass  zwei 
Punkte  yz  desselben  zusammenfallen;  es  muss  alsdann  der  dritte  x 
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auf  (1er  Tangente  in  diesem  Punkte  liegen,  also  die  drei  Punkte 
xyz  liegen  in  gerader  Linie,  was  sonst  nie  der  Fall  sein  kann, 
in  diesem  Fall  ist  das  Tripel  unbestimmt;  jeder  Punkt  der  Tan- 
gente kann  als  dritter  Punkt  <les  Tripels  angesehen  werden,  w<äh- 
rend  in  dem  Perührungspunkte  die  beiden  andern  zusanunenfallcn. 
Ein  analoger  specieller  Fall  katin  lud  einem  Tripel  konjugirler 
Strahlen  eintreten.  Im  Allgemeinen  erkennen  wir  hieraus  leicht, 
dass  hei  einem  Tripel  konjugirler  Punkte  von  den  drei  ihnen 
zugehörigen  Strahlsystemen  immer  zwei  liyperholisrh  und  eines 
elliptisch  ist  und  hei  einem  Tripel  konjugirler  Strahlen  von  den 
drei  ihnen  zugehörigen  Punktsystemen  immer  zwei  hyperbolisch 
und  eines  elliptisch  ist,  also,  dass  von  den  drei  Punkten  eines 
Tripels  immer  einer  innerhalb  und  die  beiden  andern  ausserhalb 
des  Kegelschnitts  liegen  und  von  den  drei  Strahlen  eines  Tripels 
immer  zwei  den  Kegelschnitt  in  je  zwei  reellen  Punkten  tretlen, 
während  der  dritte  ihn  nicht  trilll. 

§ 31.  Einige  Folgerungen  aus  den  Polar -Eigenschaften 

des  Kegelschnitts. 

Aus  der  vorigen  Petrachlung  ergieht  sich  eine  Menge  von 
Peziehungen  zwischen  konjugirten  l^unkten  eines  Kegelschnitts, 
von  denen  einige  hier  hervorgehohen  werden  mögen: 

Verbindet  man  irgend  ein  Paar  konjugirler  I*u  nkte 
p7c  in  Hezug  auf  einen  Kegelschnitt  mit  einem  be- 
liebigen Punkte  B desselben,  so  treffen  Bp  und  Bn 
den  Kegelschnitt  in  zwei  Punkten  {P  und  7',),  deren 
Verbindungslinie  durch  den  Pol  der  Geraden  pn  gehl. 
(Kig.  37.) 

Bezeichnen  wir  mit  x den  Pol  der  Geraden  so  bilden 
pnx  ein  Tripel  konjugirler  Punkte  in. Bezug  auf  den  Kegelschnitt 
und  die  vorige  Eigenschaft  lässt  sich  auch  so  aussprechen: 

Ein  Tripel  konjugirler  Punkte  besitzt  immer  die 
Eigenschaft,  dass  es  unendlich  vi eie  dem  Kegelschnitt 
ein  beschriebene  Dreiecke  giebt,  deren  Seilen  durch 
die  l’unkte  des  Tripels  gehen.  Jeder  Punkt  des  Kegel- 
schiiilts  kann  eine  Ecke  eines  solchen  Dreiecks  sein;  wird  er 
mit  zwei  Tripelpunkten  verbunden,  so  trelfen  die  beiden  Ver- 
bindungsslrahlen  den  Kegelscbnilt  in  den  beiden  andern  Ecken 
dieses  Dreiecks;  verbinden  wir  ihn  mit  allen  drei  Tripelpunkten 
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und  merken  die  Sclmiltpunktc  dieser  Verhindnngsstrahlcn  mit  dem 
Kegelsclinill,  so  haben  wir  im  Kegelschnitt  ein  Viereck,  <lessen 
vier  Dreiecke  (die  vier  Mal  zu  je  drei  koinhinirten  Ficken)  eben- 
falls die  angegebene  I'jgenscbaft  besitzen;  das  Trij)el  ist  das 
Diagonaldreieck  dieses  vollständigen  Vierecks  itn  Kegelscbnill,  und 
auch  umgekehrt;  dies  lässt  sich  etwas  anders  so  ausspreeben: 
Sind  au  irgend  ein  I*aar  konjugirter  1‘unkle  in  Dezug  au^  den 
Kegelschnitt  und  werden  dieselben  mit  einem  Derijdiericpunkt  o 
durch  zwei  Strahlen  verbunden,  welche  den  Kegelschnitt  zum 
andern  Male  in  den  Punkten  />  und  y trclTen,  d.  h.  oa  trifft  in  ;; 
und  ou  in  dann  muss  auch  der  Schnittjmnkt  [pu,  <y«)  = r 
auf  dem  Kegelschnitte  liegen.  Hieraus  folgt  die  I^ösung  der  Auf- 
gabe: Es  soll  ein  Kegelschnitt  k<»nslruirt  werden,  der 
durch  drei  gegebene  I^unkte  p^p-ypi  eclit  und  ein  ge- 
gebenes 1‘unk tsyslem  (a*.  auf  dem  Träger  51  zu  dem 
ihm  zugehörigen  IMinktsysleine  hat  (§30),  Ist  das  ge- 
gebene l*unktsysteni  hyj)erholisch,  so  muss  der  Kegelschnitt  durch 
die  beiden  Asymptotenpunkte  desselben  gehen  und  ist  also  durch 
diese  fünf  Ihmkte  vollständig  bestimmt;  wenn  es  aber  elliptisch 
ist,  so  sind  die  Asymptoten[>unkte  imaginär  und  man  kann  folgender- 
massen  konstruiren:  Trifft  die  Verbindungslinie  den  Träger  51 
in  s,  und  ist  Oj  der  zu  5,  konjugirte  1‘unkt  des  PunkLsysteins, 
ferner  p,  der  vierte  harmonische  zu  dem  s,  zugeordnet, 

so  ^^ird  p,  Oj  die  I*olare  von  5,  in  Dezug  auf  den  gesuchten  Kegel- 
schnitt sein;  trifft  p.^p^  in  den  Träger  5(,  ist  der  konjugirte 
l’uiikt  zu  6'2  9t  vierte  harmonische  l’unkt  zu 
ist  die  Polare  von  der  Schniltjninkt  q.^g,,)  ~ n 

ist  der  Pol  von  51  in  Dezug  auf  den  gesuchten  Kegelschnitt;  durch 
ihn  muss  auch  die  in  analoger  Weise  konstruirle  dritte  Gerade 
Q:\G-,i  gehen.  Die  Verhindupgslinicn  p.^a  und  o, pj  (oder  G^p^) 
treffen  sich  oder  {G^p.2,  <?2Pi)  — ebenso  ((?3p, , G^p^)  = 
((T2P3,  G.^p.2)  = n^;  die  drei  Ihmkte  liegen  auf  dem  ge- 

suchten Kegelschnitt  und  p^Tt^,  p^n^,  p^'it-;^  schneiden  sich  in  «. 
l'm  beliebig  viele  Punkte  des  Kegelschnitts  zu  erhalten,  haben 
wir  nur  den  veränderlichen  Schnittpunkt  (p,a-,  ;r,  |)  aufzusuchen. 

Hieran  knüpft  sich  die  Lösung  der  zweiten  .Aufgabe:  Es 
soll  ein  Kegelschnitt  konstruirt  werden,  der  durch 
einen  gegebenen  Punkt  />  geht  und  zwei  gegebene 
Punktsysteme  (o:,  |)  auf  dem  Träger  51  und  (y,  y)  auf 
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dem  Träger  25  zu  den  ihm  zugehörigen  Punktsystemen 
hat.  Sei  der  Schnittpunkt  der  beiden  Träger  (’3(,  ©)  in  dem 
ersten  I*unktsystem  mit  s,  in  dem  zweiten  mit  / bezeichnet  und 
die  konjugirten  zu  diesen  o und  t,  deren,  Verbindungslinie  (i 
heisse;  dann  ist  (i  die  Polare  von  s (oder  /)  in  Ilezug  auf  den 
gesuchten  Kegelsclmitl,  enthält  also  die  Pole  sowohl  von  2t  wie 
von  23-  Wir  müssen  nun  durch  den  gegebenen  Punkt  />  ein 
solches  Strahlenpaar  ziehen,  weiches  sowohl  2t  als  auch  25 
in  einem  Paar  konjugirler  Punkte  Irillt;  dasselbe  wird  (£  in 
den  beiden  l’unkten  des  gesuchten  Kegelschnitts  Ireflen,  nach 
unserin  obigen  Satze.  Ein  solches  Paar  ist  immer  reell  vorhanden, 
sobald  eines  oder  beide  gegebenen  Punktsysteme  elliptisch  sind; 
nur  wenn  beide  hyperbolisch  wären,  braucht  cs  nicht  reell  zu 
sein;  in  diesem  Falle  aber  bestimmen  die  vier  Asymptotenpunkte 
und  i*  vollständig  den  gesuchten  Kegelschnitt.  In  den  andern 
Fällen  legen  wir  durch  p zwei  concentrische  Slrahlsysleme  mit 
den  gegebenen  Punktsystemen  perspektivisch;  diese  haben  (§  10) 
ein  gemeinschaftliches  Paar  konjugirter  Strahlen,  welches  das 
gesuchte  ist;  triflt  dasselbe  die  Gerade  6 in  c und  y,  so  liefert 
der  veränderliche  Schnittpunkt  (c.t,  y^)  alle  Punkte  des  gesuchten 
Kegelschnitts.  Die  den  obigen  polar- entsprechenden  Aufgaben 
werden  in  analoger  Weise  gelöst. 

Kehren  wir  nunmehr  zu  dem  .\usgangspunktc  dieses  I’ara- 
graphen  zurück  und  halten  die  Verbindungslinie  pre  fest,  ver- 
ändern aber  das  Punkten|)aar  pn  auf  ihr,  indem  wir  an  seine 
Stelle  alle  Paare  konjugirter  Punkte  des  ganzen  der  Geraden  pn 
in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  zugehörigen  Punktsystems  setzen, 
so  bleibt  der  Pol  fest;  die  Durchbohrungssehne  läuft  also  durch 
einen  festen  Punkt  und  in  7?  entsteht  ein  Strahlsystem;  wir 
schliessen  also: 

Dreht  man  um  einen  festen  Punkt  in  der  Ebene 
eines  Kegelschnitts  einen  veränderlichen  Strahl, 
welcher  den  Kegelschnitt  in  je  zwei  Punkten  jP  und  J\ 
trifft,  und  verbindet  einen  beliebigen  aber  festen 
Punkt  B des  Kegelschnitts  mit  dem  veränderlichen 
^’unktenpaare  PP^,  so  beschreibt  dies  Slrahlenpaar 
BP,  BP^  ein  Strahlsystem. 

Dies  lässt  sich  auch  umkehren: 

Verlegt  man  in  einen  Punkt  des  Kegelschnitts  den 
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M i U ft  1 j) u 11  k t eines  i) e I i e h i g e ii  S l r a h I s y s t e m s , so  durch- 
hohren  zwei  konjugirte  Strahlen  desselhen  den  Kegel- 
schnitl  immer  in  zwei  neuen  Punkten,  deren  Verhin- 
dungslinie  durch  einen  festen  Punkt  läuft.  Dieser  wird 
ausserhalb  oder  innerhalb  des  Kegelschnills  liegen,  je  nachdem 
das  Strahlsystem  hyperbolisch  oder  elliptisch  ist.  Der  Deweis 
ergiebt  sich  leicht;  denn  da  zwei  l*aar  konjugirtcr  Strahlen  das 
Strahlsystem  vollständig  bestimmen  und  die  beiden  Durchbohrungs- 
sehnen derselben  sich  in  einem  Ihmkfc  x treiren,  so  wird,  wenn 
wir  alle  Sehnen  durch  x ziehen,  nach  dem  vorigen  Satze  in  B ein 
Strahlsystem  entstehen,  welches  mit  dem  gegebenen  identisch  ist. 

Hieraus  erhalten  wir  als  besonderen  Fall,  wenn  wir  ein 
Kreissystem  für  das  Strahlsystem  nehmen,  folgenden  Satz: 

Dreht  man  den  in  der  Perijiheric  eines  Kegel- 
schnitts befindlichen  Scheitel  eines  rechten  Winkels 
hol  ich  ig  herum,  so  dass  die  Schenkel  den  Kegel- 
schnitt immer  in  zwei  neuen  Punkten  treffen,  so  wird 
die  Verbindungslinie  derselben  durch  'einen  festen 
Punkt  gehen,  welcher  mit  dem  Scheitel  verbunden 
die  Normale  des  Kegelschnitts  liefert,  d.  h.  diejenige 
Gerade,  welche  senkrecht  steht  auf  der  Tangente  des 
K egelsjch  nitts. 

Die  den  vorigen  analogen  Sätze,  welche  wir  entweder  durch 
die  gleichen  Schlüsse  aus  unserer  früheren  Detrachtung  (Fig.  J37) 
ableiten  oder  aus  dem  im  vorigen  Paragrajdien  angedeuteten 
Prinzip  der  Polarisation  direkt  abschreiben  können,  lauten  fol- 
gendermassen: 

Legt  man  aus  den  Punkten  einer  beliebigen  Ge- 
raden in  der  Ebene  eines  Kegelschnitts  Tangcnten- 
paare  an  denselben,  so  treffen  sie  irgend  eine  feste 
Tangente  des  Kegelscb nitts  in  Pu nkten [laaren  eines 
Punktsystems.  Und  umgekehrt: 

Nimmt  man  in  einer  Tangente  des  Kegelschnitts 
ein  beliebiges  Punktsystem  an  und  legt  aus  je  zu  ei 
konjugirten  Punkten  desselben  die  anderen  Tangenten 
an  den  Kegelschnitt,  so  ist  der  Ort  ihres  Schnitt jiunk- 
tes  eine  Gerade,  welche  den  Kegelschnitt  trill’t  oder  nicht 
trilfl,  je  nachdem  das  angenommene  Punktsystem  hyjierbolisch 
oder  elliptisch  war. 
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Fassen  wir  jetzt  (Fig.  38)  zwei  beliebige  Paare  konjiigirter 
auf 


(Kig.  38.) 


Punkte  in  ilezug 
(len  Kegelscbnitt  a und 
Ci,  h und  die  nicbt 
auf  derselben  Geraden 
liegen,  in.s  Auge;  sei 
A die  Polare  von  «, 
welche  mitbin  durch 
a geben  muss,  li  die 
Polare  von  welche 
durch  ß gebt,  und  .v 
der  Scinnllpunkt  von 
A und  li.  Ziehen  wir 
die  Viu'bindiiugslinie 
ab,  welche  von  A in  a 
und  von  li  in  h ge- 
trolVen  wird , so  sind 
a <x  lind  />  b zwei  Punktenpaare  desjenigen  Punktsystems,  welches 
der  Geraden  ab  in  llezug  auf  den  Kegelschnitt  zugelnn-t;  dieses 
Punktsystem  wird  aber  auch  beslinnnt  durch  die  Schnittpunkte 
der  Seitenpaare  eines  vollständigen  Vierecks  mit  der  Transversale 
ab  {§  18>  bezeichnen  wir  den  Schnittpunkt  [aß,  ba)  = t,  so 
hat  das  vollständige  Viereck  aßsl,  ein  Seilenpaar  as  = A und 
ßt  = ta,  ein  zweites  Seitenpaar  ßs  = li  und  a l = l b,  als 
drittes  Seilenpaar  aber  aß  und  sl\  da  die  erslen  beiden  Sidlen- 
paare  die  Transversale  a b in  l’aaren  konjiigirler  Pimkla  d(*sjenl- 
gen  IMinktsyslems  Ireflen,  welches  derselben  in  bezug  auf  den 
Kegcischnill  zngehhrt,  und  dii's  Punklsystem  schon  durch  zwei 
Paare  beslinnnt  ist,  so  tretfen  auch  aß  und  st  die  (ierade  ab 
in  zwei  konjugirlen  Punkten  in  bezug  auf  den  Kegclscbiiitl , oder 
der  Schnittpunkt  {ab,  aß)  bat  zu  seinem  konjugirlen  auf  ab 
denjenigen,  in  welchem  st  es  IrilU.  Der  Punkt  s ist  aber  der 
Pol  von  ab,  weil  er  der  Scinnllpunkt  der  Polaren  y/ /?  isl ; folg- 
lich muss  st  die  Polare  (h;s  Punktes  {ah,  aß)  sein;  sie  geht 
nun  durch  den  Punkt  t = ba);  folglich  sind  {ab,  aß) 

und  {aß,  ab)  koiijugirte  Punkte  in  bezug  auf  den  Kegelscbnitt 
und  wir  erhalten  den  folgenden  Salz:  *) 

*)  O.  Hesse:  „<le  curvis  et  superllciebus  secniuli  ordini.s/*  Crelle’s 
Jonrn.'d  für  Mjitlieiiuxtik  IM,  XX  Seite  301. 
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Hat  man  irgend  zwei  Paare  konjugirter  Punkte  in 
ß e z u g auf  einen  Kegelschnitt  u a und  b ß , so  sind  die 
Schnittpunkte  [ab,  aß)  und  [aß,  ab)  allemal  ein  drit- 
tes Paar  konjugirter  Punkte.  Oder: 

Wenn  zwei  Paar  Gegenecken  eines  vollständigen  Vierseils 
Paare  konjugirter  Punkte  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  sind, 
so  ist  es  auch  das  drille  Paar.  In  gleicher  Weise  wird  auch  der 
polare  Nebensatz  bewiesen : 

Sind  «,  a und  b,  ß irgend  zwei  Paare  konjugirter 
Strahlen  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt,  so  sind  auch 
die  Verbindungslinien  der  Schnittpunkte  [ab,  aß)  und 
[aß,  ab]  ein  Paar  konjugirter  Strahlen  in  Bezug  auf 
den  KegelschnitL 

Wenn  wir  anderseits  anstatt  der  Polaren  A und  B von  a 
und  b die  Polaren  A und  B von  a und  ß genommen  hätten, 
deren  Schnittpunkt  ö sei,  so  würde  in  derselben  Weise  6i  als 
die  Polare  von  [ab,  aß)  gefunden  worden  sein;  folglich  müssen 
50/  in  derselben  Geraden  liegen.  Die  beiden  Polaren  A und  A 
schneiden  sich  aber  in  or, , dem  Pol  von  a a,  und  a aa^  bilden 
daher  ein  Tripel  konjugirter  Punkte  in  Bezug  auf  den  Kegel- 
schnitt; ebenso  schneiden  sich  die  Polaren  B und  B in  ßi  und 
bßßi  bilden  ein  anderes  Tripel;  es  ist  nun 

{A,  B)  = s {A,  B)  = 0, 

d.  h. 

(acfj,  ßßy)  = s ,««j,  bßi)  = 0 

und 

[aß,  ba)  = /; 

da  5 0/  in  gerader  Linie  liegen  und  als  die  Schnittpunkte  der 
Gegenseiten  eines  PascaTschen  Sechsecks 

a «j*«  b ßi  ß 

aufgefasst  werden  können,  so  folgt  (§28),  dass  die  sechs  Punkte 
a a a,  b ß ßj , d.  h.  die  Ecken  zweier  Tripel  konjugirter  Punkte 
auf  einem  Kegelschnitt  liegen.  Wir  schliessen  also: 

Zw  ei  Tripel  konjugirter  Punkte  in  Bezug  auf  einen 
Kegelschnitt  sind  immer  sechs  1* unkte  eines  neuen 
Kegelschnitts,  und  zugleich  gilt  der  analoge  Satz: 

Zwei  Trij)el  konjugirter  Strahlen  in  Bezug  auf 
einen  Kegelschnitt  sind  immer  sechs  Tangenten  eines 
neuen  Kegelschnitts. 
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Da  ilic  Seiteu  eines  Dreiecks,  dessen  Ecken  ein  Tripel 
konjugirler  Punkte  sind,  zugleich  ein  Tripel  konjugirler  Strahlen 
• bilden,  so  ergiebt  sich  beiläufig  der  in  § 28  direkt  bewiesene 
Salz:  dass,  wenn  die  sechs  Ecken  zweier  Dreiecke  auf  einem 
Kegelschnitt  liegen,  die  sechs  Seilen  derselben  einen  andern  Ke- 
gelschnitt berühren  und  umgekehrt. 

Ferner  folgt  hieraus:  Hat  man  in  Bezug  auf  einen  Kegel- 
schnitt AT  zwei  Tripel  konjugirler  Punkte,  welche  in  einem  Kegel- 
schnitt A’,  liegen,  während  die  Seiten  dieser  Tripeldreiecke  einen 
Kegelschnitt  berühren,  so  sind  A',  und  reciproke  Polar- 
figuren von  einander  in  Bezug  auf  die  Basis  K,  denn  die  sechs 
Seiten  sind  die  Polaren  der  sechs  Ecken.  Nehmen  wir  also  ir- 
gend einen  Punkt  auf  A'j,  so  wird  seine  Polare  in  Bezug  auf 
A',  eine  Tangente  von  Ä'i  sein;  sei  einer  ihrer  Schnittpunkte  mit 
Af,  der  I^unkt  q^,  so  winl  auch  die  Polare  von  y,  in  Bezug  auf 
K eine  Tangente  von  sein  müssen,  und  da  sie  durch  geht, 
so  ist  sie  eine  der  beiden  von  /j,  an  zu  legenden  Tangenten; 
ihr  Schnittpunkt  mit  der  Polare  von  p^  ist  der  dritte  Tripelpunkt 
Tj  zu  /;j  und  y,,  d.  h.  der  Pol  von  p^q^\  ila’  »u»  z"ei  Tripel 
immer  auf  einem  Kegelschnitt  liegen  müssen,  so  wird  auch  der 
Kegelschnitt  Ä'j,  welcher  schon  ein  Tripel  enthält  und  durch /?^yj 
gehl,  wodurch  er  unzweideutig  bestimmt  ist,  durch  gehen 
müssen  und  der  Kegelschnitt  , welcher  bereits  die  Seilen  eines 
der  anfänglichen  Tripeldreiecke  und  ausserdem  y,  und 
berührt,  wird  auch  pj  yj  berühren  müssen;  der  Kegelschnitt 
erhält  also  ein  drittes  Tripel  pj  yj  r, , dessen  Seilen  ebenfalls 
Tangenten  von  sind.  Die  beiden  Kegelschnitte  Ä’j  und 
liegen  also  so,  dass  es  unendlich  viele  Dreiecke 
giebt,  welche  gleichzeitig  dem  ersten  eingeschrieben 
und  dem  zweiten  umgeschrieben  sind  (§ 28) ; jedes  die- 
ser Dreiecke  bildet  einTripel  konjugirler  Punk te  und 
Strahlen  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  K.  Dies  lässt 
sich  auch  so  aussprechen:  Jede  Tangente  des  Kegelschnitts 
schneidet  k\  in  zwei  Punkten,  welche  konjugirte  Punkte  in  Be- 
zug auf  II  sind  und  das  Tangenlenpaar  ans  jedem  Punkte  von  h\ 
an  ist  ein  Paar  konjugirler  Strahlen  in  Bezug  auf  K.  Hieraus 
folgt,  wenn  wir  inshesonderc  eine  gemeinschaftliche  Tangente  der 
Kegelschnitte  K und  aulfassen,  dass  Ä’j  durch  die  beiden  Be- 
rührungspunkte derselben  gehen  muss;  denn  zwei  konjugirte 
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StrahI(Mi  in  Hezug  auf  einen  Kegelscimilt  liegen  immer  liarmonisch 
mit  dem  Tangentenpaar,  welches  ans  ihrem  Scimittpnnkte  an  den 
Kegelschnitt  gelegt  werden  kann.  Da  nun  das  Tangentenpaar  aus 
jedem  Punkte  des  h\  an  ein  Paar  konjugirter  Strahlen  für 
K ist,  so  bilden  die  Tangentenpaare  aus  an  K und  an  vier 
harmonische  Strahlen;  fallen  von  vier  harmonischen  Strahlen  ir- 
gend zwei  /nsammen,  so  muss  auch  von  den  ührigen  einer  in 
diese  beiden  hineinfallen,  also  für  eine  genteinschaftiiehe  Tan- 
gente von  K und  muss  der  Punkt  entweder  in  dem  einen 
oder  dem  andern  Berührungspunkte  liegen.  Wir  schliessen  also; 
Der  K egelsch nitt  AT,  geht  «lurch  die  acht  Berührungs- 
punkte der  vier  gemeinschaftlichen  Tangenten  der 
Kegelschnitte  und  K,  und  hieraus  folgt:  Der  Kegel- 
schnitt berührt  die  acht  Tangenten,  welche  in  <len 
vier  Schnittpunkten  der  Kegelschnitte  A',  und  K an 
beiden  gezogen  werden  können.  Dass  jene  acht  Punkte 
auf  einem  Kegekschnilt  liegen  und  diese  acht  (ii'raden  einen  Ke- 
gelschnitt berühren  müssen,  haben  uir  schon  früher  27)  ge- 
funden (vergl.  § 55). 

Das  Besultat  der  obigen  Betrachtung  lässt  sich  noch  anders 
aussprechen;  es  ist  nämlich  A die  Polare  von  a,  B die  Polare 
von  b und  aß  die  Polare  von  (Ä,  B)  = 0;  wir  haben  al.^o  ein 
Dreieck  aha  uml  sein  Polar-Dreiseil,  gehihlet  von  »len  »Irei  Ge- 
raden A,  /?,  aß\  die  gegenüherliegemlen  Erken  »lieses  Dreiseits 
sind  ß,  «,  ,s  und  nach  dem  Obigen  schneiden  sich  aß,  ba,  sa  in 
einem  Punkte  i;  folglich  erhallen  wir  »len  Satz: 

Ein  beliebiges  Dreieck  iin»i  sein  Polar»lreicck  lie- 
gen immer  perspektivisch,  d.  h.  sind  a b c »Irei  beliebige 
Punkte  und  ABC  resp.  ihre  Polaren  (»lic  S«*llen  »bs  ersten  Dr<d- 
ecks  bc  c«  = iB;  «/y  — (S  uiul  »lie  Erk»*n  »les  letzteren 

B,  C)  =s  a (C,  A)  = b (A,  B)  = c),  so  schnei»len  sich  die  drei 
Verbindnngsstrahlen  aa,  bb  und  cc  in  einem  Punkte  un»l  die 
»Irei  Schnittpunkte  (A,  ?l)  (B,  33)  (C,  iS)  lit^gen  auf  einer  (üera- 
den,  welch»*  »lie  Polare  dieses  Punktes  ist. 

Verfolgen  wir  diese  von  einem  beliebigen  Dreieck  a b c uml 
deren  Polaren  ABC  gebildete  Figur  w»*iter,  so  ergiebt  sich  dar- 
aus »lie  L»>sung  einer  interessanten  und  ihrer  Zeit  berühmten 
Aufgab»*: 
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Sind  nämlich  die  Ecken  des  Poiardreiecks : 

(5,  C]  = a,  (6’,  A)  = b,  [A,  B)  = c, 
so  scimeiden  sicli  nach  dem  vorigen  Salze  na,  bh,  cc  in  einem 


(Fig.  39.) 


Punkte  o;  möge  on  in  a die  Polare  A IrelFen,  ob  in  ß die  Po- 
lare B,  oc  in  y die  Polare  C,  so  bilden  n ß y ein  neues  Dreieck, 
welches  mit  den  beiden  vorigen  perspektivisch  liegt  und  dessen 
Ecken  resp.  auf  den  Polaren  ABC  liegen.  Nun  zeigt  aber  die 
harmonische  Eigenschaft  des  vollständigen  Vierecks  a ba/3,  dessen 
Seiten  cca,  ßb  sich  in  o IrclTen,  während  ab  = A,  ßa  ==  B .sich 
in  c trelTcn,  dass  die  vier  Strahlen  aß,  ay,  an  und  A vier  har- 
monische Strahlen  sind,  aß  und  ay  zugeordnete,  an  und  A zu- 
geordnete Strahlen;  nun  sind  aber  a und  A Pol  und  Polare  in 
Dezug/  auf  den  Kegelschnitt;  begegnet  daher  die  Gerade  a ß 
dem  Kegelschnitt  in  zwei  Punkten  z und  2’,  so  wird,  wenn 
wir  za  ziehen,  der  andere  Scimiüpunkt  y dieser  Verbindungslinie 
mit  dem  Kegelschnitt  durch  a und  den  Schnittpunkt  mit  A von  z 
harmonisch  getrennt  werden,  d.  h.  yz  liegen  harmonisch  zu  a 
und  dem  Schnittpunkt  von  yz  mit  A\  folglich  muss  der  andere 
Schnitt])unkt  y auf  dem  vierten  harmonischen  Strahl  zu  az,  A,  an 
liegen,  d.  h.  nach  dem  Vorigen  auf  ay;  y liegt  also  auf  ay; 
ziehen  wir  anderseits  z^a,  welches  in  y^  dem  Kegelschnitt  zum 
andern  Male  begegnen  möge,  so  muss  auch  y’  auf  ay  liegen, 
oder  ay  trifft  den  Kegelschnitt  in  den  beiden  Ihmkten  yy‘;  akso 
die  beiden  Seiten  aß  und  ay  trelfen  den  Kegelschnitt  in  zwei 
solchen  Punktenpaaren  22’  und  yy\  dass  zy  und  r’y’  durch  « 

Schrölcr,  Theorie  d.  Keg^clscliii.  ) 
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gelioii,  daher  zi/  und  z^y  sich  in  «,  auf  der  Polare  A schnei- 
den; in  gleicherweise  trelTen  die  beiden  Seiten  aß  und  ßy  den 
Kegelschnitt  in  zwei  solchen  Puiiktenpaaren  zz^  und  dass 

zx  und  c’a:'  sich  in  h trelTen,  also  und  z^x  sich  in  />,  auf 
der  Polare  B schneiden;  endlich  aber  treflen  die  beiden  Seiten 
ßy  und  ay  den  Kegelschnitt  in  zwei  solchen  Punktenpaaren 
a-a:'  und  yy',  dass  von  den  beiden  Schnittpunkten  {xy,  x^y^)  und 
{xy^,  x^y)  der  eine  c Ist  und  der  andere  Cj  auf  der  Polare  C 
liegt;  es  fragt  sich  nur  noch,  welcher  c ist  und  welcher  c,. 
Dies  ist  nicht  schwer  zu  entscheiden,  denn  die  sechs  Punkte 
zz^  yy^  xx^  auf  dem  Kegelschnitt  bilden  ein  Pascarsches 
Sechseck 

X z y x^  z^  t/ , 

dessen  Schnittpunkte  der  Gegenseiten  auf  einer  Geraden  liegen; 
da  nun  (.rr,  0:^2’)  = h {yz,  y^z^)  — a,  so  muss  der  dritte 
[xy\  x^y)  = Cj  sein,  denn  die  willkührlich  angenommenen  Punkte 
abc  liegen  nicht  in  einer  Geraden;  folglich  ist  {xy,  xhj^)  = c. 
Das  dem  Kegelschnitt  einheschriebene  Dreieck  xyz  hat  also  die 
Eigenschaft,  dass  seine  drei  Seiten  durch  die  gegebenen  Punkte 
ahe  gehen,  und  das  andere  Dreieck  x^y^z^  hat  dieselbe  Eigen- 
schaft. Daraus  erhellt  die  Auflösung  der  Aufgabe: 

Es  ist  ein  Kegelschnitt  gegeben  und  drei  beliebige 
Punkte  aöc,  man  soll  ein  Dreieck  dem  Kegelschnitt 
einheschreihen,  dessen  Seiten  durch  abc  laufen. 

Auflösung.  Man  konstruire  zu  abc  die  Polaren  ABC, 
deren  Schnittpunkte  seien  {B.  G)  = 0»  (^»  A)  = h,  {A,  B)  = c;  die 
Verbindungslinie  a«  trifft  A in  a,  bb  trifll  Z?  in  ß,  cc  trifft  C in  y. 
Die  Seiten  <lcs  Dreiecks  aßy  trelTen  den  Kegelschnitt  in  drei 
Punktenpaaren,  welche  die  Ecken  zweier  der  .Aufgabe  genügen- 
den Dreiecke  sind,  nämlich  aß  in  c und  2’,  ßy  in  x und 
ya  in  y und  y^  und  zwar,  wenn  man  die  Schnittpunkte  von  aß 
mit  dem  Kegelschnitt  durch  z und  2’  bezeichnet  hat,  so  trifft 
za  in  y,  2’«  in  y',  zb  in  x und  z^b  in  x^,  xy  und  .r'y'  schnei- 
dern sich  in  c;  es  gieht  also  im  Allgemeinen  zwei  Dreiecke  xyz 
und  x^y^z^  von  der  gewünschten  Oeschafl'enheit,  so  dass  die  Seiten 
yz,  zx,  xy  resp.  durch  abc  gehen  und  ebenfalls  y'2’,  z^x\  x^y\ 
Diese  behb*n  Dreiecke  können  aber  auch  imaginär  werden,  wenn 
nämlich  eine  Seite  des  Dreiecks  aßy  den  Kegelschnitt  nicht  trifft, 
woraus  daun  folgt,  dass  auch  die  andern  ihn  nicht  treffen  können; 
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insbesondere  können  beide  Dreiecke  zusaminenfallen;  i welche  De- 
dingnng  miissle  alsdann  zwischen  den  gegebenen  Punkten  ahe  ob- 
walten?) Sind  insbesondere  ahe  ein  Tripel  konjugirler  Punkte  in 
Bezug  auf  den  Kegelschnitt,  so  giebt  es,  wie  wir  oben  gesehen 
haben,  nicht  zwei  .Auflösungen  der  .Aufgabe,  sondern  unendlich 
viele;  sie  ist  unbestimmt,  (lieber  die  Geschichte  dieses  Problems 
vergl.  Chasles,  Apercu  historique  Note  XI.  Eine  elegante  Lö- 
sung der  allgemeineren  Aufgabe  hat  Göpel  in  dem  Aufsatze:  „Heber 

« 

Projektivität  der  Kegelschnitte  als  krummer  Gebilde“,  Crelle’s 
Journal  Bd.  XXXVI  Seite  317  gegeben.) 

Aus  dem  oben  bewiesenen,  bei  vielen  geometrischen  Unter- 
suchungen nützlichen  Satze,  dass  die  Durchbohrungssehnen  der 
Strahlenpaare  eines  Strahlsystems  mit  einem  Kegelschnitt,  welcher 
durch  den  .Mittelpunkt  des  Strahlsystems  geht,  in  einen  Punkt 
zusammenlaufen,  folgt  zugleich  eine  andere  sehr  einfache  Lösung 
der  in  § 16  besprochenen  .Aufgabe:  „Das  gemeinschaftliche 
Paar  konjugirter  Strahlen  bei  zwei  concentrisch  lie- 
genden Strahlsys leinen  zu  finden“;  legen  wir  nämlich 
durch  den  gemeinschaftlichen  Mittelpunkt  beider  Strahlsysteme 
einen  beliebigen  Kegelschnitt  K,  so  bestimmen  die  Durchbohrungs- 
sehnen des  einen  Strahlsvslems  einen  Punkt  P,  die  des  antlern 
einen  Punkt  und  die  Sehne  PP^  trifft  den  Kegelschnitt  A'  in 
zwei  solchen  Punkten,  nach  denen  das  gesuchte  gemeinschaftliche 
Strahlenpaar  der  beiden  Systeme  hingeht.  Diese  beiden  Schnitt- 
punkte sind  immer  reell,  sobald  nur  einer  der  beiden  Punkte 
P,  jP*  innerhalb  des  Kegelschnitts  A'  liegt,  d.  h.  eines  der  bei- 
den Strahlsysteme  elliptisch  ist.  Sind  aber  beide  hyperbolisch, 
so  braucht  die  Verbindungslinie  PP^  den  Kegelschnitt  K nicht  zu 
treffen,  weil  beide  Punkte  ausserhalb  desselben  liegen.  In  die- 
sem Falle  gehen  reelle  Tangentenpaare  aus  P und  P^  an 
den  Kegelschnitt  A'  und  die  Berührungspunkte  mit  dem  gemein- 
schaftlichen Centrum  beider  Strahlsysteme  verbunden  liefern  die 
Asymptoten  derselben;  die  Berührungssehnen  schneiden  sich  aber 
in  einem  Punkte  p,  dem  Pol  von  I*P^,  innerhalb  A’,  sobald  die 
Verbindungslinie  PP^  den  Kegelschnitt  A'  in  keinem  reellen  Punkte 
trifft,  dagegen  ausserhalb  A',  wenn  PP^  in  zwei  Punkten  dem 
Kegelschnitt  begegnet;  der  Punkt  p inducirt  also  selbst  ein  neues 
Strahlsyslem  in  dem  gemeinschaftlichen  Cenirum,  dessen  zwei 
Strahlenpaare  die  Asymptoten  der  gegebenen  beiden  Strahlsysteme 
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sind.  Wenn  nun  <lieses  neue  Straldsystem  elliptisch  ist,  so  haben 
die  gegebenen  Slrahlsystemc  kein  gcinciuschaniichcs  Paar  konju- 
girler  Strahlen;  ist  es  dagegen  hyperbolisch,  so  haben  sie  ein 
gemeinschaftliches  Paar  und  dieses  bilden  die  Asymptoten  des 
durch  die  beiden  .Asymptotenpaare  der  gegebenen  Strahlsysteme 
bestimmten  neuen  Strahlsvstems. 

Schliesslich  soll  noch  eine  Eigenschaft  der  Stein  er ’schen 
Punkte  beim  Hexagrammum  mysticum  (§  28)  nachgewiesen  wer- 
den, welche  mit  den  Polarbeziehungen  des  Kegelschnitts  zusam- 
menhangt, dass  nämlich  ein  Steiner’schcr  Punkt  und  sein 
Gegenpunkt  allemal  zwei  ko n j ugirte  Punkte  in  Bezug 
auf  den  Kegelschnitt  sind.*)  Hierzu  müssen  wir  uns  das 
Baisonnement  aus  § 28  noch  einmal  zurückrufen: 

Die  drei  Sechsecke: 

1 2 3 4 5 6 
1 4 3 6 5 2 
1 6 3 2 5 4 

liefern  drei  Pasc aTsche  Linien,  welche  sich  in  einem  Steiner- 
.schen  Punkte  treffen,  und  die  drei  Sechsecke: 

. 1 2 5 4 3 6 

1 4 5 6 3 2 
1 6 5 2 3 4 

drei  Pascal’sche  Linien,  welche  sich  im  Gegenpunkte  treOen. 
Bezeichnen  wir  die  Schnittpunkte  der  gegenüberliegenden  Seiten 
bei  der  ersten  Gruppe  von  Sechsecken: 

(12,  45)  = (34,  16)  = fi.^  (56,  23)  = 

(45,  36)  = />,  (16,  25)  = h.,  (23,  14)  = />., 

(36,  12)  = e,  (25,  34)  = e,'  (14,  56)  = r.j, 

so  folgt: 

45  ■=:  a^h^  16  = «2^^» 

36  = b^c^  25  = />2  ^2 

12  = Cjäj  34  = 56  = c.^ay 

Da  nun  aber  in  dem  Sechseck  der  zweiten  Gruppe: 

1 2 5 4 3 6 

die  Schnittpunkte: 


*)  Hesse:  „lieber  das  geradlinige  Sechseck  auf  dem  Hyperboloid“, 
Crelle’s  Journal  Hd.  XXIV  Seite  40. 
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(12,  34)  (25.  36)  (45.  16)  oder 

(c,  «1,  ^2«.,)  «2^ 

in  einer  Geraden  liegen,  so  schneiden  sich  a^a.,,  b^b2,  c^c.^  in 
einem  Sie  in  er 'sehen  Punkte  />;  bezeichnen  wir  die  letzten  drei 
l*unkte: 

(12,  34)  = ß,  (25,  36)  = (45.  16)  = 

so  sind  c(.^ß^y.f  die  Schnittpunkte  korresjmndirender  Seiten  der  hei- 
den  perspcktiviscli  liegenden  Dreiecke  «,  c,  und  a^b.^c.^',  in 
gleicher  Weise  bezeichnen  wir: 

(34,  56)  = ^,  (25,  14)  = er,  (16.-23)  = y, 

;56.  12)  = ß.2  (14,  36)  = (23.  45)  = y,>. 

lind  ct^ß^y^  liegen  in  einer  Geraden  als  Schnittpunkte  kor- 
respondirender  Seiten  der  perspektivisch  liegenden  Dreiecke 
a^b^c.^  und  endlich  liegen  ct.^ß-yy-i  in  einer  Geraden 

und  sind  die  Schnittpunkte  korrespondirender  Seiten  der  per- 
.spektivisch  liegenden  Dreiecke  a-;^b^c^  und  «j6, Cj;  die  drei  Linien 
^■iß272*  ^sß:i7:i  schneiden  sich  aus  demselben  Grunde, 
wie  oben  b^b.^b.^,  e,C2C3in  einem  Stein  er 'sehen  Punkte 

TT,  welcher  der  Gegenpiinkt  von  p heisst. 

ISun  sehen  wir  aus  dem  obigen  Schema,  dass  die  Punkte 
«,  lind  cTj  konjugirte  Punkte  in  Dezug  auf  den  Kegelschnitt  sind, 
denn  es  sind  zwei  Diagonalpunkte  des  Vierecks  12  4 5 im  Kegel- 
schnitt; ehenso  sind  es  auch  b^  und  |Sj,  c.^  und  y.t,  iiberhaii])t 
je  zwei  mit  gleichnamigen  Dnehstaben  aus  dem  lateinischen  und 
griechischen  Alphabet  und  demselben  Index  bezeichnete  Punkte; 
es  liegt  daher  nahe,  zu  vermuthen,  dass  auch  p und  n konjugirte 
Punkte  in  Dezug  auf  den  Kegelschnitt  sein  werden,  ln  der  Thal, 
denken  wir  uns  die  l*olaren  der  Punkte  a^a.^b^b., 

ermittelt,  so  müssen  dieselhen  nach  dem  Vorigen  beziehungsweise 
durch  die  I*unkle  a^u^ß^ß^  gehen;  nun  ist  aber  der  Schnittpunkt 
{a^b^,  «2^2/ “^3'  folglich  die  Verbindungslinie  [A^B^,  A^B.j) 
die  Polare  von  y.,  und  muss  durch  c.,  gehen,  weil  c.,  und  y^  kon- 
jiigirle  Punkte  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  sind.  Die  drei 
Schnittpunkte  (^j,  B^)  {A.y,  B.,)  und  liegen  also  in  gerader 
Linie;  bezeichnen  wir  den  Schnittpunkt  {A^,  A.y)  — a und 
(i?j , B.^  = b , so  ist  A^  = oTj  a,  B^  = |3,  b,  A.,  = ofj  a und  B.^  = ß^  b, 
endlich  ßiß2)>  liegen  daher  die  drei  Schnittpunkte 

(viaj,  hß^)  (aor.,,.  ^ß-i) 
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in  einer  Geraden , d.  h.  die  korrespondirenden  Seiten  der  beiden 
Dreiecke  a«, «o  und  b/3, /Sj  schneiden  sich  auf  einer  Geraden; 
folglich  liegen  die  beiden  Dreiecke  perspeclivisch,  d.  h.  ab, 
a.jß.,  schneiden  sich  in  einem  Punkte.  Der  Schnittpunkt  (aj/Jp  ct^ßo) 
ist  aber  7t,  also  die  drei  Punkte  a b tc  liegen  in  einer  Geraden. 
Die  Verbindungslinie  ab  oder  ist  nun  die  Polare 

des  Punktes  («102»  ^1  M P'^  Polare  von  p geht  daher  durch 
7t  oder  die  Steiner’schen  G egenpunkte  p und  7t  sind  ein 
Paar  kouju  girter  Punkte  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt. 
Die  sämmtlichen  20  Steiner’schen  Punkte  (§28)  zerfallen  also 
in  10  Paare  konjugirtcr  Punkte  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt. 


§.  32.  DurchmeBser  und  Mittelpunkt,  das  Strahlsystem 
der  konjugirten  Durchmesser  und  die  Axen  des 

Kegelschnitts. 


Besondere  Fälle  der  allgemeinen  Polaritälsbeziehungen  des 
Kegelschnitts  führen  zu  denjenigen  Eigenschaften  desselben,  welche 
am  bekanntesten  sind  und  meist  zum  Ausgangspunkt  für  die  Un- 
tersuchung der  Kegelschnitte  gewählt  werden.  Nehmen  wir  einen 
Punkt  im  Unendlichen  der  Ebene  eines  Kegelschnitts,  so  wird 
seine  Polare  erhalten  (§  30),  indem  wir  durch  ihn  Strahlen  ziehen, 
d.  h.  Parallele,  welche  den  Kegelschnitt  in  je  zwei  Punkten  treffen, 
und  den  vierten  harmonischen,  dem  unendlich -entfernten  ziige- 
ordneten  Punkt  konstruiren;  dieser  ist  (§8)  der  Mittelpunkt 
zwischen  den  beiden  Schnittpunkten,  also:  Zieht  man  in  be- 
liebiger Bichtung  eine  Beihc  paralleler  Sehnen  eines 
Kegelschnitts,  so  liegen  die  Mitten  derselben  auf  einer 
(leraden.  Eine  solche  Gerade  heisst  Durchmesser  des  Kegel- 
schnitts und  ist  die  Polare  eines  unendlich -entfernten  Punktes  in 
der  Ebene  desselben.  Die  Tangenten  in  den  Schnitl- 
p unk  teil  eines  Durchmessers  laufen  parallel,  nämlich 
durch  (len  im  Unendlichen  liegenden  Pol  des  Durchmessers. 
Nehmen  wir  einen  zweiten  Punkt  im  Unendlichen  und  ziehen 
durch  ihn  ein  1‘arallelstrahlen  - Büschel , so  liegen  die  Mitten  der 
durch  den  Kegelschnitt  abge.schnittenen  Stücke  auf  einem  zweiten 
Durchmesser,  der  I*olare  des  zweiten  unendlich-entfernten  Punktes; 
der  Schnittpunkt  beider  Durchmesser  ist  der  Pol  der  Verbin- 
dungslinie beider  unendlich  - entfernten  Punkte,  d.  h.  der  un- 
endlich entfernten  Geraden  .Auf  jedem  durch  diesen  Schnitt- 
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punkt  zweier  Durchmesser  gehenden  Strahl  werden  also  durch 
den  Kegelschnitt  zwei  Punkte  bestimmt,  deren  Mitte  jener  Punkt 
ist,  oder  jeder  solcher  Strahl  ist  die  Polare  eines  bestimmten 
Punktes  im  Unendlichen,  d.  h. 

Sämmtliche  Durchmesser  des  Kegelschnitts  laufen 
durch  einen  festen  Punkt,  welcher  der  Mittelpunkt  des 
Kegelschnitts  heisst  und  der  Pol  der  unendlich -entfernten  Geraden 
G ist. 

X 

Bei  der  Ilyberbel  ist  der  Mittelpunkt  der  Schnittpunkt  der 
beiden  Asymptoten  (§26),  weil  dies  die  Polaren  (Tangenten)  der 
unendlich -entfernten  Punkte  des  Kegelschnitts  sind;  er  liegt  also 
ausserhalb  der  Hyperbel.  Bei  der  Ellipse  liegt  er  innerhalb  derselben ; 
bei  der  Parabel  tritt  die  Eigenthümlichkeit  ein,  dass  ihr  Mittelpunkt 
auf  ihr  selbst  liegt,  nämlich  ihr  unendlich -entfernter  Punkt  ist; 
da  nämlich  die  unendlich- entfernte  Gerade  Tangente  der  Parabel 
ist  (§  26),  so  ist  ihr  Pol  der  Berfihrungspunkt ; also  der  unend- 
lich-entfernte Punkt  der  Parabel  ist  zugleich  der 
Mittelpunkt  derselben  und  sämmtliche  Durchmesser  der  Pa- 
rabel laufen  parallel  nach  dem  unendlich -entfernten  Punkte  der- 
selben hin. 

Wie  jedem  Punkte  in  der  Ebene  eines  Kegelschnitts  ein  be- 
stimmtes Strahlsystem  und  jeder  Geraden  ein  bestimmtes  Punkt- 
system in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  zugehört  (§  29) , so  auch 
der  unendlich -entfernten  Geraden  und  dem  Mittelpunkt;  sind 
Punkt  und  Gerade  Pol  und  Polare  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt, 
so  liegen  Strahlsystem  und  Punktsystem  perspektivisch,  also  das 
dem  Mittelpunkt  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  zugehörige  Strahl- 
system liegt  mit  dem  der  unendlich-entfernten  Geraden  zugehörigen 
Punktsystem  perspektivisch.  Wir  erhalten  daher  zwei  konjugirte 
Strahlen  des  dem  Mittelpunkt  zugehörigen  Strahlsystems,  indem 
wir  einen  beliebigen  Durchmesser  ziehen  und  den  Pol  desselben 
mit  dem  Mittelpunkte  verbinden,  d.  h.  den  Ort  der  Mitten  der 
zu  ihm  parallelen  Sehnen  bestimmen;  zwei  solche  Durchmesser 
des  Kegelschnitts,  deren  einer  der  Ort  der  Mitten  der  zu  dem 
andern  parallelen  Sehnen  ist,  woraus  zugleich  folgt,  dass  der  erste 
der  Ort  der  Mitten  der  zu  dem  zweiten  parallelen  Sehnen  ist, 
oder  was  dasselbe  sagt,  zwei  solche  Durchmesser,  deren  jeder 
seinen  Pol  auf  dem  andern  hat,  heissen  konjugirte  Durch- 
messer des  Kegelschnitts;  die  sämmtlichen  Paare  kon- 


m 


Zweiter  Abschnitt. 


jiigirlcr  Du  rcli  riiesscr  des  Kegelschnitts  bililen  ein 
S l r a h 1 s y s t (Mii , d e s s e n je  zwei  k o n j n g i r t c S l r a ii  I e n z w o i 
konjngirte  Dnrcliinesser  sind.  Dieses  ist  das  dem  Mitlel- 
inndite  in  Dezng  auf  den  Kegelschnitt  zugehörige  Stralilsystem; 
es  ist  elliptisch  bei  der  R)lli]»se,  hyperbolisch  bei  der  Hyperbel, 
weil  das  mit  ihm  perspektivisch  liegende  Punktsystem  der  unend- 
lich-entfernten  (iera<len  im  ersten  Falle  elliptisch,  im  zweiten 
Falle  hyperholisch  ist.  Die  .\symj)toten  des  hyperholischeii  Strahl- 
systems  der  konjugirten  Durchmesser  einer  Hyperbel  sind  die 
Asymptoten  der  Hyperbel  selbst;  je  zwei  konjugirte  Durchmesser 
der  Hyperbel  bilden  daher  mit  den  beiden  Asymptoten  vier  har- 
monische Strahlen  und  sind  einander  zugeordnet.  Insbesondere 
stehen  heim  Kreise  je  zwei  konjugirte  Durchmesser  auf  einander 
senkrecht;  das  Stralilsystem  für  den  .Mittelpunkt  eines  Kreises  ist 
also  ein  Kreissv^lem  17).  Hei  der  gleichseitigen  Hyperhel 
hihlen  je  zwei  konjugirte  Durchmesser  mit  einer  Asymptote  gleiche 
Winkel;  das  dem  Mittelpunkt  der  gleichseitigen  Hyperbel  zuge- 
hörige Strahlsystem  ist  ein  gleichseitig- hyperbolisches.  Bei  der 
Parabel,  deren  .Mittelpunkt  im  Unendlichen  liegt,  nimmt  das  ihm 
zugehörige  Strahlsystem  den  ein.seitigen  (parabolischen)  Charakter 
an,  dass  die  zu  allen  Durchmessern  konjugirten  in  einem  einzigen, 
der  unendlich-entfernten  Geraden,  vereinigt  sind  (§  19).  Es  ver- 
steht sich  von  selbst,  dass  zwei  konjugirte  Durchmesser  des 
Kegelschnitts  zugleich  zwei  konjngirte  Strahlen  in  Bezug  auf  den 
Kegelschnitt  und  dass  zwei  konjugirte  Durchmesser  und  die  un- 
endlich-entfernte Gerade  ein  Tripel  konjugirter  Strahlen  in  Be- 
zug auf  den  Kegelschnitt  sind. 

Jedem  Durchmesser  des  Kegelschnitts  gehört  ein  bestimmtes 
Punktsystem  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  zu;  der  Mittelpunkt 
des  Kegelschnitts  ist  allemal  Mittelpunkt  dieses  Punktsystems,  die 
beiden  Schnittpunkte  des  Durchmessers  mit  dem  Kegelschnitt  sind 
die  .Vsymptotenjmnkte  des  Punktsystems,  welche  bekanntlich  auf 
entgegengesetzten  Seiten  vom  .Mittelimnkte  gleich  weit  abstchen. 
Bei  der  Ellipse  nun  sind  alle  diese  Punktsysteme  auf  den  Durch- 
messern hyperbolisch,  d.  h.  jeder  Durchmesser  der  Ellipse  schnei- 
dert dieselbe  in  zwei  reclhm  Punkten,  welche  gleich  weit  vom 
MittelpuidUe  nach  entgegengesetzten  Seiten  hin  abstehen;  denn  da 
die  unendlich  - entfernte  Gerade  keinen  Punkt  der  Ellipse  enthält, 
so  liegt  sie  ganz  in  dem  von  den  Tangenten  der  Ellipse  erfüllten 
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Gebiet  der  Ebene;  aus  jedem  ilirer  Punkte  giebt  es  also  zwei  reelle 
Tangenten  an  die  Ellipse  und  die  Verbindungslinie  der  Berfdi- 
rungspiinkte  ist  ein  Durch messer;  also  jeder  Durchmesser 
der  Ellipse  schneidet  dieselbe  in  zwei  reellen  Punk- 
ten und  in  jeder  beliebigen  Richtung  giebt  cs  zwei 
parallele  Tangenten  der  Ellipse.  Anders  verhält  es  sich 
bei  der  Hyperbel;  hier  zerfallen  die  Durchmesser  in  zwei  Grup- 
pen; die  l*unktsysteme  auf  den  Durchmessern  der  einen  Gruppe 
sind  hyperbolisch,  die  andern  elliptisch  und  beide  Gruppen  wer- 
«len  durch  die  Asymptoten  von  einander  getrennt,  so  dass  also 
zwei  konjugirte  Durchmesser  der  Hyperbel  immer  verschiedenen 
Gruppen  angehören.  Die  unendlich  - entfernte  Gerade  enthält 
nämlich  zwei  Punkte  der  Hyperbel  und  zerfällt  durch  dieselben  in 
zwei  Gebiete,  deren  eines  die  Punkte  ausserhalb  der  Hyperbel, 
das  andere  die  Punkte  innerhalb  der  Hyperlxd  enthält;  für  die 
ersteren  ist  nun  das  zugehörige  Strahlsystem  hyperbolisch,  es 
giebt  also  zwei  reelle  Tangenten;  die  beiden  Reröhrungspunkte 
sind  die  Schnittpunkte  eines  Durchmessers  der  Hyperbel,  welcher 
in  diejenigen  Asymptoten  - Scheitelräume  hineinfäilt,  in  denen 
überhaiijit  die  Hyperbel  enthalten  ist  (§26,  Fig.  34);  für  die  un- 
endlich - entfernten  Punkte  des  andern  Gebiets  ist  aber  das  zu- 
gehörige Slrahlsystem  elliptisch,  also  auch  das  auf  der  Polare 
befindliche  Punktsystem,  d.  h.  di(‘sc  Durchmesser  haben  elliptische 
Punktsysteme,  treffen  die  Hyperbel  nicht  und  liegen  in  den  beiden 
andern  Asymptoten- Schcitclräumen,  in  denen  kein  Punkt  der 
Hyperbel  enthalten  ist.  Diejenigen  Durchmesser  der  Hy- 
perbel, welche  in  das  eine  Paar  Scheitel  räume  zwi- 
schen den  Asymptoten  hi  nein  fallen,  treffen  dieselbe 
in  zwei  reellen  Punkten,  die  nach  entgegengesetzten 
Seiten  hin  gleiclnveit  vom  Mittelpunkte  abstehen; 
diejenigen  Durchmesser  aber,  welche  in  das  andere 
l*aar  Scheitelräume  hineinfallen,  treffen  die  Hyper- 
bel nicht;  zwei  konjugirte  Durchmesser  der  Hyperbel  können 
nie  in  dieselben  Scheitelräume  hineinfallen,  weil  sie  zugeordnet- 
harmonische Strahlen  mit  den  .Asymptoten  sind.  Hieraus  folgt, 
dass  es  nicht  in  allen  Richtun gen  parallele  Tangenten- 
paare der  Hyperbel  giebt,  sondern  nur  in  denjenigen 
Richtungen,  welche  in  die  beiden  Scheitelräume  zwi- 
schen den  Asymptoten  hin  einfallen,  die  nicht  die  Zweige 
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der  Hyperbel  enthalten.  Das  den  Asymptoten  selbst  zuge* 
hörige  l*unklsystem  nimmt  wieder  den  einseitigen  parabolischen 
Charakter  an.  Bei  der  Parabel  endlich  ist  das  jedem  Durchmesser 
derselben  (d.  h.  einem  durch  den  unendlich  - entfernten  Punkt 
der  Parabel  gehenden  Stiahl)  zugehörige  Punktsystem,  weil  sein 
Mittelpunkt  im  Unendlichen  liegt  (§  16),  ein  hyperbolisch -gleich- 
seitiges, dessen  einer  Asymptotenpunkt  allein  im  Endlichen  liegt. 
.Also  jeder  Durchmesser  der  Parabel  trifft  dieselbe  nur 
in  einem  endlichen  Punkte,  der  andere  ist  der  unendlich- 
entfernte l*unkt  der  Parabel. 

Die  in  den  Schnittpunkten  zweier  konjugirten  Durchmesser 
der  Ellipse  gezogenen  Tangenten  bilden  ein  der  Ellipse  umschrie- 
benes Parallelogramm,  dessen  parallele  Seitenpaare  den  konjugir- 
ten Durchmessern  parallel  laufen ; die  Diagonalen  dieses  Parallelo- 
gramms bilden  ein  zweites  Paar  konjugirter  Durchmesser,  weil 
sie  mit  der  unendlich -entfernten  Ceraden  ein  Tripel  konjugirter 
Strahlen  sind  als  Diagonaldreicck  eines  dem  Kegelschnitt  um- 
schriebenen Vierseils  (§  30).  Diese  beiden  Paare  bestimmen  das 
ganze  Strahlsyslem  der  konjugirten  Durchmesser.  Wir  können 
aus  demselben  Grunde  auch  allgemeiner  sagen:  Die  Diagonalen 
irgend  eines  dem  Kegelschnitt  umbeschriebenen  Pa- 
rallelogramms sind  allemal  ein  Paar  konjugirte  Durch- 
messer desselben  und  die  Seitenpaare  eines  beliebigen 
dem  Kegelschnitt  cinb eschriebenen  Parallelogramms 
laufen  allemal  parallel  zwei  konjugirten  Durchmessern 
desselben.  Bei  der  Hyperbel  trifft  nur  einer  von  zwei  kon- 
jugirten Durchmessern  dieselbe  in  zwei  reellen  Punkten  P und  ; 
die  Tangenten  in  denselben  laufen  dem  andern  konjugirten  Durch- 
messer parallel ; trifft  (Fig.  40)  die  Tangente  in  P die  A.symptolen 


(Fig.  40.) 


in  den  Punkten  vt  und  b,  so 
ist  der  Berfihrungspunkt  P die 
.Mitte  von  a b (§  26) ; trilft  die 
Tangente  in  P^  die  Asymptoten 
in  und  b^  so  ist  gleichfalls 
die  Milte  von  a’b‘;  da  aber 
die  Mitte  von  PP^  der  Mittel- 
punkt M der  Hyperbel  ist,  so  bilden  die  vier  Punkte  aba'b*  die 
Ecken  eines  Parallelogramms,  dessen  Seitenpaare  den  beiden  kon- 
jugirten Durchmessern  der  Hyperbel  parallel  laufen,  indem  ab^ 
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und  a‘b  mit  PP^  parallel  sind.  Verändern  wir  den  durch  den 
Mittelpunkt  M gezogenen  Durchmesser  PP^ , so  verändert  sich  dies 
Parallelogramm,  dessen  Seitenpaare  allemal  einem  Paar  kon- 
jugirter  Durchmesser  parallel  laufen  und  dessen  Flächeninhalt  kon- 
stant bleibt;  ebenso  wie  nun  das  eine  Scitenpaar  ab,  a'b^  die 
gegebene  Hyperbel  einhüllt , wird  auch  das  andere  parallele  Seiten- 
paar eine  neue  Hyperbel  einhüllen;  denn  betrachten  wir  die 
Asymptoten  als  die  erzeugenden  Punktreihen  der  gegebenen  Hyper- 
bel, so  sind  in  ihrem  Schnittpunkte  die  besonderen  Punkte  r und 
q,  vereinigt  (§26)  und  es  ist  also  J/a . A/b  = const.  Nun  ist 
aber  M = Mh\  der  Punkt  b^  durchläuft  also  eine  mit  der  von 
b durchlaufenen  projektivisch- gleiche  Punktreihe;  also  sind  auch 
die  von  a und  b‘  durchlaufenen  Punktreihen  projektivisch  und 
haben  ebenfalls  ihre  besonderen  Punkte  r und  qj  in  Af  vereinigt; 
dies  zweite  Seitenpaar  ab^  und  a‘b  umhüllt  also  gleichfalls  eine 
Hyperbel,  welche  dieselben  Asymptoten  hat,  wie  die  erste  und 
ganz  in  die  beiden  andern  Scheitelräume  zwischen  die  Asymptoten 
hineinfällt;  diese  zweite  heisst  die  konjugirte  Hyperbel  (oder 
komplementäre  Hyperbel).  Die  Mittel- 
punkte des  zweiten  parallelen  Sei- 
tenpaars unseres  Parallelogramms  sind 
die  Derührungspunkte  der  konjugirten 
Hyperbel;  QQ'  ist  also  ein  Durchmesser 
der  konjugirten  Hyperbel  und  hat  zu 
seinem  konjugirten  Durchmesser  PP^» 

Das  ganze  System  der  konjugirten  Durch- 
messer ist  daher  für  die  beiden  konjii- 
girten  Hyperbeln  dasselbe  und  sie  ergän- 
zen sich  in  der  Weise,  dass  diejenigen 
Durchmesser,  welche  die  eine  Hyperbel 
in  zwei  reellen  Punkten  trelfen,  die 
andere  nicht  treffen  und  umgekehrt;  zwei  konjugirte  Hyperbeln 
haben  nicht  allein  dieselben  Asymptoten,  sondern  auch  dieselbe 
Potenz  (§  26)  und  können  durch  dieselben  beiden  Punktreihen 
erzeugt  werden,  wenn  man  in  ihrem  Schnittpunkte  die  beson- 
deren Punke  r und  q,  vereinigt;  die  zu  der  einen  konjugirte  Hy- 
perbel erhält  man  alsdann  dadurch,  dass  man  den  einen  der  beiden 
Träger  um  den  festen  Schnittpunkt  herumbewegt  um  180®,  so 
dass  jede  Hälfte  des  Trägers  in  die  Lage  der  andern  Hälfte  kommt. 
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Wir  I>emt*rkcn  noch,  dass  die  hei  dem  Parallelogramm  vibvi'b’, 
dessen  Seilenpaare  durch  die  Punkte  P und  P’,  Q und  hal- 
hirt  werden , ebenso  wie  P und  P’  die  Asymptotenpunkte  des  dem 
Ihirchmesscr  PMP'  zugehörigen  Punktsystems  in  Pezug  auf  die 
ursprüngliche  Ilyperhel  sind,  die  Punkte  Q und  ein  Paar  kon- 
jugirte  Punkte  in  Bezug  auf  dieselbe  Hyperbel  sein  müssen ; denn 
die  Polare  von  a geht  durch  P und  läuft  parallel  via’,  folglich 
durch  ()’  und  ebenso  ist  die  I*olarc  von  b’  nichts  anderes,  als 
P’^’,  mithin  ab’  <lie  Polare  von  ()’;  da  aber  die  Polare  von  <)’ 
durch  ()  geht,  so  sind  Q und  (>’  konjugirte  Punkte  in  Bezug  auf 
die  ursprüngliche  Ilyherbel  und  zwar  dasjenige  Puukteupaar  des 
dem  Durchmesser  QMQ^  in  Bezug  auf  die  ursprüngliche  Hyper- 
bel zugehörigen  Punktsystems,  welches  vom  Mittel))unkte  M nach 
beiden  Seiten  hin  gleich  weit  absteht.  Auf  den  beiden  konjugir- 
len  Durchmessern  MP  und  MQ  repräsentiren  also  diese  beiden 
Strecken,  welche  den  Hälften  der  Seiten  des  Parallelogramms 
aba’b’  gleich  sind,  zwei  solche  Längen,  dass  die  Quadrate  der- 
selben den  Inhalt  der  konstanten  Rechtecke  liefern,  welche  dem 
einen  und  dem  andern  Punktsystem  auf  diesen  Durchmessern  in 
Bezug  auf  die  Hyberhel  zugehören,  wobei  aber  festzuhalteu  ist, 
dass  allemal  das  eine  Punktsystem  hyperbolisch,  das  andere  ellip- 
tisch ist. 

Das  dem  .Mittelpunkte  des  Kegelschnitts  zugehörige  Strahl- 
system  der  konjugirteu  Durchmesser  hat,  wie  jedes  Strahlsystem 
(J§  17),  ein  Paar  zu  einander  rechtwinklige  konjugirte  Strahlen 
und  nur  ein  einziges  Paar,  die  Axen  des  Slrahlsyslems,  wofern 
nicht  das  Strahlsvstem  ein  Kreissvslem  ist.  Also: 

Der  Kegelschnitt  hat  im  Allgemeinen  immer  ein 
Paar  zu  einander  rechtwinklige  konjugirte  Durchmes- 
ser und  nur  ein  einziges  Paar  (wenn  er  nicht  Kreis  ist); 
diese  heissen  die  Axen  des  Kegelschnitts.  Line  Ausnahme 
hiervon  macht  <ler  Kreis,  welcher  unendlich  viele  Axenpaare  hat. 
Um  die  Axen  des  Kegel.schnitts  zu  linden,  hat  man  also  die  Axen 
desjenigen  Strahlsystems  aufzusnehen,  welches  dem  .Mittelpunkt  in 
Bezug  auf  den  Kegelschnitt  zugehört  und  welches  durch  zwei 
Paar  konjugirte  Strahlen  (Durchmesser)  bestimmt  wird.  Bei  der 
Hyperbel  sind  die  Axen  unmittelbar  zu  finden;  es  sind  nämlii'h 
die  Halbirungslinien  des  Winkels  zwischen  den  .Asymptoten  und 
seines  Nebenwinkels,  wie  aus  den  Eigenschaften  des  hyperbolischen 
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Slralilsystems  liervorgeht , weil  jode  Asymptote  ein  Paar  zusam- 
men fallender  konjugirter  Durchmesser  repräsentirt. 

Bei  der  Ellipse  sei  ein  beliebiges  Paar  konjugirter  Durch- 
messer und  die  (stets  reellen)  Sclinittpunkte  derselben  mit  der 
Ellipse  A und  , B und  ermittelt  (Fig.  41),  womit  zu- 
gleich zw  ei  Paar  konjugirte  Dureh- 
messer  bekannt  sind;  denn  zie- 
hen wir  durch  A und  A^  zwei 
Parallele  zu  B B“^  und  durch  B 
und  B^  zwei  Parallele  zu  AA^,  so 
erhalten  wir  ein  Parallelogramm 
aßyö,  welches  der  Ellipse  umbe- 
schrieben ist  und  dessen  Diago- 
nalen nach  dem  Obigen  ein  zwei- 
tes Paar  konjugirter  Durchmesser 
sind;  die  Axen  des  durch  diese 
zwei  Paar  konjugirter  Strahlen  vollständig  hestimmten  Strahl- 
systems lassen  sich  nun  in  elementarer  Weise  wie  folgt,  kon- 
struiren : Das  Strahlsystem  des  Mittelpunkts  M trifft  die  Seite  a ß, 
deren  Mitte  A ist,  in  einem  Punktsystem,  voii  welchem  A der 
Mittelpunkt  (dem  unendlich  - entfernten  entsprechend)  und  aß  ein 
Paar  konjugirter  Punkte  ist;  denken  wir  uns  über  aß  als  Durch- 
messer einen  Kreis  geschlagen  und  in  A ein  Perpendikel  auf  aß 
errichtet,  welches  den  Kreis  in  den  Punkten  P und  Q treffen 
möge,  so  wird  die  ganze  durch  P und  (J  gelegte  Kreisschaar  die 
Gerade  aß  in  dem  betrachteten  Punktsystem  schneiden,  d.  h.  jeder 
durch  PQ  gelegte  Kreis  in  zwei  konjugirten  Punkten  dieses  Punkt- 
systems. Nun  giebt  es  aber  einen  Kreis,  welcher  durcli  PQ  und 
M geht;  dieser  schneidet  in  zwei  konjugirten  Punkten  jenes  Punkt- 
systems xl,  folglich  sind  Mx  und  Ml  die  lUchtungen  zweier  kon- 
jugirten Durchmesser,  und  da  sie  auf  einander  senkrecht  stehen, 
weil  xl  ein  Durchmesser  dieses  Kreis<;s  ist,  so  sind  es  die  gesuch- 
ten Axen  der  Ellipse.  — Da  Axe  eines  Kegelschnilts  ein  solcher 
Durchmesser  desselben  ist,  dessen  konjugirter  auf  ihm  senkrecht 
steht,  oder  für  den  die  Tangente  in  einem  Schnittpunkt  zu  ihm 
rechtwinklig  ist,  so  können  wir  auch  für  die  Parabel  die 
Axen  ermitteln.  Alle  nach  dem  unendlich -entfernten  Punkte  der 
Parabel  (ihrem  Mittelpunkte)  gehende  Parallelstrahlen  sind  Durch- 
messer derselben ; jeder  schneidet  sie  nur  noch  in  einem  einzigen, 


(Fig.  41.) 
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ini  Kndlichen  liegenden  Punkt  und  es  ist  ein  solcher  zu  suchen, 
dessen  Tangente  senkrecht  auf  dieser  Richtung  ist,  d.  h.  wir 
haben  eine  Tangente  aus  demjenigen  unendlich-entfernten  Punkte 
an  die  Parabel  zu  legen,  welcher  in  der  zu  der  Richtung  sämmt- 
licher  Durchmesser  senkrechten  Richtung  liegt.  Da  es  durch 
jeden  unendlich -entfernten  Punkt  (ausser  der  unendlich -entfern- 
ten Geraden)  nur  noch  eine  Tangente  an  die  Parabel  giebt,  so 
giebt  es  auch  nur  eine  bestimmte  zu  der  Richtung  nach  dem  un- 
endlich-entfernten Punkt  der  Parabel  senkrechte  Tangente.  Der 
Reröhrungspunkt,  welcher  Scheitel  der  Parabel  heisst,  mit  dem 
unendlich  - entfernten  l*unkt  derselben  verbunden  liefert  eine 
Axe  der  Parabel;  die  andere  Axe  ist  die  unendlich -entfernte 
Gerade  selbst;  die  Parabel  hat  alsto  nur  eine  im  Endlichen  lie- 
gende Axe. 

33.  Konstruktion  der  Axen  und  einige  daraus  hervor- 
gehende metrische  Beziehungen. 

Die  Schnittpunkte  der  Axen  mit  dem  Kegelschnitt  heissen,  wie 
hei  der  Parabel,  auch  bei  Ellipse  und  Hyperbel  Scheitelpunkte 
und  die  endliche  Strecke  auf  jeder  Axe  zwischen  den  beiden 
Scheitelpunkten  wird  im  engeren  Sinne  Axe  des  Kegelschnitts 
genannt,  die  Hfdfte  dieser  Strecke  Haihaxe.  Suchen  wir  zunächst 
hei  der  Ellip.se  die  Grösse  der  .4xen  zu  bestimmen:  Die  im 
vorigen  Paragraphen  angegebene  Konstruktion  ergab  zunächst  nur 
die  Richtung  derselben ; sie  ffihrt  aber  auch  leicht  zur  Bestim- 
mung ihrer  Grosse,  wenn  wir  berücksichtigen,  dass  die  Scheitel- 
punkte die  Asymptolenpunkte  desjenigen  Punktsystems  auf  der 
Axe  sind,  welches  ihr  in  Bezug  aiif  den  Kegelschnitt  zugehört; 
M ist  Mittelpunkt  dieses  Punktsystems;  der  Punkt  x (Fig.  41) 
und  der  Schnitt{)uukt  seiner  Polare  bestimmen  ein  anderes  Paar 
konjugirler  Punkte;  die  Polare  von  x muss  aber  durch  A gehen, 
weil  A der  Berührungspunkt  einer  aus  x an  den  Kegelschnitt 
gehenden  Tangente  ist,  sic  muss  ferner  senkrecht  auf  M x .stehen, 
weil  sic  durch  den  Pol  von  Mx,  d.  h.  den  unendlich -entfernten 
Punkt  des  konjugirten  Durchmessers,  oder  der  anderen  Axe  gehen 
muss  und  die  beiden  Axen  auf  einander  senkrecht  stehen.  Die 
l*olare  von  x ist  also  das  aus  A auf  Mx  gefällte  Perpendikel; 
möge  es  in  .r’  trelfen,  so  ist  Mx.Mx^  das  konstante  Rechteck 
für  das  auf  der  Axe  befindliche  1‘unktsyslem ; sei: 
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Mx  . Mx^  = 


wo  die  Grösse  a durch  elementare  Konstruktion  leicht  zu  ermit- 
teln ist,  dann  sind  die  Scheitel  auf  dieser  Axe  der  Ellipse  die 
Endpunkte  der  nach  entgegengesetzten  Uichtungen  von  M aufge- 
tragenen  Strecke  a;  also  2a  die  Länge  der  einen  Axe;  treffe 
gleicherweise  das  aus  A auf  Mi  gefällte  Perpendikel  in  und  sei: 


so  wird  die  nach  entgegengesetzten  Richtungen  von  M aus  auf 
die  zweite  Axe  aufgetragene  Strecke  b die  Schnittpunkte  der  zweiten 
Axe  bestimmen,  deren  Länge  2h  ist.  Die  Axen  der  Ellipse  sind 
im  Allgemeinen  verschieden,  die  grössere  bezeichnet  man  gewöhn- 
lich mit  2a,  die  kleinere  mit  2b  und  nennt  erstere  die  „grosse 
Axe“,  letztere  die  ,, kleine  Axe“  der  Ellipse;  sind  sie  insbesondere 
gleich , so  ist  das  durch  die  Parallelen  in  den  Scheiteln  gebildete, 
der  Ellipse  umschriebene  Rechteck  ein  Quadrat,  dessen  Diago- 
nalen also  auch  zu  einander  rechtwinkelig  sind;  das  dem  Mittel- 
punkte  zugehörige  Strahlsystein  hat  daher  zwei  Paar  rechtwinklige 
konjugirte  Strahlen,  ist  also  (§  17)  ein  Kreissystem  und  die  Ellipse 
ist  in  diesem  besonderen  Fall  ein  Kreis. 

Aus  der  vorigen  Konstruktion  ergeben  sich  einfache  metrische 
Reziehungen  zwischen  den  Axen  und  irgend  einem  Paar  konjugir- 
ter  Durchmesser  des  Kegelschnitts.  Retrachten  wir  das  recht- 
winkelige Dreieck  iMx  (Fig.  41),  in  dessen  Hypothenuse  sich  der 
Punkt  A befindet;  die  Perpendikel  aus  A auf  die  Katheten  treffen 
dieselben  in  und  und  es  ist: 


Mx  . Mx^  = 


Mi  . M'i^  = 


Rezeh  hnen  wir  ferner  die  bei- 
den halben  konjugirten  Durch- 
messer MA  = A und  M B = B, 
ihren  Winkel  AMB,  welcher  gleii  h 


dem  Winkel  xAM  ist,  mit  tp,  so  , 
ergeben  sich,  wenn  wir  noch  aus 
M das  Perpendikel  Mp  auf  die 
Hypothenuse  herablassen  {Fig.  42),  | 
folgende  Relationen : 


A H 


M x"^  = xp  . xi 


Mi^  = ip . ix 
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Hieraus  folgt  also: 

r . ,v/) 

\ — Ax  . Ip. 

Da  nun 

Ip  . px  = gj„  gpj2  „ g|j^2  ^ 

und  lA.Ax=  AP^  = aQ'^—MB'^=B^  (Fig.  41.) 

so  folgt:  A'^B'^  sin  V = a^b"^, 

also:  (I.)  A B.  sin  (p  = ab. 

Ferner  haben  vir: 

Ax  = Ap-{-px  ^p  = ^A  Ap 
b-=  {Ap  + px)  [lA  Ap)  = Ap  .iA-\-  px  .lA  Ap  . px  -^P^ 

= ^P"^  + P^  • • ^P 

rt*  = \A  . px 

(0-  4“  b^  Ap"^  4"  ^A  . Ax  P^  ' ^P 

und  tla  Ip  . px  — pM"^  Ap"^  4"  P^^^  = = A’ 

^A  . Ax  — B"^, 

so  folgt:  (II.)  B"^  = 4" 

Die  Delation  (I.)  sagt  folgenden  Sal/  aus: 

Das  von  den  Tangenten  in  den  Endpunkten  zweier 
konjugirten  Durchmesser  der  Ellipse  gebildete  Paral- 
lelogramm hat  konstanten  Inhalt,  der  gleich  ist  dem 
aus  den  Axen  der  Ellipse  gebildeten  Rechteck. 

Die  Relation  (II.)  lasst  sich  so  in  Worten  aiisdrücken: 

Die  Summe  der  Quadrate  zweier  konjugirten 
Durchmesser  der  Ellipse  ist  konstant,  gleich  der 
Summe  der  Quadrate  ihrer  Axen. 

Aus  dieser  metrischen  Reziehung  zwischen  den  Paaren  kon- 
jugirter  Durchmesser  der  Ellipse  geht  ein  ausgezeichnetes  Paar, 
die  gleichen  konjugirten  Durchmesser  der  Ellipse, 
hervor,  welches  einer  gewissen  Analogie  wegen,  die  es  mit  den 
.Asymptoten  der  Hyperbel  hat,  öfters  in  Betracht  kommt;  es  gieht 
nämlich  unter  den  Paaren  konjugirter  Durchmesser  eines,  dessen 
Längen  gleich  werden  und  welches  mithin  den  Bedingungen  ge- 
nügen muss: 

f sin  a>  = ö 6 

i 2 ^2, 

* 

WO  jtt  die  halbe  Länge  eines  der  beiden  gleichen  konjugirten  Durch- 
messer und  O den  Winkel  bedeutet,  welchen  dieselben  mit  ein- 
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ander  bilden.  Die  Lange  ft  kann  liiernach  leiclit  konstruirl  werden, 


.u 


h ’ 


die  Lage  der  gleichen  konjiigirlen  Diirclimesser  geht 


ans  der  Relation  sin  0 = hervor , welche  tg  .1  ^ er- 

-y-  a 

giebt.  Denkt  man  sich  also  das  der  KIlipse  nmschriebene  Rechfeck, 
gebihlet  von  den  vier  Tangenten  in  den  Schnittjmnkten  der  Axen, 
so  wird  der  >Vinkel  zwischen  den  Diagonalen  dieses  Rechtecks  = 
sein,  und  da  die  Diagonalen  selbst  ein  Ihiar  koiijiigirter  Durch- 
messer sind  (§  32),  so  sind  sic  die  gesuchten  gleichen  konjugirlen 
Durchmesser  der  KIlipse  ihrer  Lage  nach.  Die  Axen  der  Ll- 
lipsc  halbiren  also  die  Winkel  zwischen  den  gleichen 
konjugirten  Durchmessern  derselben. 


Die  Kriniltelung  der  Länge  der  .Axen  2«  und  "Ib  war  auf 
die  elementare  Aufgabe  zuriickgeffihrl,  ein  gegebenes  Rechteck  in 
ein  Quadrat  zu  verwandehi:  Mx  . «*  und  A/$  . 

allein  die  nähere  Retrachtung  der  vorigen  Figur  (Fig.  41)  zeigl, 
dass  wir  gar  nicht  nöthig  haben,  diese  Aufgabe  besonders  zu 
lösen,  sondern  dass  die  Figur  selbst  aueb  die  Länge  der  Axen 
der  Ellipse  liefert  und  zugleich  zu  einigen  interessanten  Eigen- 
schaften derselben  fiihrt  Sei,  wie  im  vorigen  l‘aragraphen,  M der 
xMiltelpunkt  der  Ellipse,  M A der  Halbmesser  A,  <lie  Tangente  in  A 
und  die  darauf  Senkrechte  ^ 

(Normale)  gezogen,  auf  letz- 
terer die  Länge 
AP  ^ AiJ^MB^  B 
des  halben  konjugirten  Durch- 
messers zu  A nach  beiden 
Seiten  hin  abgetragen,  durch 
die  Punkte  PQM  ein  Kreis 
gelegt,  welcher  in  x und  | 
die  Tangente  in  A triflt,  also 
jVx  und  A/§  die  Richtungen 
der  Axen  der  Ellipse  und  end- 
lich aus  A auf  die  Kalheten 
des  rechtwinkligen  Dreiecks 
xM^  die  Perpendikel  Ax^ 

und  A^^  gefällt,  dann  ist  4/.r  . .Vo:^  = und  .!/§  .4/5'  =: 
Ziehen  wir  nun  noch  die  Linien  .V P und  MQ  (Fig.  43)  utid  möge 
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(las  Perpendikel  Ax^  die  Linien  MP  und  MQ  in  a und  q’,  das 
Perpendikel  dieselben  in  b und  b’  IrelTen,  so  zeigt  eine  einraclie 
nelracbtung,  dass  il/a  = il/a’  = « und  Mh  — Mh^  = b wird, 
also  die  Langen  der  llalbaxen  unmittelbar  aus  der  Figur  zu  ent- 
nehmen sind. 

In  der  Tbat  zunächst  ist,  weil  die  Punkte  PQx^M  auf  einem 
Kreise  liegen: 

L PMx  = L /’la:  = L P^A  und  L QMx^  L 
weil  aber  A die  Mitte  von  PQ  und  Al  senkrecht  auf  PQ,  ist 
L P^A  = i QlA,  folglich  auch: 

i PMx  — L QMx, 

(1.  h.  die  Axen  halhiren  die  Winkel  zwischen  den  bei- 
den Strahlen  MP,  MQ.  Folglich  hüllen  wir  nach  der  Kon- 
struktion der  Punkte  P und  Q nur  iu’)lhig  gehabt,  den  Winkel 
und  Nebenwinkel  zwischen  den  Strahlen  A/P  und  MQ  zu  halhiren, 
um  die  Iticbtungen  der  Axen  der  Ellipse  zu  erhallen,  ohne  den 
Kreis  durch  PQM  zu  h‘gen  und  die  Schnittpunkte  xl  mit  der 
Tangente  in  A aufzusuchen.  Aus  der  Gleichheit  der  Winkel  PMx 
und  QMx  folgt,  dass  das  Perpendikel  Ax^  auf  den  hidden 
Strahlen  MP  und  MQ  zwei  gleiche  Strecken  A/a  — A/a’  ah- 

schneidel  und  ebenso  das  Perpendikel  Al^  zwei  gleiche  Strecken 

A/b  = A/b’;  denken  wir  uns  durch  A eine  Parallele  zu  MQ  ge- 
zogen, so  muss  dieselbe,  weil  AP=AQ  ist,  PM  in  w halhiren 
und  der  Parallelit<äl  wegen  ist  auch  mA  = ma,  also  da  das 
Dreieck  a.4b  hei  A rechtwinklig  ist,  ma  = mh  = mA  — ^MQ; 
mithin  ab  — A/();  anderseits,  wenn  wir  durch  A eine  Parallele 
zu  MP  zi(>hen,  so  muss  dieselbe  MQ  in  halhiren  und 
;«>b’ = w’J  = w'a’  sein,  also  haben  wir: 

b = MQ;  A/a  = A/a‘  = Pb  = (>b‘ 

\ a’  b>  = A/P;  A/b  = A/b’  = Pa  = QaK 

F(‘rner  haben  wir  wegen  der  Parallelität  von  Ax^  und  IM 
i hMl  = L A/aa:’  'und  wegen  d(?s  Kreisvi(‘recks  M Pxl 
L bA/$  ==  L Pä^l  = L IPA,  folglich: 

A A/aa:’  aj  A ^PA 
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aus  (1cm  Produkt  beider  Gleichungen  folgt: 

M X . Mx^  . ^x . 

iP*  ~~  • 

Da  aber  Mx  . ßlx^  = tr,  so  folgt: 

Mn  = a und  ebenso  Mh  ~ h, 

d.  h.  auf  den  Strahlen  MP  und  MQ  werden  von  M ans 
durch  die  aus  A auf  die  Richtungen  der  Axen  gefäll- 
ten Perpendikel  Strecken  abgeschnitten,  welche  paar- 
weise gleich  sind  und  die  Längen  der  Ilalhaxen  a und  b 
liefern. 

Ferner  ergiebl  sich  ans  den  obigen  Relationen: 

J MPz=  a — b 
l MQ  — a-\-b: 

Die  Abstände  des  Mittelpunktes  M von  den  beiden 
i*unklen  P und  Q sind  Summe  und  Differenz  der  bei- 
den Hai ba xen  xler  Ellipse. 

Oder  auch: 

a b = « + ^ 


I 


a*  b‘  — « — b, 

welche  Relationen  sich  ebenso  leicht  in  Worte  kleiden  lassen. 

Aus  der  Aehnlichkeit  der  drei  symmetrischen  Vierecke: 
iPxQ,  Mnxo}  und  |bA/b’  ergeben  sich  andere  metrische  De- 
zi(*hungen  von  geringerer  Bedeutung.  Wenn  wir  die  Schnitt- 
punkte der  Geraden  PQ,  welche  die  Normale  der  Ellipse  im 
Punkte  A ist,  mit  den  beiden  .Axen  durch  ^ und  23  bezeichnen, 
so  folgt  aus  der  Parallelität  (Fig.  43): 


^ 2t b M 

h , 

.4  23  _ aM/  fl 

AP  b> 

a ’ 

1 

Hieraus  ergiebt  sich: 

A^l 

/A 

A !Ö  ” 

Die  Normale  in 

eine  m 

beliebigen  Punkte 

1) 


Ellipse  trifft  die  Axen  derselben  in  zwei  solchen 
Punkten  21  und  23,  dass  das  Verhältniss  der  Abschnitte 
A^  : 23  konstant  bleibt,  gleich  dem  Verhältniss  der 

Quadrate  der  Axen,  und 

2)  A^l  . A^  = 

das  Rechteck  aus  den  beiden  Abschnitten  auf  der 
Normale  einer  Ellipse  vom  Peripheriepunkte\4  bis  zu 

12-»-- 
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<len  Schnitt|ninktcn  der  Normale  mit  den  Axen  isl 
gleich  dem  Quadrate  desjenigen  Ilal  hmessers  dei* 
Ellijjse,  welcher  dem  nach  dem  l*unkte  A hin  gehen- 
den konjngirt  ist. 

Die  Hetrachtimg  der  obigen  Figur  ffihrt  auch  zu  einer  be- 
kannten graphischen  Konstruktion  der  Ellipse,  welche  sich  für 
ju’aktische  Zwecke  emptiehlt;  lassen  wir  nämlich  den  Punkt  A 
auf  der  Ellipse  sich  verändern,  so  beschreihrm  die  Punkte  a und  a' 
einen  Kreis,  welcher  M zum  Mittelpunkt  und  die  Haihaxe  a zum 
Radius  hat;  ebenso  heschreihen  die  Punkte  b und  b*  einen  Kreis, 
welclier  lil  zum  Mittelpunkt  und  h zum  Radius  hat;  auch  die 
Punkte  P und  Q beschreiben  mit  jenen  concentrische  Kreise, 
deren  Radien  a — b und  a b sind.  Gehen  wir  daher  umge- 
kehrt von  zwei  concenlrischeu  Kreisen  um  M mit  den  Radien 
a und  b aus,  lassen  einen  beliebigen  Strahl  durch  M gehen, 
welcher  in  a und  cc^  den  ersten,  in  ß und  ß'  den  anderen  Kreis 
trede,  und  nehmen  durch  M ein  rechtwinkeliges  Axenkreuz  an, 
welches  die  Richtungen  der  beiden  Axen  der  Ellipse  enthält,  so 
werden  die  durch  <v  auf  die  «-.Vxe,  durch  ß auf  die  b-Axe  ge- 
fällten Per|)endikel  sich  in  einem  Punkte  A der  Ellipse  trelTen 
müssen  nach  der  vorigen  Figur;  die  Renutzuiig  der. andern 
Schnittpunkte  bei  dieser  Konstruktion  liefert  zugleich  drei 

andere  Punkte  der  Ellipse,  deren  einer  der  diametral  gegenüber- 


(Fig.  44.) 


// 


liegende  und  die  beiden  andern 
die  .symmetrisch  mit  A in  Rezug 
auf  die  beiden  Axen  liegenden 
Ihmkte  sind.  Die  Rewegung  des 
durch  J/  willkührlich  gezogenen 
Strahles  /Ifaß  führt  successive  zu 
sämmtlichen  Punkten  der  Ellipse 
und  die  einfache  Konstruktion 
derselben  ge.stattet  die  leichte 
Entwerfung  eines  anschaulichen 
Rüdes,  wie  es  Fig.  44  darstellt. 
Dieses  Rild  der  Ellipse  lässt  die 
Symmetrie  rücksichtlich  der  bei- 
den Axen  erkennen  und  zeigt, 
dass  die  beiden  Kndse  die  Ellipse  in  ihren  Scheiteln  berühren. 
Weiterhin'  führt  dies«‘lbe  Retrachtuug  zur  Konstruktion  der  Nor- 
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male  un<)  milliin  uiicli  der  Tangente  in  dem  Kiiipsenpnnktc  A; 
denn  trägt  man  auf  den  wSlralil  Mßa  nach  derselben  Hichtung 
liin  die  Strecke  MQ  = a + ^ auf,  so  ist  QA  die  Normale  der 
Ellipse  im  Punkte  A\  lässt  man  die  nach  entgegengeselzten  Seilen 
hin  liegenden  Schnillpnnktc  a und  desselben  durch  M gezogenen 
Strahles  mit  den  beiden  Kreisen  auf,  welche  den  Punkt  A^  liefern 
und  trägt  MP  = a — b auf  diesem  Strahle  ab,  so  Lst  PA^  die 
Normale  für  den  Punkt  A^ ; denken  wir  uns  iiberhaupt  zwei  neue 
conccntrische  Kreise  mit  den  Radien  a h und  a — b um  M 
beschrieben,  die  Oertcr  der  Punkte.  P und  Q,  so  bieten  die- 
selben nach  der  angegebenen  Konstruktion  das  einfachste  Mittel 
dar,  die  Normalen  und  also  auch  die  Tangenten  der  Ellipse  un- 
mittelbar zu  zeichnen.  Wir  übergehen  weitere  Eigenschaften  der 
Ellipse,  welche  sich  aus  Fig.  43  folgern  Hessen  — z.  R.  wegen 
der  (ileichheit  der  Winkel  gilt  die  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  MP% 
und  MxQ  lind  daraus  lliesst  die  Heialion: 

M%  . Mx  = MP  . MQ  = (P  — b‘^  = const.. 


(1.  h.  Tangente  und  Normale  eines  Punktes  der  Ellipse 
schneiden  auf  jeder  der  Axen  vom  Mittelpunkt  aus 
zwei  Strecken  ab,  deren  Rechteck  konstant  ist;  die 
Schnitt|)un kte  bilden  also  ein  Punktsystem,  welches 
auf  der  einen  Axe  hyperbolisch,  auf  der  andern  ellip- 
tisch ist  u.  s.  w.  (Siehe  § 35).  Wir  wollen  nur  noch  die 
den  vorigen  analogen  Eigenschaften  der  Hyperbel  kurz  ableiten. 
Wir  wissen , dass  nur  ein  Theil  der  Durchmesser  einer  Hyperbel 
dieselbe  in  reellen  Punktenpaaren  trilll  und  dass  immer  der  zu 
einem  solchen  konjugirte  Durchmesser  der  Hyperbel  nicht  be- 
gegnet; es  giebt  also  auch  nur  eine  reelle  .Axe  der  Hyperbel. 
Nehmen  wir  aber  die  konjugirte  Hyperbel  (§  32)  zu  Hülfe,  so 
werden  auf  zwei  konjugirten  Durchmessern  von  der  einen  und 
von  der  konjugirten  Hyperbel  Strecken  abgeschnilten,  welche  als 
die  Längen  zweier  konjugirten  Durchmesser  der  Hyperbel  auf- 
gefasst ganz  analoge  Eigenschaften  besitzen,  wie  die  Paare  kon- 
jugirter  Durchmesser  bei  der  Ellipse.  In  der  Thal  haben  wir 
schon  oben  gesehen  (Fig.  40),  dass  das  l’arallelogramm,  welches 
von  den  Tangenlenpaaren  in  den  Schnittpunkten  zweier  konju- 
girlen  Durchmesser  mit  den  beiden  konjugirten  Hyperbeln  ge- 
bildet wird,  konstanten  Inhalt  besitzt,  weil  seine  Ecken  auf  den 
Asymptoten  der  Hyperbel  liegen;  die  Seiten  dieses  Parallelogramms 
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verlreton  die  l^ängen  zweier  konjugirtcr  Durcltmesser  der  Hyperbel 
und  wir  können  daher  auch  von  der  konjugirten  Hyperbel  ganz 
abslrahiren,  indem  wir  nur  die  Asymptolen  zu  Hiilfe  nehmen: 
sei  A ein  beliebiger  Punkt  der  Hyperbel,  trelTe  die  Tangente  in  A 
die  beiden  Asymptoten  in  a und  ß (also  bekanntlich  aA  = Aß), 
so  ist  aß  die  Länge  desjenigen  Durchmessers,  welcher  dem  durch 
A gehenden  konjugirt  ist,  und  bezeichnen  wir  zur  Abkürzung  die 
absoluten  Längen 


MA  = A aA  = Aß  ==  B, 

den  Winkel  dieser  beiden  konjugirten  Richtungen  durch  q>,  so  ist 

A B . sin  <p  = const. 

wegen  der  konstanten  Potenz  der  Hyperbel  (§  20).  Wir  über- 
zeugen uns  aber  auch  in  ganz  analoger  Weise,  wie  bei  der 
Ellipse,  von  der  Richtigkeit  dieser  und  der  zweiten  Relation 
zwischen  den  konjugirten  Durchmessern  der  Hyperbel,  indem  wir 
die  Axen  dei'selben  bestimmen;  ihre  Richtungen  sind  geradezu 
durch  die  Halbirungslinien  der  von  den  Asymptoten  gebildeten 
Winkel  gegeben;  mögen  sie  in  x und  | die  Tangente  aß  trelTen, 
so  ist,  weil  aßx^  vier  harmonische  Punkte  sind  und  A die  Mitte 
von  aß 


Ax  . A^  = Aa^  = Aß'  = B'^. 

Um  die  Schnittpunkte  der  Axen  mit  der  Hyperbel  zu  finden, 
haben  wir  das  ihnen  zugehörige  Punktsystem  zu  ermitteln,  dessen 

Mittelpunkt  flf  ist;  da  nun  die 


(Fig.  45.) 


.Polare  von  x durch  A gehen 
muss  und  durch  den  Pol  von 
Mx,  so  ist  sie  die  Senkrechte 
Ax^,  aus  A auf  iVx  gefällt 
(Fig.  45)  und  xx^  ein  Paar 
konjugirtcr  Punkte  des  gesuch- 
ten Punktsystems;  dasselbe  ist 
hyperbolisch,  weil  .r  und  auf 
derselben  Seite  von  M liegen, 
und  die  Länge  der  einen  Halb- 
axe  « wird  gefunden  aus  der 


Relation : 


Mx 


Mx^  — a^. 

Das  aus  A auf  die  andere  Axe  M^  gefällte  Perpendikel  trifft 
dieselbe  in  |‘  und  ist  die  Polare  von  §;  die  Punkte  | und 
liegen  aber  nothwendig  nach  entgegengesetzten  Richtungen  von  M, 
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also  das  Punktsystem  auf  der  zweiten  Axe  ist  elliptisch;  nacli  der 
obigen  Bemerkung  (§  32)  über  die  konjugirte  Hyperbel  ist  nun 
das  konstante  Rechteck  des  dieser  zweiten  Axe  zugehörigen 
Ibinktsystems  gleich  dem  ()*iadrat  des  halben  konjugirteii  Durch- 
messers, also: 

= b'K 


Tragen  wir  die  liieraus  zu  ermittelnde  Strecke  b auf  Mi 
nach  beiden  Seiten  hin  ab,  so  erhalten  wir  die  Durchschnitts- 
punkte der  zweiten  Axe  mit  der  konjugirten  Hyperbel.  Denken 
wir  uns  noch  das  Perpendikel  Mp  auf  die  Tangente  nß  gefällt, 
so  ergiebt  eine  der  oben  hei  der  Ellipse  durchgefnlirten  ganz 
analoge  elementare  Rechnung: 


■)/4'  xA 

iM'^=zip.ix 

\M  . A/;*  =z  ip  . 'xA 
b'  = ip  . xA, 


M.V  

Mx'’  iÄ 
M x^  = p X . I X 
M X . = px  . iA 

= px  .i  A 
woraus  zunächst  folgt: 

rt'ö*  = . px  . Ax  . Ai 

— pA/2  . 

= . sin  qp)- . also 

(D.)  ...  AB  siü  (p  =z  ab. 

Zweitens : 

«2  = (pA  4-  Ax)  (ip  -f  pA) 

= pA  . ip  -j-  pA'  4"  -Er  . ip  Ax  . pA 

= pA  . ip  pA“^  Ax  . iA 
b'^  — xA  . ip 

Hieraus  folgt  durch  Subtraktion: 

rt * — b^  = px  . ip  -}-  p -l“  Ax  . iA 
= pM'  4-  pÄ'  — B' 

(IP)  . . . — b"^  — A'^  — B"^  = const. 

Ziehen  wir  noch  die  iNormale  in  dein  Hyperbel[mnkte  A, 
welche  die  .Axen  respektive  in  51  und  23  treflen  möge,  so  zeigt 
die  Aehnlichkeit  der  Dreiecke: 

= - und 

51 A 51  a‘ 

'Ix*  _A^__  ijr  , 

x'  A ~~  i'B~~  ~~  xjir 


5t  a:’ 
Mi' 


= oder  Ax' 
xM 


iM  . Mi^ 
xM 
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r<tlglir|i : 


I)a  auch: 


.1 1 Mj-  . ' «* 

I J/  . .)/§'  ** 


' H -i 


= coiist. 


nj  _ i*l.r*  _ _ I-/ 

Ä.r  X M '-b - t 

}[.4  ../:«=  ./X  . -i;  = //- 
'JK, . ./'W  = 

Wir  fihergt*h(?n  die  Krörlernii"  einiger  anderer  inelrisclier 

Ih‘/Jelinngen,  ueldie  die  Figur  lieferl,  wie  z.  C. 

4-)/  Mx 

.1/5'  X.i  XX« 

.V5*  = x.r'  . x’  ‘Jt 
i .V'.  .1/5*  = J/x  . x>  51  = 

Vx  . .Vx'  = <r 

J/x  . J/51  = «*  -f-  = consl.  u.  s.  u.  (§  o5). 

Ide  Konslriiktion  der  Längen  a und  b isl  vermöge  der  beiden 
Kelationen  J/x  . J/x‘  = a}  und  | J/  . J/ = fr  a<if  die  elementare 
Anlgahe  zurückgeffdirl : ,,ei»  gegebenes  Itecbleck  in  ein  Quadrat 
zu  verwandeln“;  in  der  von  uns  betrachteten  Figur  (Fig.  45) 
treten  diese  Längen  selbst  nicht  so  unmittelbar  auf,  wie  bei  der 
FIlipse  (Fig.  4o.  und  es  knüpft  sieb  hieran  auch  nicht  eine  so 
einfache  Konslruklion  der  Hyperbel  durch  Punkte,  wie  dort;  wir 
können  dieselbe  aber  um  so  eher  entbehren,  als  die  Tangenten 
und  Punkte  <ler  Hyperbel  mit  Hülfe  der  .\symptoten,  wie  wir 
schon  früher  gesehen  haben,  in  der  einfachsten  Weise  sich  er- 
niilteln  lassen. 


§ 34.  Bostimmung  solcher  Punkte  in  der  Ebene  eines  Kegel- 
schnitts, für  welche  das  zugehörige  Strahlsyst3m  ein 
hyperbolisch  • gleichseitiges  wird. 

Wir  haben  in  § 29  gesehen,  dass  jeder  Punkt  in  der  Ebene 
eines  Kegelschnitts  als  .Mittelpunkt  eines  bestimmten  dem  Kegel- 
schnitt zugehörigen  Strahlsystems  aufgefasst  werden  kann  und 
dass  dasselbe  hyperbolisch  ist,  wenn  der  Punkt  ausserhalb  des 
Kegelschnitts  liegt,  indem  die  beiden  aus  ihm  an  den  Kegelschnitt 
gelegten  Tangenten  die  Asymptoten  dieses  Strahlsystems  sind; 
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wir  wollen  jetzt  insbesondere  solrlie  I*unkte  in  der  Ebene  anf- 
sneben,  ITir  welclic  das  zugebörige  Stralilsystein  byperbolisch- 
gleicbseitig  wird.  Ila  beim  byperlioli.scb -gleichseitigen  Strald- 
systeni  die  Asymptoten  rechtwinklig  zn  einander  sind,  so  kommt 
die  vorliegende  Krage  darauf  binans,  den  Ort  des  Scbnitlpimktes 
zweier  zn  einander  reebtwinkligen  Tangenten  des  Kegelschnitts 
aufzusuchen.  lletrachten  wir  zuerst 

a)  die  Ellipse  und  fassen  irgend  zwei  parallele  Tangenten  auf, 
welche  in  den  IMinkten  r und  q,  berühren,  die  den  unendlich- 
entfernten entsprechen,  so  können  wir  diese  als  die  Träger  zweier 
die  Ellipse  erzeugenden  Ibinktreihen  ansehen,  welche  (§  2(Jj  un- 
gleichlaufend sein  müssen;  jede  Tangente  der  Ellipse  .schnei<let 
also  die  enlsprecbenden  Hälften  der  beiden  Träger  in  zwei  Punkten 
V und  r,  von  solcher  Iteschaffenbeit,  dass  das  Rechteck 

rr  . q,  X'i  = const. 

ist,  und  da  die  Punktreihen  ungleichlaufend  sind,  so  müssen  die 
Strecken  rr  und  q,ri  gleich  gerichtet  sein;  werden  insbesondere 
die  beiden  Seiten  dieses  konstanten  Rechtecks  gleich,  so  erhalten 
wir  eine  dem  Durchmesser  rqj  parallele  Tangente,  welche  mithin 
auf  den  Tangenten  in  r und  q,  Stücke  abschneidet,  die  dem 
halben  konjugirten  Durchmesser  zu  rq,  gleich  .sind;  bezeichnen 
wir  diesen  mit  B,  während  rq,  = 2 A sei  oder,  wenn  M die  Mitte 
von  rq,  ist,  Mx  = A,  so  ist: 

Ti*  . q,  r,  = B'\ 

Ziehen  wir  noch 
durch  M eine  Parallele 
zu  den  Tangenten  in  r 
und  q, , so  sind  die  bei- 
den durch  jV  gehenden 
Strahlen  zwei  konjugirte 
Durchmesser  der  Ellipse, 
deren  Richtungen  Mp 
und  Mn  seien  (Fig.  46). 

Hätten  wir  nun  zw  ei 
rechtwinklige  Tangenten 
der  Ellipse,  so.  müssten 
die  zn  ihnen  parallelen 
Tangenten  ebenfalls  rechtwinklig  sein,  also  diese  vier  Tangenten  ein 
der  Ellipse  umschriebenes  Recbleck  bilden;  die  Diagonalen  eines 


186 


Zweiter  Alisclinilt. 


Hechtecks  sind  aber  gleich  und  sie  sind  zugleich  (§32)  die  Richtungen 
eines  Paares  konjugirter  Durchmesser.  Denken  wir  uns  das  vorhin 
beliebig  angenommene  Paar  konjugirter  Durchmesser  Mp  und  Mn. 
als  die  Diagonalen  eines  solchen  der  Kllipse  umschriebenen  Recht- 
ecks, so  müsste  eine  Seite  desselben  auf  «len  beiden  Durch- 
messern Mp  und  Mn  gleiche  Stücke  ahscimeiden,  d.  h.  es  wäre 
eine  Tangente  zu  suchen,  welche  die  beiden  konjugirteu  Durch- 
messer in  zw«'i  solchen  Ihiiiklen  p und  n träfe,  dass  Mpr=^Mn 
würde;  der  1‘unkl  p (und  ebenso  n]  müsste  dann  der  Schnitt- 
punkt  zweier  rechtwinkeligen  Tangenten  der  IClIipse  sein,  dejin  der 
Winkel  zwischen  den  beiden  durch  p den  konjugirten  Durch- 
messern parallel  gezogenen  Strahlen  würde  durch  die  eine  Tan- 
gente halbirt,  und  da  jene  ein  Paar  konjugirte  Strahlen  des  dem 
Punkte  p zugehörigen  Strahlsyslems  sind,  dessen  eine  Asymptote 
die  gesuchte  Tangente  ist,  so  halbirt  die  andere  Asymptote, 
d.  h.  die  zweite  durch  p gehende  Tangente  den  Nebenwinkel, 
steht  also  auf  der  ersten  senkrecht;  das  dem  Punkt  p zugehörige 
Strahlsystem  ist  also  ein  hyperbolisch  r gleichseitiges.  Um  nun  p 
zu  tindeu,  haben  wir  Mp  = Mn  und  wegen  der  Parallelität 
r/>  = rr;  q,;>  = q,v, , also 

r//  , q,;>  = 

es  ist  aber: 

X p = M p — A 
q,;>=  Mp  + A 
ir^  = Mp^  ~ Ä- 
Mp'  ==  A'^ 

Da  nun  nach  dem  in  § 33  (II)  he  wiesenen  Salze: 

A"^  -f  = const, 

so  ist  Mp  konstant,  d.  h.  der  Ort  von  p ein  Kreis,  dessen  Mittel- 
punkt mit  dem  .Mittelpunkte  der  Kilipse  zusammenfällt;  wir  haben 
also  den  Satz: 

Der  Ort  des  Schnittpunktes  zweier  rechtwink- 
ligen Tangenten  der’Kllipse  ist  ein  mit  derselben 
concen trischer  Kreis,  dessen  Radius  = -}- 6'^  und 

welcher  dem  Rechteck  umschrieben  ist,  das  von  den 
Tangenten  in  den  Scheiteln  der  Kllipse  gebildet  wird. 
Jeder  I’unkt  dieses  Ortskreises  besitzt  die  Eigen- 
schaft, dass  das  in  Bezug  auf  die  Ellipse  ihm  zu- 
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gehörige  Slrahlsystem  ein  hyperboliscii  - gleichsei- 
tiges ist. 

6)  liei  der  Hy|>erl)cl  muss  der  Beanhvorlung  der  Frage 
die  Erörlening  vorangehen,  oh  es  überhaupt  rechtwinklige  Tan- 
genten der  Hyperbel  gieht,  eine  Frage,  die  hei  der  Ellipse  übrig 
war,  weil  es  bei  ihr  in  jeder  Hichtung  ein  Paar  parallele  Tan- 
genten giebl,  folglich  auch  zu  jeder  Tangente  zwei  mit  ihr  recht- 
winklige Tangenten.  Wir  haben  in  §26  gesehen,  dass  es  nur 
in  denjenigen  fUchtungen  Tangenten  an  der  Hyperbel  gieht,  welche 
in  die  beiden  die  Hyperbelzweige  nicht  enthaltenden  Scheitel- 
räume zwischen  den  Asymptoten  hineinfailen;  bezeichnen  wir  den- 
jenigen Winkel,  in  dessen  Scheitelräuinen  die  Hyperbel  liegt, 
durch  9“  (also  nach  der  vorigen  Delinition  (§  8.3)  der  Axen  der 

Hyperbel:  tg  den  Nebenwinkel  also  durch  180**  ~ O 


und  nehineu  eine  beliebige  Tangente  der  Hyperbel  an,  deren 
Richtung  in  die  Nebenscheilelräume  hineinfällt,  so  wird  es,  wenn 
die  zu  ihr  senkrechte  Richtung  auch  in  die  Nebenscheitelräume 
hineinfällt,  nothw endig  rechtwinklige  Tangenten  zu  der  angenom- 
menen geben;  hierzu  ist  aber  erforderlich,  dass  180®  — 9>  90®, 
d.  h.  9 < 90®,  und  umgekehrt  ist  ersichtlich,  dass  nur,  wenn 
9 < 90®  ist,  rechtwinklige  Tangenteiipaare  an  der  Hyperbel 
existiren,  dagegen,  wenn  9 > IKy*,  keine  zwei  zu  einander  recht- 
winkeligen Tangenten  der  Hyperbel  vorhanden  sind.  W enn  9=90®, 
d.  h.  die  Hyperbel  eine  gleichseitige  ist,  so  gieht  es  nur  ein 
einziges  Paar  zu  einander  rechtwinkliger  Tangenten,  nämlich  die 
Asymptoten;  ihr  Schnittpunkt  ist  der  einzige  Punkt  der  Ebene 
von  der  gesuchten  Reschaflenheit,  dass  das  ihm  zugehörige  Strahl- 
system in  Bezug  auf  die  Hyperbel  ein  hyperbolisch -gleichseitiges 
ist,  in  diesem  Falle  also  das  konjugirte  Purchmesser- System. 
Wenn  dagegen  9 < 90**  oder  nach  dem  Obigen  </  < «,  so  giebt 
es  eine  Menge  von  Rechtecken,  die  der  Hyperbel  umschrieben 
sind,  und  der  Ort  ihrer  Ecken  lässt  sich  ganz  analog,  wie  bei 
der  Ellipse  ermitteln.  Fassen  wir  nämlich  wieder  zwei  parallele 
Tangenten,  die  in  den  Endpunkten  eines  Purchincssei’s  rq,  be- 
rühren, als  Träger  der  die  Hyperbel  erzeugenden  Punktreihen 
auf,  so  müssen  diese  (§  26}  gleichlaufend  sein  oder,  wenn  rti 
irgend  ein  Paar  entsprechende  Punkte  derselben  sind,  die  Strecken 
rx  und  q^Xi  entgegengesetzt  gerichtet;  der  absolute  Werth  des 
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Hechlecks  mis  diesen  beiden  Strecken  muss  kunslanl  sein;  eine 
durch  den  Millelpunkt  M zwischen  rqi  gehende  Tangente,  d.  h. 
eine  Asymptote  der  Hyperbel  schneidet  auf  den  beiden  Trägern 
gleiclie,  al)er  entgegengesetzt  gerichtete  Strecken  ah  und  eine 
solche  ist  nach  «lern  Vorigen  (§  33)  die  Länge  des  halben  dem 
Hnrchniesser  rq,  ktmjugirten  Durchmessers  der  Hyperbel;  be- 
zeichnen wir  diesen  mit  B und  Mx  = J,  so  ist  also: 

vr.y,  q,  = (Lig.  47). 


Ziehen  wir  noch  durch  M eine  Parallele  zu  den  Tangenten 
in  T und  q,,  so  haben  wir  in  M ein  l*aar  konjugirte  Durch- 
messer der  Hyperbel  und  genau  ebenso  wie  im  vorigen  Falle  eine 
solche  Tangente  der  Hyperbel  zu  suchen,  welche  auf  jenen 
zwei  gleiche  Strecken  A//;  = Mtv  ahschneidet;  trifft  dieselbe  in 
r und  r,  die  Träger  der  beiden  Punktreihen,  so  ist  wegen  der 
Parallelität 

\p  = xx  und  />q,  = v,q, 
vp  = xM  — pM  pq,  = pM  -f-  A/q, 

= — p = p M -f-  A 

xp  . pq,  = V r . t,  q,  = B'^  A-  — (p  A/)‘ 

Mpi  = A'—  B'i  = — b'  = ennst.  {%  33,  H‘), 

folglich,  da  a y>  b angenommen  ist,  der  Ort  des  gesuchten 
Punktes  p ein  mit  der  Hyperbel  concentrischer  Kreis.  Wir 
schliessen  hieraus  folgendes  Kesultat: 

Der  Ort  des  Schnittpunktes  zweier  rechtwinkliger 
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Tangenten  der  Hyperbel  ist,  wenn  a ^ b,  ein  mit  der 
Hyperbel  concen Irisch  er  Kreis,  dessen  Hadiiis 

= }/a^  — b^. 

Jeder  Punkt  dieses  Kreises  besitzt  die  Eigenschaft, 
dass  das  in  Hczug  auf  die  Hyperbel  ihm  zugehörige 
Strablsystein  ein  byp  f^rbnlisch -gleichseitiges  ist.  Wenn 
a = b,  d.  h.  die  Hyperbel  eine  gleichseitige  ist,  so 
zieht  sich  dieser  Kreis  auf  einen  Punkt  zusammen 
(hat  den  R a d i u s 0) , den  Mittelpunkt  der  gleichseitigen 
Hyperbel;  wenn  a < b,  so  gieht  es  keine  zwei  zu 
einander  rechtwinklige  Tangenten  der  Hyperbel  (der 
Ortskreis  wird  imaginär),  dagegen  für  die  konjngirte  Hyperbel 
ist  der  Ort  ihres  Schnittpunktes  ebenfalls  ein  Kreis  mit  dem 

Mittelpunkt  M und  dem  Radius  }/b'^  — a'K 

c)  Bei  der  Parabel  gieht  es  keine  zwei  parallele  Tangen- 
ten, sondern  in  jeder  beliebigen  Richtung  eine  und  nur  eine 
Tangente;  folglich  exisUren  keine  der  Parabel  umschriebenen 
Rechtecke,  wohl  aber  unzählig  viele  rechte  Winkel , deren  Schen- 
kel die  Parabel  berühren;  um  den  Ort  ihrer  Scheitel  zu  finden, 
haben  wir  das  in  den  beiden  vorigen  Fällen  angewendete  Mittel 
nicht  zur  Verfügung,  weil  es  keine  zwei  parallele  Tangenten 
der  Parabel  gieht,  welche  als  Träger  der  sie  erzeugenden  Punkt- 
reihen aufgefasst  werden  könnten.  Die  Parabel  wird  immer  von 
zwei  projektiviscli- ähnlichen  Punktreihen  erzeugt,  d.  h.  wenn 
VXj  und  irgend  zwei  Paare  entsprechender  Punkte  sind,  so 

ist  das  Verhaltniss  — = const.  Bezeichnen  wir  mit  c und  f, 

den  Schnittpunkt  der  beiden  Träger  und  mit  und  f die  ent- 
sprechenden Berührungspunkte,  so  ist  also: 

fl'  ]_e_ 

fiV,  f,  e,’ 

und  wenn  x zwischen  fc  liegt,  so  liegt  r,  zwischen  f,  Cj.  Wir  kön- 
nen nun,  um  die  Untersuchung  der  vorliegenden  Frage  zu  ver- 
einfachen, zwei  solche  Tangenten  der  Parabel  als  Träger  zweier 
erzeugenden  Punklreihen  answählen,  für  welche  die  projeklivisch- 
älinlichen  Punktreihen  projektivisch-gleicli  werden,  also  fr  = fjr,, 
was  immer  der  Fall  ist,  sobald  fc  = f,  Cj.  Verbinden  wir  den 
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Schiiiltpunkt  zweier  Tangenten  cf,  mit  der  Milte  der  Beröhrungs- 
sehne  fe,,  so  ist  diese  Verbindungslinie  bekanntlich  allemal  ein 
Durchmesser,  gehl  also  bei  der  Parabel  durch  den  unendlich- 
entfernten  Punkt  derselben;  soll  nun  fc  = f, c,  sein,  so  muss 
die  Beruhrungssehne  fc,  senkrecht  stehen  auf  dem  durch  den 
Schnittpunkt  cf,  gehenden  Durchmesser  der  Parabel,  also  die 
ganze  Schaar  der  zu  fc,  parallelen  Sehnen,  deren  Mitten  auf 
dem  Durchmesser  liegen,  insbesondere  auch  die  zu  fc,  parallele 
Tangente  muss  senkrecht  stehen  auf  diesem  durch  ihren  Berüh- 
rungspunkt gehenden  Durchmesser,  oder  wie  wir  oben  gesehen 
haben,  dieser  Durchmesser  muss  die  Axe  der  Parabel  sein.  Zwei 
solche  Tangenten  der  Parabel,  welche  sich  auf  ihrer  Axe  Irenen, 
sind  daher  als  die  Träger  zweier  projeklivisch- gleicher  Punkl- 
reihen  aufzufassen,  die  die  Parabel  erzeugen.  Wie  die  Axe  der 
Parabel  gefunden  erden  kann,  wenn  wir  z.  B.  die  Parabel  als 
gezeichnet  in  der  Ebene  vorliegend  aiinehmen,  ergicbl  sich  aus 
dem  Früheren:  Irgend  eine  Reihe  paralleler  Sehnen  hat  ihre 
Mittelpunkte  auf  einem  Durchmesser,  ziehen  wir  eine  zweite  zu 
diesem  Durchmesser  senkrechte  Reihe  von  parallelen  Sehnen,  so 
liegen  ihre  Mithdpunkte  auf  der  gesuclilen  Axe;  das  dieser  .\xe 
zugehörige  Punktsystem  in  Bezug  auf  die  Parabel  ist  natürlich 
ein  liyperbolisch-gleicbseiliges,  weil  sein  Mittelpunkt  und  ein 
Asymptolenpunkt  im  Unendlichen  liegen;  der  andere  endliche 
Asymptolcnpunkt  ist  der  Scheitel  der  Parabel.  Die  von  irgend 
einem  Punkte  der  Axe  ausserhalb  der  Parabel  an  dieselbe  ge- 
legten beiden  Tangenten  bilden  gleiche  Wiiikel  mit  der  Axe  und 
haben  ihre  Berührungspunkte  in  gleichem  Abstande  von  dem 
Scbnitlpunkle , woraus  denn  die  vollkommene  Symmetrie  der  Pa- 
rabel in  Bezug  auf  ihre  Axe  erhellt.  Wir  wollen  nun  denjenigen 
besonderen  Punkt  der  Axe  auswählen , für  welchen  das  Tangenten- 
paar einen  rechten  Winkel  bildet,  der  also  schon  zu  dein  ge- 
suchten Orte  gehört.  Es  giebt  nur  einen  solchen  und  er  wird 
leicht  gefunden,  indem  wir  die  zur  Axe  unter  45^’  geneigten 
Tangenten  der  Parabel  aufsnehen,  welche  sich  in  diesem  Punkte 
der  Axe  trelfen.  Diese  besonderen  beiden  Tangenten  sollen  als 
Träger  der  die  Parabel  erzeugenden  projeklivisch-gleichen  Punkt- 
reihen aufgefasst  werden  und  es  ist  einleuchtend,  dass  sie  ihrer 
eigenthüinlichen  Beschalfcnhcit  wegen  am  einfachsten  zur  Beant- 
wortung der  vorliegenden  Frage  führen  werden,  ln  der  Thal 
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sei  (Fig.  48)  c f,  ihr  Schnittpunkt  und  f und  c,  ihre  Bcrühnings- 
punkte,  also  cf=  Cj  f,  und 


Jcc,  = 90®,  die  Mitte  der 
Berühriingsseline  f c,  sei  F, 
also  f,/’  die  Axe  der  Parabel 
und  tF  = /’[,  weil 

i fcF  = 45®; 


(Fig.  48 ) 


tragen  wir  ferner  eine  belie- 
bige Strecke  fr  von  f aus  auf 
fe  ah  und  die  gleiche  Strecke 
f,ri  von  f,  auf  f,  e,,  so  ist 
rvj  eine  Tangente  der  Para- 
bel. Aus  dieser  Konstruktion 
geht  die  Kongruenz  der  Drei- 
ecke f r F und  f , Vi  F hervor, 
weil  sie  zwei  Seiten  und  den  eingeschlossenen  Winkel  (45®)  gleich 
haben;  es  folgt  daher  xF  = x^F  und  L rFr,  = 90®,  also  jeder 
der  beiden  andern  Winkel  des  Dreiecks  r^Tj  betragt  45®.  Nun 
trelfen  die  Verlängerungen  von  Fx  und  die  Träger  der  er- 
zeugenden beiden  Punktreihen,  weil  F auf  der  Berührungssclme 
liegt,  in  zwei  neuen  entsprechenden  Punkten  (§  21),  deren 
Verbindungslinie  ebenfalls  eine  Tangente  der  Parabel  sein  muss 
(was  auch  daraus  unmittelbar  erhellt,  dass  sich  cl)  = Cj  er- 
gicbt).  Die  vier  Punkte  iXi,  ^t)i  haben  eine  solche  I..age  in  der 
Kbcne,  dass  jeder  der  liöhenpunkt  des  von  den  drei  andern  ge- 
bildeten Dreiecks  ist,  denn  in  dem  Dreieck  steht  V| 

auf  \)x  senkrecht  (in  c),  und  auch  auf  \;,r  (in  F),  also  ist 
der  lirdienpunkt  des  Dreiecks  n)Vi»  folglich  steht  auch  w, 
auf  t)^j  senkrecht,  d.  h.  wir  haben  zwei  neue  zu  einander  senk- 
rechte Tangenten  der  Parabel  gefunden,  die  sich  in  P trelfen. 
Verändern  wir  die  willkrihrlich  angenommene  Tangente  VX]  der 
l*arabel,  so  erhalten  wir  sämiutliche  l*aare  rechtwinkliger  Tangen- 
ten dei^selhcn  und  können  nun  leicht  den  Ort  ihrer  Schnittpunkte 
P ermitteln.  Da  nämlich  Xi  der  Flöhenpuukt  des  Dreiecks  xi)l), 
ist,  so  liegen  die  vier  Punkte  rViPc  auf  einem  Kreise  und  es  ist 
i i>c^,  = L Px\)]  = 45®,  also  liegt  P auf  derjenigen  Ualhirungs- 
linie  des  Winkels  zwischen  den  beiden  Trägern,  welche  senkrecht 
auf  der  Parabelaxe  steht;  diese  gerade  Idnie  bleibt  nun  fest, 
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wfilirond  wir  die  Tangente  n*i  verändern,  und  wir  erhalten  daher 
fülgende.s  Hesultat: 

Der  Ort  des  Scheitels  eines  rechten  Winkels,  des- 
sen Schenkel  Tangentenpaare  einer  Para  hei  sind,  ist 
eine  gerade  Linie,  welche  senkrecht  steht  auf  der 
Axe  der  Parabel  in  demjenigen  Punkte,  durchweichen 
die  beiden  unter  45’^  zur  Axe  geneigten  Tangenten 
der  Parabel  sich  treffen.  Jeder  Punkt  dieser  Geraden 
besitzt  die  Eigenschaft,  dass  das  in  Ilezug  auf  die 
Parabel  ihm  zugehörige  Strahlsystem  ein  hyperbolisch- 
gleichsei ti  ge  s ist. 

Wollen  wir  dieses  Resultat  mit  dem  fnr  Ellipse  und  Hyperbel 
gefundenen  in  rebereinstimnumg  bringen,  so  können  wir  die  ge- 
fundene Gerade  auch  als  einen  Kreis  mit  unendlich-grossem  Ra- 
dius nnsehen,  was  denn  vollständig  mit  <lem  Umstande  harmonirt, 
dass  bei  der  Parabel  die  Längen  der  Axen  unendlich  gross  sind, 
weil  ihr  Mittelpunkt  im  Unendlichen  liegt. 

Wir  gehen  hier  nicht  auf  weitere  Eigenschaften  der  Parabel 
ein,  welche  sich  aus  der  betrachteten  Figur  (Fig.  48)  in  ganz 
elementarer  Weise  ergeben,  auch  nicht  auf  die  Bedeutung  der 
gefundenen  Geraden  und  des  Punktes  F,  welche  Pol  und  Polare 
in  Bezug  auf  die  Parabel  sind  (Leitlinie  und  Brennpunkt  der- 
selben), weil  wir  hierauf  sogleich  von  anderer  Seite  kommen 
werden. 

Nur  eine  Eigenschaft  des  gefundenen  Ortskreises  wollen  wir 
noch  berühren;  Denken  wir  uns  nämlich  irgend  ein  Tripel  kon- 
jugirter  Punkte  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt:  xyz  (§  30)  und 
den  Mittelpunkt  M desselben,  ziehen  Mx,  welches  der  Polare 
yz  von  X in  .r,  begegnen  möge  (Fig.  49) , so  ist  Mx.Mx^  das 


M liegen;  den  konjugirten  Durchmesser  zu  Mx  erhalten  wir,  in- 
dem wir  durch  ]\I  eine  Parallele  zu  yz  ziehen;  wird  diese  Parallele 
von  xy  in  s gelroflen,  so  muss  eine  durch  z zu  Mx  gezogene 


y' 


konstante  Rechteck  (Potenz) 
des  diesem  Durchmesser  des 
Kegelschnitts  zugehörigen 
Punktsystems,  also  = A'^ 
oder  — je  nachdem  x 
und  ,T,  auf  derselben  oder 
entgegengesetzten  Seite  von 
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Parall«‘le  rlieselhe  in  dein  konjugirlen  Piinkle  s,  Ireflen,  so  dass 
Ms  . Ms^  das  konstante  Recliteck  auf  dem  konjngirten  nun  linies- 
ser  ist  für  das  Pnnktsyslein , welches  diesem  Durclimesser  in  Re- 
zng  auf  den  Kegekschnitt  ziigehört,  also  = oder  — je 

nachdem  der  Durchmesser  den  Kegelschnitt  trifft  oder  nicht.  Für 
die  Ellipse  gelten  die  VVerthe  und  B"^,  für  die  Hyperbel  A"^ 
und  — B~  oder  B^  und  — A'^;  in  beiden  Ffdlen  aber  ist  die 
Summe  konstant  und  zwar,  wie  wir  gesehen  haben,  gleich  dem 
Quadrate  des  Radius  B desjenigen  Kreises,  welcher  als  der  Ort 
des  S^rhnittpunktes  zweier  rechtwinkligen  Tangenten  des  Kegel- 
schnitts gefunden  wurde,  also: 


MxMxi  -h  Ms  . Ms^  = 


Nun  ist  wegen  der  Parallelität: 


also : 


Ms  .i'i ;/ 

M X jr,  .r 


und 


Ms^  z=.SC^Z, 


M s . M Ä|  Xf  >/ . Xf  z 

Mx  x^  X 

welcher  Ausdruck  sich  leicht  geometrisch  ausdrücken  lasst,  indem 
wir  durch  xyz  einen  Kreis  legen  und  den  andern  Schnittpunkt 
der  Geraden  .r,  x mit  diesem  Kreise  bestimmen,  dann  wird: 


M s . M Sf 
M X 


oder  Ms  . M s^  = Mx  , Xy  ^\ 


nun  ist  aber  allgemein: 

x^i  = 

al.so: 


Mi  — d/ar,, 


Ms  . A/äj  -f-  Mx  . Mx^  ■=  B}  — Mx  . Mi 

und  da  Mx.Mi  die  Potenz  des  Punktes  M in  Rezug  auf  den 
um  xyz  beschriebenen  Kreis  bedeutet,  .so  folgt:  Der  Mittel- 
punkt eines  Kegelschnitts  hat  in  Rezug  auf  den  einem 
beliebigen  Tripel  - Dreieck  des  Kegelschnitts  um- 
schriebenen Kreis  immer  d ieselbe  Potenz,  welche  gleich 
ist  dem  Quadrate  des  Radius  desjenigen  Ortskreises,  der  die 
• Schnittpunkte  der  rechtwinkligen  Tangenten  des  Kegelschnitts  ent- 
h.ält.  Oder  auch:  Der  Ortskreis  des  Schnittpunktes  der 
r e c h t w i n k I i ge  n T a n g e n t e II  e i n e s K e g e 1 s c h n i 1 1 s s c h n e i - 
«1  c t jeden,  einem  beliebigen  T r i p e 1 - D r e i e c k in  Rezug 
auf  den  Kegelschnitt  umschriehenen  Kreis  rechtwink- 
lig. In  gleicher  Weise  ergieht  sich: 

Mx  . Mx^  . Ms  , A/.V,  sin'^  (p  = 

Schriitpr,  Tli^ori«*  <1,  K•■^^*Uchn,  13 
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wo  (p  den  Winkel  der  beiden  konjngirlcn  Dnrclimcsser  bezeichnet, 
oder  wenn  man  mit  p^p^p-^  <lie  drei  Perpendikel  aus  M auf  die 
Seiten  des  Tripel-Dreiecks  bezeichnet,  nach  leichter  Heduklion: 

= p,v^th  • siTiYxtY)  = 2 

WO  r den  Radius  des  dem  Tripel-Dreieck  umschriebenen  Kreises 
bedeutet,  da  bekanntlich  im  Dreieck  das  Verhrdtniss  einer  Seite 
zum  Sinus  des  gegenüherlicgendcn  Winkels  gleich  dem  Durch- 
messer des  umschriebenen  Kreises  ist.  (Diese  Theoreme  sind  von 
Fan  re  in  den  Nouvelles  Annales  de  Mathematiques  lome  XJX 
p.  2,34  und  tome  XX  pag.  f)5  mitgetheilt  worden.) 

^ 35.  Bestimmung  solcher  Funkte  in  'der  Ebene  eines 
Kegelschnitts,  für  welche  das  zugehörige  Strahlsystem  ein 
Kreissystem  wird:  Die  Brennpunkte  des  Kegelschnitts. 

Da  jedem  Punkte  in  der  f^bene  eines  Kegelschnitts  ein  be- 
stimmtes Strahlsyslem  in  liezug  auf  denselben  zugehört,  so  bietet 
sich  insbesondere  die  Frage  nach  solchen  Punkten  dar,  deren 
Strahlsystem  ein  Kreissystem  wird,  bei  welchem  je  zwei  kon- 
jugirte  Strahlen  zu  einander  rechtwinklig  sind.  Solche  Punkte 
müssen  natürlich,  falls  sie  vorhanden  sind,  innerhalb  des  Kegel- 
schnitts liegen,  d.  Ii.  es  dürfen  keine  reellen  Tangenten  durch 
sie  gehen,  weil  das  Kreissyslem  ein  besonderer  Fall  des  ellipti- 
schen Strahlsystcms  ist.  Wir  können  aber  den  Ort,  wo  wir  sie 
überhaupt  zu  suchen  haben,  noch  mehr  beschränken,  denn  es 
ist  leicht  zu  ersehen,  dass  sie  nur  auf  den  Axen  des  Kegelschnitts 
liegen  können.  Wäre  P irgend  ein  nicht  auf  einer  Axe  des 
KegelschnitLs  liegender  Punkt  und  M der  Mittelpunkt  des  Kegel- 
schnitts, so  würde  dem  Durchmesser  PM  ein  konjugirter  Durch- 
messer zugeliöreii,  der  nicht  zu  ihm  rechtwinklig  wäre,  und  zögen 
wir  durch  P zu  diesem  konjugirten  Durchmesser  eine  Parallele, 
so  hätten  wir  in  P zwei  konjugirte  Strahlen  des  dem  Punkte  P 
zugehörigen  Strahlsystcms;  diese  wären  also  nicht  zu  einander 
reclilwinklig,  folglich  das  Strahlsystem  für  P kein  Kreissystem. 
Wir  haben  mithin  die  Punkte  von  der  verlangten  Eigenschaft  nur 
auf  «len  Axen  zu  suchen  und  zwar  nur  auf  denjenigen  Absclmit- 
ten  der  Axen,  welche  von  keiner  Tangente  getroffen  werden  (in- 
nerhalb des  Kegelschnitts  liegen).  Sei  x ein  beliebig«*!’  Punkt 
einer  Axe  des  KegelschnitLs  und  X seine  Polare,  «lic  s«.*nk- 
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recht  auf  der  Axe  sicht  in  dann  wird  das  ganze  dein  l^lnkle 
a:  zugeliörige  Slrahlsyslein  in  folgender  Weise  erhalten:  Wir 
zielicn  einen  heliehigen  Strahl  Z durch  cc,  welcher  in  y die  Po- 
lare X trelTe,  und  bestimmen  den  Pol  z von  Z,  welcher  nothwendig 
auf  X liegt;  wfihrend  sich  Z bewegt,  wird  sich  auch  xz  = Y 
verändern  und  YZ  sind  immer  ein  Paar  konjugirle  Strahlen  des 
dem  Punkte  x zugehörigen  Slrahlsystems  (§  30);  y iiinl  z sind 
gleichzeitig  ein  Paar  konjugirtc  Punkte  des  der  Geraden  X zu- 
gehörigen Punktsystems,  dessen  Mittelpunkt  oirenhar  u ist  (Fig.  50); 


der  Strahl  xu  und  die  auf  ihm  Senkrechte  durch  x sind  die 
A.xen  des  Slrahlsystems  für  den  Punkt  x\  wenn  nun  die  beiden 
konjugirlen  Strahlen  }'  und  Z auch  zu  einander  rechtwinklig 
wären,  so  liälte  das  Strahlsystem  für  x zwei  l'aar  Axen  und 
wäre  mithin  ein  Kreissyslem  {%  17).  Dies  ist  aber  für  einen 
beliebig  auf  der  Axe  angenommenen  Punkt  x nicht  der  Fall  und 
wir  werden  solche  Punkte  aufzusuchen  haben,  welche  diese  Figen- 
.schaft  darbieten.  Verfolgen  wir  das  dem  Punkte  x zugehörige 
Slrahlsystem  und  das  mit  ilim  perspektivisch  liegende  der  F*olare 
X zugehörige  Punktsystem  (y,  2),  so  ist,  weil  u der  Mittelpunkt 
desselben : 

uy  . uz  const. 

In  dem  Dreieck  xyz  ist  xti  eine  Höhe,  die  beiden  andern  Höhen 
yif  und  ztv  schneiden  sich  daher  in  einem  Punkte  ^ der  er.steren, 


19() 


Zweiter  Abschnitt 


<1.  li.  der  Axe  des  Kegelschnitts,  und  wir  haben  wegen  der  Aehn- 
lichkcit  der  Dreiecke: 

yu  . uz  = ul . HX  = const., 

t’ulglich  wird,  wie  wir  auch  das  Punktenpaar  y,  z auf  der  Polare 
verändern,  der  Ilöhenpiinkt  | des  Tripel-Dreiecks  xyz  unverän- 
dert bleiben;  also  haben  wir  den  Satz  gefunden: 

Irgend  ein  fester  Punkt  x einer  Axe  des  Kegel- 
schnitts kann  als  ein  Eckpunkt  von  unendlich  vielen 
Tripeln  in  Dezug  auf  den  Kegelschnitt  angesehen  wer- 
den, dessen  beide  andern  Eckpunk te  yr  auf  der  Polare 
X von  X sich  bewegen;  der  Hohen p unkt  di eser  sämmt- 
lichen  Triplil- Dreie cke  xyz  ist  ein  und  derselbe  feste 
Punkt  I und  liegt  ebenfalls  auf  der  Axe  des  Kegel- 
schnitts, auf  welcher  x angenommen  ist. 

Da  ferner  die  Punkte  v und  w,  die  Fusspunkte  der  beiden 
aus  y und  z gelTdlten  Höhen,  die  Eigenschaft  besitzen,  dass  vx 
und  vy  konjugirle  Strahlen  sind,  ebenso  7vx  und  wz  und  zu- 
gleich rechtwinklig  auf  einander  stehen,  so  folgt,  dass  es  die  Axen 
der  den  Punkten  » und  in  Dezug  auf  den  Kegelschnitt  zuge- 
hörigen Strahlsysteme  sind.  Die  Punkte  x und  | besitzen  also 
die  Eigenschaft,  dass  für  jeden  Punkt  P des  über  xl  als  Durch- 
messer beschriebenen  Kreises  die  Strahlen  Px  und  Pl  die  Axen 
des  dem  Punkte  P in  Dezug  auf  den  Kegelschnitt  zugehörigen 
Strahlsystenis  sind.  Gehl  insbesondere  durch  x (oder  ^)-eine 
Tangente  des  Kegelschiiills,  deren  Pol  <ler  Derührungspunkt  Po 
ist,  so  muss  P„|  (oder  Pox)  senkrecht  auf  der  Tangente  stehen, 
d.  h.  die  Normale  in  P„  sein;  die  Punkte  x und  I besitzen  also 
auch  die  Eigenschaft,  dass  sie  die  Durchschnittpunkte  von  Tan- 
gente und  Norinah^  eines  gewissen  Kegelschnittspunktes  mit  der 
in  Delrachl  gezogenen  Axe  sind,  natürlich  auch  des  andern  zu 
der  Axe  symmetrisch  liegenden  Kegelschnittpunktes. 

Verändern  wir  jetzt  den  Punkt  x auf  der  Axe  des  Kegel- 
schnitts, so  verändert  sich  mit  ihm  auch  |.  Wenn  nun  einmal 
das  dem  Punkte  x ziigehörige  Slrahlsyslem  ein  Kreissystem  wäre, 
so  müsste  das  Dreieck  yxz  bei  x rechtwinklig  werden,  oder  der 
Höhenpunkt  I müsste  mit  dem  Eckpunkt  x zusammenfallen,  und 
umgekehrt,  wenn  der  Höheiipiinkl  eines  Dreiecks  mit  einem  Eck- 
punkte zusammenfällt,  so  ist  das  Dreieck  rechtwinklig.  Wir  wer- 
den also  zunächst  zu  untersuchen  haben,  wie  sich  der  Punkt  | 
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mit  dein  Punkte  x verändert,  und  dann  nachsehen,  ob  und  \vie 
oft  es  vorkonimt,  dass  x und  l.ziisanimcnfallen ; diejenigen  Punkte, 
bei  denen  dies  einlritt,  sind  von  der  gesuchten  Pescban'enheil, 
dass  das  ihnen  zugehörige  Strahlsysteni  ein  Kreissysteni  wird* 
Pm  zu  dem  Punkte  x den  Punkt  ^ zu  finden,  haben  wir  nur 
nöthig,  einem  beliebigen  Strahl  Z durch  x zu  ziehen  und  aus 
dem  Pol  z ein  Perpendikel  au(  Z zu  fällen,  welches  die  Axe  in 
I trifft.  Der  durch  x gezogene  Strahl  Z ist  übrigens  willkühr- 
lich;  halten  wir  der  Einfachheit  wegen,  indem  wir  x fortrücken, 
die  Richtung  von  Z fest,  d.  h.  las.sen  es  beständig  sich  parallel 
bleiben,  so  wird  der  l*ol  z auf  dem  zu  dieser  Richtung  konju- 
girten  Durchmesser  Mz  sich  bewegen,  die  Senkrechte  Z7v  bleibt 

auch  sich  parallel , al.so  das  Verhältniss  ^ = const.  Die  Polare 

X von  X bleibt  auch  beständig  sich  parallel,  folglich  auch  das 


Verhältniss  ~ konstant,  mithin  auch  = const.  Nun  sind  aber 

Jn  z M % 


X und  u konjugirte  Punkte  des  der  Axe  zugehörigen  Punktsystems, 
dessen  Mittelpunkt  M ist,  daher: 


Mx  . Mu  — const.  (=  oder  h'^) 


und  es  ergiebt  sich  hieraus,  dass  auch  das  Rechteck  Mx  . 
constant  bleibt: 

Mx  .Ml  = const. 

oder,  was  dasselbe  sagt,  dass  die  Punkte  x und  | konjugirte 
Punkte  eines  neuen  auf  der  Axe  befindlichen  Punktsystems  sind, 
dessen  Asymptotenpunkte,  wenn  es  hyperbolisch  ist,  die  gesuch- 
ten Punkte  sind,  deren  dem  Kegelschnitt  zugehöriges  Strahl- 
system ein  Kreissysteni  wird.  Es  giebt  also  im  Allgemeinen  auf 
jeder  der  beiden  Axen  zwei  solche  Punkte  und  es  bleibt  nur 
noch  zu  untersuchen,  ob  dieselben  reell  vorhanden,  d.  h.  die  in 
der  angegebenen  Weise  auf  den  Axen  des  Kegelschnitts  konstruir- 
ten  beiden  neuen  Ihinktsysteme  hyperbolisch  oder  elliptisch  sind. 

Da  der  Mittelpunkt  des  Kegelschnitts  M auch  für  diese  beiden 

* 

neuen  Punktsysteme  Mittelpunkt  ist,  so  ist  nur  zu  untersuchen, 
ob  ein  solches  auf  einer  der  Axen  befindliches  Punktenpaar  x,  I 
durch  M getrennt  wird,  oder  nicht;  im  ersten  Falle  wird  das 
Punktsystem  elliptisch,  im  zweiten  hyperbolisch  sein.  Um  aber 
ein  Punkteupaar  x,  | zu  erhalten,  haben  wir  nach  dem  Vorigen 
nur  nöthig,  in  irgend  einem  in  der  Ebene  des  Kegelscbnitts  ge- 
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wählten  Punkte  P die  Axen  des  Strahlsystems  zu  hestiinmen, 
welches  dem  P zugeliört;  diese  Axen  trelTen  eine  Kegelschnitt- 
axe  in  zwei  Punkten  x,  ^ des  neuen  Punktsystems  auf  ihr;  denn 
lassen  wir  umgekehrt  die  Punkte  x,  ^ das  ganze  neue  Punkt' 
System  durchlaufen  und  beschreiben  jedesmal  über  als  Durch- 
messer einen  Kreis,  dessen  Punkte  P die  oben  hervorgeludjene 
Kigenschafl  besitzen,  so  erhalten  wir  eine  Kreisschaar,  welche 
die  ganze  Ehene  stelig  erfüllt’,  und  durch  jeden  beliebigen 
Ihinkl  P der  Ebene  giebt  es  nur  einen  Kreis  der  Schaar.  Wir 
schliessen  hieraus  beiläufig  folgenden  Satz: 

Denkt  man  sich  in  s ä m m 1 1 i c h e n Punkte n der  E b e n e 
die  Axen  der  ihnen  in  De  zu  g auf  den  Kegelschnitt  zu- 
g e h ö r i g e n S t r a h ^s  y s t e m e e r in  i 1 1 e 1 1 , s o schneidet  jedes 
Axenpaar  die  eine’  (oder  andere)  Axe  des  Kegelschnitts 
in  zwei  Punkten  x,  |,  deren  Gesammtheit  ein  Punkt- 
system auf  dieser  Axe  konstituirt,  von  welchem  x,  ^ 
allemal  ein  Paar  konjugirte  Punkte  sind. 

Hieraus  folgt  nothwendig,  dass  die  in  dieser  Weise  auf 
heiden  Axen  erhaltenen  neuen  Punktsysteme  verschiedener  Natur 
sein  müssen,  nämlich  das  eine  hyperbolisch  und  das  andere 
elliptisch.  Denn  wenn  die  Schenkel  eines  rechten  Winkels  P die 
Schenkel  eines  andern  rechten  Winkels  M in  zwei  Punklenpaaren 
X,  ^ und  durchbohren,  so  können  nicht  auf  den  Schenkeln 
des  letzteren  1)  gleichzeitig  x,  § durch  M getrennt  werden  und 
auch  ebenso  wenig  können  2)  gleichzeitig  a;  und  | auf  der- 

selhen  Seite  von  M in  dem  einen  Schenkel  liegen  und  auch  x^ 
und  auf  derselben  Seite  von  iM  in  dem  andern  Schenkel,  son- 
dern es  müssen  8)  wenn  x^  ilurch  A/ getrennt  werden,  x^  und 
auf  derselhen  Seite  von  A/  liegen,  oder  4)  wenn  x und  ^ auf 
derselben  Seite  von  A/  liegen,  x^  und  durch  M getrennt  wer- 
den. Dies  lehrt  die  unmittelbare  Anschauung;  folglich  muss  das 
neue  Punktsystem  auf  der  einen  Kegelschnittaxe  elliptisch,  auf 
der  andern  hyperbolisch  sein;  bei  dem  letzteren  existiren  nur 
zwei  reelle  Asymptotenpunkle  und  wir  erhalten  daher  als  Antwort 
auf  die  vorgelegte  h’rage  folgenden  Satz: 

Es  g i e b t n u r z w e i r e e 1 1 e P u n k t e in  d e r E b e n e e i n e s 
Kegelschnitts,  für  welche  das  ihm  zugehörige  Strahl- 
system ein  Kreissystem  wird;  diese  liegen  auf  einer  der 
beiden  Axen  d es  K eg clschn itts  gleich  weit  vomMittel- 
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punkte  nach  beiden  Seiten  hin  abstellend;  sie  heissen 
die  „Brennpunkte“  des  Kegelschnitts. 

Wir  gelangen  nach  dem  Vorigen  zu  den  Brennpunkten  auch 
durch  folgende  Konstruktion: 

Tangente  und  Normale  in  srimmtlichen  Punkten 
eines  Kegelschnitts  troffen  sowohl  die  eine,  als  auch 
.die  andere  Axe  desselben  in  Punktenpaaren  x, 
welche  auf  jeder  ein  Punktsystem  koiistituiren,  von 
dem  X und  ^ immer  ein  Paar  konjugirte  Punkte  sind, 
und  welches  den  Mittelpunkt  des  Kegelschnitts  zu- 
gleich zu  seinem  Mittelpunkte  hat;  von  diesen  beiden 
Punktsystemen  ist  das  eine  elliptisch,  das  andere 
hyperbolisch;  die  Asymptotenpunkte  des  letzteren 
sind  die  Brennpunkte  des  Kegelschnitts,  d.  h.  die  ein- 
zigen reellen  Punkte  in  der  Ebene  desselben,  welche 
die  Eigenschaft  besitzen,  dass  das  ihnen  in  Bezug  auf 
den  Kegelj|chnitt  zugehörige  Strahlsystein  ein  Kreis- 
system ist. 

Suchen  wir  nun  nfdier  bei  den  drei  Gattungen  von  Kegel- 
schnitten die  Lage  der  Brennpunkte  zu  ermitteln,  .«?o  zeigt  sich 
zunächst  bei  der  Parabel,  deren  Mittelpunkt  im  Unendlichen  liegt, 
das  äusserst  einfache  Verhallen,  dass  das  Punktsystem  [x,  auf 
der  Axe  der  l*arabel  ein  hyperbolisch-gleichseitiges  wird,  also  der 
eine  .4syniptotenpnnkt  desselben  mit  dem  Mitlelpimkle  im  Unend- 
lichen liegt  und  nur  der  andere  Asymptotenpunkt  im  Endlichen 
bleibt;  d.  h.  die  Parabel  hat  nur  eiueii  (endlichen)  Brennpunkt, 
nämlich: 

Tangente  und  Normale  in  sämmtiicheii  FMiukten  der 
Parabel  treffen  die  Axe  derselben  in  je  zwei  Punkten 
.r|,  deren  Abstand  durch  ein  und  denselben  festen 
IMinkt,  den  Brennpunkt  der  Parabel  halbirt  wird. 

Der  zweite  Brennpunkt  der  Parabel  liegt  im  Unendlichen  mit 
dem  Mittelpunkt  und  dem  unendlich-entfeniten  Parabelpunkt  ver- 
einigt; die  zweite  Axe  der  Parabel  ist  die  unendlich -entfernle 
Gerade  selbst;  das  auf  ihr  hervorgerufene  Punktsystem  (.r,  |)  ist 
elliptisch. 

Um  bei  Ellipse  und  Hyperbel  die  J..age  der  Brennpunkte  zu 
bestimmen,  denken  wir  uns  in  irgend  einem  Kegelschnittpunkte 
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2(M) 

A die  Tangenlc  und  Norniidc,  wtdclie  die  eine  Kegelsclinillsaxe 
in  X nnd  die  andere  in  x^  und  Irellen  mögen  (Fig.  51). 

Liegen  nun  x und  | auf  derselben 
Seile  von  M,  so  müssen  a;’  und 
durch  M getrennt  werden ; es  wird 
also  tJas  Punktsystem  {x,  |)  auf 
der  Axe  Mx  l)y|ierbolisch  sein  und 
. die  Asymplolenpunkte  desselben 
F und  oder  tlie  Brennjjunkle 
d(*s  KegelschnilLs  werden  auf  die- 
ser Axe  liegen,  \\<"dirend  das  Punkt- 
system (o;L  auf  der  andern  Axe 
elliptisch  ist.  llezeiclmen  wir  den 
Absland  der  beiden  Preiinpunkle  FFi  = 2 c,  also  MF  = c, 
so  isl: 

Mx  . M^  = c'^; 

2 c heisst  die  Fxceiilricilät  des  KegelscbnitL«  uud  lässt  sich 
leicht  ausdrücken  durch  die  Längen  der  Axen  dessemen.  Fällen 
wir  nämlich  von  A die  IVrpeudikel  Ap  und  Ap^  auf  die  Axen, 
so  sind  p X und  yd  a;*  zwei  Paare  konjugirter  Punkte  der  den 
Axen  in  Bezug  anf  <len  Keg<dschnill  zugehörigen  Punklsysteine; 
diese  sind  bei  der  Kllipse  beide  hyperbolisch,  bei  der  Hyperbel 
isl  eines  hypej*bolisch,  das  andere  elliptisch;  sei  das  hyperholische 
auf  der  Axe  il/a'  belindlich,  so  haben  wir  sowohl  für  Lllipse,  als 
auch  für  Hyperbel 

Mp  . Mx  = (i^ , 

da  /y  und  x aid’  derselben  Seile  von  M liegen  müssen;  dagegen 

M p^  . il/.r’  = für  die  Kllipse 
und  M p^  . Mx^  = — für  die  Hyperbel, 

weil  im  erslen  Falle  p^  und  a’  auf  derselben  Seile  von  M liegen 
(wie  in  der  Figur  51,  die  also  den  Fall  der  Kllij)se  vorausselzl), 
im  zweifen  Falle  dagegen  und  a’  durch  M gelrennl  werden. 
Nun  zeigt  die  Aehidichkeit  der  Dreiecke: 

M x ^ ' , M^  M J ' 

Mp  p'x^  Mp 

woraus  einmal,  weil: 

M p^  — .a*  ist, 

Mx  . d/§  = M . M a’  = c‘  folgt. 


(Fig.  51.) 
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und  zweitens 

Mx  . Mp  = Mx^  . 

= Mx^  + Mp^)  also 

Mx^.  Mp  — Mx^  . Mp^  ==  c?. 

W ir  erhallen  also: 

— b'^  für  die  Ellipse 
und  + b‘  für  die  Hyperbel. 

Hieraus  geht  hervor,  dass  die  Hrennpiinkte  der  Ellipse  auf 
der  grosseren  Axe  der  Ellipse  liegen,  weil  d^ — > o, 

also  a > b sein  muss,  und  dass  sie  erhalten  werden,  wenn  wir 
um  einen  der  Schnittpunkte  der  kleineren  Axe  der  Ellipse  mit 
dem  Hadius  « der  grösseren  Halbaxe  einen  Kreis  schlagen,  wel- 
cher die  grössere  Axe  in  den  gesuchten  Hrennpunkten  F und  Fi 
trelTen  wird,  wfihrend  ein  mit  dem  Radius  b der  kleineren  Halb- 
axe um  einen  der  Scheitel  der  ainhu'n  Axe  ge.schlagener  Kreis 
die  letztere  nicht  trelTen  kann.  Für  a = b wird  die  Ellipse  ein 
Kt  eis  und  die  beiden  Rrennpunkte  jener  fallen  mit  dem  Kreis- 
mitlelpunkte  zusammen  (c  = o).  Zweitens  sehen  wir,  dass  bei 
der  Hyperbel  die  Brennpunkte  auf  derjenigen  Axe  liegen,  welche 
dieselbe  in  zwei  reellen  Punkten , ihren  Scheiteln,  trilTt  und  dass 
wir  sie  erhalten,  indem  wir  in  den  Scheiteln  die  Tangenten 
ziehen,  die  Schnittpunkte  derselben  mit  den  Asymptoten  der  Hy- 
perbel be.stimmcn  und  mit  der  Entfernung  eines  dieser  Punkte  von 
M um  den  Mittelpunkt  der  Hyperbel  einen  Kreis  schlagen,  welcher 
die  erste  Axe  in  den  gesuchten  Rreniipunkten  F und  trilH. 
Dass  das  Punktsystem  (a;*,  $’)  auf  derjenigen  Axe  der  Hyperbel, 
welche  dieselbe  nicht  trifU,  elliptisch  sein  muss,  geht  auch  a priori 
daraus  hervor,  dass  diese  ganz  in  das  Bereich  der  Tangenten  der 
Hyperbel  fällt,  also  jedem  ihrer  Punkte  ein  hyperbolisches  Strahl- 
system  zugehörl,  mithin  kein  Kreissyslem  Vorkommen  kann. 

Wir  haben  vorhin  eines  Kreises  erwähnt,  welcher  über  der 
Strecke  .r|  als  Durchmesser  beschrieben  werden  kann;  da  nun 
das  I'unklenpaar  x ^ ein  ganzes  Punktsystem'  durchläuft,  so  bilden 
alle  diese  Kreise  eine  Kreisschaar,  deren  Centrale  eine  Kegel- 
schnittaxe  ist.  Beschreiben  wir  anderseits  auch  über  x^  als 
Durchmesser  einen  Kreis,  so  erhalten  wir  eine  zweite  Kreisschaar, 
welche  die  andere  Kegelschnillaxe  zur  Centrale  hat;  diese  beiden 
Kreisschaaren  sind  konjugirte  Kreisschaaren,  d.  h.  jeder 
Kreis  der  einen  Schaar  schneidet  jeden  <ler  andern  rechtwinklig. 
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denn  diejenigen  beiden  Kreise,  welche  (Fig.  51)  fiber  und 
als  Durchmesser  beschrieben  werden,  haben  den  Punkt  J gemein 
und  die  von  den  MitteljHJnkten  dieser  beiden  Kreise  nach  A bin 
gellenden  Radien  stehen  olTenbar  senkrecht  auf  einander.  Jede 
dieser  beiden  Kreisscliaarcn  hat  die  Centrale  der  andern  zur 
Potenzlinie*)  (gemeinscbaftlicben  Sekante),  und  zwar  die  eine  eine 
ideelle,  die  andere  eine  reelle  gemeinscbartlicbe  Sekante,  d.  h. 
die  Kreise  der  einen  Schaar  {x,  |)  tnilTen  die  Potenzlinie  nicht, 
die  Kreise  der  andern  Schaar  (a:'^')  gehen  sämmtlich  durch  die- 
selben beiden  festen  Punkte  F und  , welches  die  „ Crenz- 
punkte“  der  ersten  Kreisschaar  sind,  und  haben  also  F F^  zur 
reellen  gemeinschartliclien  Sekanti*.  niernach  können  wir  den 
Salz  aussprechen: 

Die  beiden  Brenn  punkte  eines  Kegelschnitts  und 
die  Schnittpunkte  von  Tangente  und  Normale  in  ir- 
gend einem  Kegelschnitlpunkte  mit  derjenigen  Axe, 
auf  welcher  die  Brennpunkte  nicjit  liegen,  befinden 
sieb  allemal  auf  einem  Kreise;  woraus  denn  auch  eine  Kon- 
struktion der  Brennpunkte  sich  ergiebl.  Bei  der  Parabel  geht 
die  eine  der  beiden  konjugirlen  Kreisschaaren  in  eine  Schaar 
concentrischer  Kreise  fiber  und  die  andere  Kreisschaar  zerfällt. 

Anmerkung.  Wir  können  in  gewissem  Sinne  von  drei 
Axen  eines  Kegelschnitts  sprechen,  indem  wir  zu  den  beiden 
eigentlichen  Axen  die  unendlich-entfernte  Gerade  hiiizufügeri 
.und  also  das  Tripel  koiijugirter  Strahlen,  deren  zwei  die  eigent- 
licheri  Axen  des  Kegelschnitts  sind,  vervollständigen;  dann  würde 
also  der  Kegelschnitt  drei  Mittelpunkte  haben,  von  denen  zwei 
im  Uneiidiicheii  liegen  und  sechs  Brennpunkte,  nämlich  die  Dop- 
pelpunkte der  drei  Punktsysteme  (a,  ^)  auf  den  drei  Axen;  von 
diesen  Punklsystenieii , welche  entstehen  durch  die  Schnittpunkte 
(a%  ^)  sämmtlicher  Axenpaare  aller  dem  Kegelschnitt  zugehörigen 
Strahlsysteme  in  der  Ebene,  sind  aber  immer  zwei  elliptisch  und 
nur  eines  hyperbolisch,  also  von  den  sechs  Brennpunkten  nur 
zwei  reell.  Wir  erwähnen  diese  Auffassung,  weil  sie  bei  manchen 
geometrischen  Untersuchungen  zur  Aufklärung  von  Paradoxen  dient, 
die  sonst  nicht  erklärt  werden  können.  Beim  sphärischen  Kegel- 


*)  Siehe  Steiner;  Einige  geometrische  Betrachtungen,  C re  Ile’« 
Journal  für  reine  und  angewandte  Mathematik.,  Bd.  IS.  161  ft*. 
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sclinitt  z.  n.  treten  diese  drei  .\xen , weil  das  Operationsfeld  der 
Kugel  keine  unendlich -entfernten  Punkte  besitzt,  ganz  bestimmt 
hervor.  — Wir  können  uns  auch  auf  der  unendlich -entfernten 
Geraden  ein  Punktsystem  denken,  welches  ihr  in  Bezug  auf  den 
Kegelschnitt  zugehört;  dies  wird  bestimmt  durch  das  dem  Mittel- 
punkte des  KegelschnitUs  zugehörige  Strahlsyst^m  (der  konjiigirten 
Durchmesser)  und  ist  elliptisch,  wenn  der  Kegelschnitt  Kllipse, 
hyperbolisch,  wenn  er  Hyperbel  ist,  wo  dann  die  Asymptoten  des 
Kegelschnitts  durch  die  Asymptotenpunkte  jenes  Punktsystems  auf 

gehen.  Da  insbesondere  beim  Kreise  das  System  der  konju- 
girten  Durchmesser  ein  Kreissystem  ist,  d.  h.  aus  lauter  Paaren 
rechtwinkliger  Strahlen  besteht,  so  wird  für  jeden  Kreis  in  der 
Ebene  auf  dasselbe  Punktsystem  bestimmt;  da  nun  die 
Asymptotenpunkte  dieses  Punktsystems  immer  die  Schnittpunkte 
der  G^  mit  dem  Kegelschnitt  sind,  so  können  wir  in  gewissem 
Sinne  sagen:  Alle  Kreise  der  Ebene  gehen  durch  die- 
selben beiden  imaginären  Punkte  der  u neu  dl  ich -ent- 
fernten Geraden,  d.  h.  für  uns  nichts  anderes  als:  Das  der 
unendlich -entfernten  Geraden  für  alle  Kreise  der  Ebene  zuge- 
hörige Punktsystem  ist  identisch  dasselbe,  elli|»tische.  Die  bei- 
den imaginären  Kreispunkte  auf  der  un  endlich -ent- 
fernten Geraden  werden  in  neuerer  Zeit  häutig  bei  geometri- 
schen Untersuchungen  benutzt  un<l  gewähren  auch  bei  analytischer 
Behandlung  einen  wesentlichen  Nutzen;  sie  sind  aufzufassen  als 
die  imaginären  Asymptotenpunkte  des  ein  für  alle  Mal  fest  be- 
stimmten Punktsystems  auf  der  unendlich  - entfernten  Geraden, 
welches  von  allen  unendlich -entfernten  Punktenpaaren  gebildet 
wird,  die  in  je  zwei- zu  einander  rechtwinkligen  Richtungen  lie- 
gen. Nach  der  obigen  Erweiterung  sind  also  die  beiden  imagi- 
nären Kreispunkte  auf  der  unendlich -entfernten  Geraden  als  ein 
Paar  imaginäre  Brennpunkte  für  jeden  beliebigen  Kegelschnitt  in 
der  Ebene  aufzufassen. 

36.  Einige  Eigenschaften  der  Kegelschnitte,  welche 
sich  auf  ihre  Brennpunkte  beziehen. 

Die  eigenthümliche  Besebatfeuheit  der  Brennpunkte  führt  zu 
sehr  einfachen  Eigenschaften  der  Kegelschnitte,  welche  zu  den 
ältesten  und  bekanntesten  gehören.  Wir  wollen  die  hauptsäch- 
lichsten derselben  hier  nur  kurz  aus  unserer  Detinition  der  Brenn- 
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]HinkU;  Hbleiten.  Da  das  iNinktsyslein  (x,  ^),  dessen  Asymptoten- 
punkte  die  Drennpunkte  FF^  des  Kegelschnitts  sind,  durch  Tan- 
gente und  Normale  sämmtlicher  Kegelschnittpunkte  P auf  der 
Axe,  welche  die  Hrcnnpunkle  enthrdt,  fixirt  wird,  so  hilden  die 
Tangente  und  Normale  irgend  eines  Punktes  P des  Kegelschnitts 
und  die  beiden  Strahlen  PF,  PF^  nach  den  Brennpunkten  hin 
vier  harmonische  Strahlen,  und  da  Tangente  und  Normale  als 
zugeordnete  Strahlen  auf  einander  senkrecht  stehen,  so  halbiren 
sie  (§  8)  die  Winkel  zwischen  den  Strahlen  PF  und  PF^,  also 
erhalten  wir  den  Satz: 

Die  Tangente  (iiikI  Normale)  in  jedem  Punkte  des 
Kegelschnitts  bildet  gleiche  Winkel  mit  den  beiden 
Strahlen,  welche  von  diesem  Punkte  nach  den  Brenn- 
punkten des  Kegelschnitts  gehen. 

Hieraus  erklärt  sich  (wenigstens  für  Ellipse  und  Parabel)  der 
Name  Brennpunkte,  indem  nach  dem  bekannten  Reilexionsgesetz 
die  von  einem  Brennpunkte  des  Kegelschnitts  ausgehenden  Strah- 
len, welche  an  der  Peripherie  des  Kegelschnitts  reflektirt  wer- 
den, in  dem  andern  sich  wieder  vereinigen.  Bei  der  Parabel 
werden  alle  von  dem  (endlichen)  Brennpunkte  ausgehende  Strahlen 
durch  dieselbe  parallel  zur  Axe  reflektirt,  weil  der  zweite  Brenn- 
punkt im  Unendlichen  liegt.  Ueberhaupt  gestalten  sich  die  Eokai- 
eigenschaften  hei  der  Parabel  am  einfachsten  und  wir  wollen  sie 
daher  zuerst  kurz  ahleiten.  Das  dem  Brennpunkte  zugehörige 
Strahlsyslem  der  Parabel  ist  ein  Kreissystem;  bestimmen  wir 
die  Polare  des  Brennpunktes,  welche  Leitlinie  (Direktrix)  der 
Parabel  heisst  und  um  ein  gleiches  Stück,  wie  der  Brennpunkt 
von  dem  Scheitel  der  Parabel  nach  entgegengesetzter  Seite  hin 
ahsteht  (weil  das  der  Axe  zugehörige  Punktsystem  auch  ein  hyper- 
bolisch-gleichseitiges ist),  ausserdem  in  diesem  Punkte  senkrecht 
auf  der  Axe  steht,  so  wird  die  Verbindungslinie  irgend  eines 
Punktes  R der  Leitlinie  mit  dem  Brennpunkt  F senkrecht  stehen 
auf  der  durch  F gehenden  Polare  von  R\  diese  schneidet  aber 
die  Parabel  in  zwei  reellen  Punkten  P und  weil  der  Brenn- 
punkt F innerhalb  der  Parabel  liegt,  und  RP  und  RP^  sind  die 
Tangenten  in  diesen  Parabelpunkten.  Ziehen  wir  durch  P eine 
Parallele  zur  Axe  und  schneidet  dieselbe  die  Leitlinie  in  Q 
(Fig,  52),  so  halbirt  nach  dem  Vorigen  die  Tangente  PR  den 
Winkel  FPQ\  PQ  steht  aber  senkrecht  auf  der  Leitlinie  L,  folg- 
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lieh  sind  die  beiden  Dreiecke  R P Q und  R P F,  weil  .*<ie  alle 
Winkel  gleich  haben  und  eine  Seite  RP  gemeinschaftlich,  kon- 
gruent; mithin  ist  PF  = PQ; 
dasselbe  gilt  vom  Punkte  P^  und 
überhaupt  von  allen  Punkten  der 
Parabel,  da  wir  R auf  der  Leit- 
linie fortrücken  können.  Hieraus 
ergiebt  sich  die  bekannte  Knt- 
stehungsweise  der  Parabel: 

Alle  Punkte  der  Ebene, 
welche  von  einem  festen 
Punkte  F und  einer  festen 
Geraden  L gleich  weit  ab- 
stehen. liegen  auf  einer  Pa. 
rabel,  welche  TJ’ zum  Brenn- 
punkt und  L zur  Leitlinie 
hat. 

Da  ferner  RF  = RQ  = R und  FQ  senkrecht  auf  RP 
steht  und  durch  diese  Gerade  halbirt  wird  in  p,  wie  aus  der  Figur 
hervorgeht,  so  wird  bei  der  Bewegung  von  R,  weil  Q auf  der 
festen  Geraden  L sich  bewegt  und  immer  Fp  = ^FQ  ist,  der 
Punkt  p sich  auf  einer  mit  L parallelen  Geraden,  welche  den 
Abstand  des  Breniijuinktes  F von  L halbirt,  fortbewegen;  diese 
Gerade  ist  die  Tangente  im  Scheitel  S der  Parabel  und  p der 
Fusspunkt  eines  vom  Brennpunkte  auf  eine  beliebige  Tangente 
gefällten  Perpendikels,  also: 

Die  Fusspunkte  der  aus  dem  Brennpunktauf  sämmt- 
liche  Tangenten  der  Parabel  gefällten  Perpendikel 
liegen  auf  einer  Geraden,  der  Tangente  im  Scheitel, 
oder: 

Wenn  ein  rechter  Winkel  sich  so  in  der  Ebene  be- 
wegt, dass  sein  Scheitel  auf  einer  festen  Geraden  fort- 
rückt und  der  eine  Schenkel  durch  einen  festen  Punkt 
läuft,  so  umhüllt  der  andere  Schenkel  eine  Para  hei. 

Hieraus  ergeben  sich  einfache  Konstruktionen  der  Punkte  und 
Tangenten  der  Parabel,  sobald  dieselbe  durch  Brennpunkt  und 
Leitlinie  gegeben  i.st,  auf  deren  Aiisfrihrimg  wir  hier  nicht  ein- 
gehen  wollen. 


(Fig.  52.) 
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Da  ferner  /.  = /_  PRF  und  ebenso  L O^RP^  = 

l_P^  RF  und  in  gerader  Linie  liegen,  so  ist  L PR  P^  = 90®, 

also  die  Leitlinie  der  Parabel  ist  der  Ort  des  Schnitt- 
punktes aller  rechtwinkligen  Tangentenpaare  dersel- 
ben ('S  34). 

Die  Konstruktion  des  Tangentenpaares  aus  einem  beliebigen 
Punkte  0 an  die  Paraboi  ergiebt  sich  leicht  aus  dem  Vorigen, 
weil  irgend  ein  Punkt  einer  Tangente  gleich  weit  abstebt  vom 
Drennpiinkte  wie  vom  Fusspunkte  des  aus  dem  Rerübrungspunkte 
auf  die  Leitlinie  herabgelassenen  Perpendikels;  ein  um  0 mit  der 
Kiitfernung  OF  geschlagener  Kreis  trifft  mithin  die  Leitlinie  im 
Allgemeinen  in  zwei  Punkten  Q und  und  die  beiden  Perpen- 
dikel aus  0 auf  die  Geraden  Q F und  ()’  F sind  also  die  Tangen- 
ten ans  0 an  die  Parabel.  Die  mannicbfacben  Folgerungen  hier- 
aus und  die  Eigenschaften  der  Parabel,  welche  sich  aus  der 
(ileichbeit  der  in  der  Figur  auftretenden  Winkel  ergeben,  wollen 
wir  hier  gleichfalls  übergehen,  zumal  die  wesentlichsten,  bei 
Ellipse  und  Hyperbel  ganz  gleich  lautenden  dort  noch  kurz  ange- 
führt werden  sollen;  es  liegt  überhaupt  nicht  in  unserer  Absicht, 
diesen  ganz  elementaren  Weg  für  die  Ableitung  der  Eigenschaf- 
ten der  Kegelschnitte  weiter  zu  verfolgen,  sondern  nur  die  Brücke 
herzustellen,  welche  von  den  allgemeinsten  Eigenschaften  des 
Kegelschnitts  aus  zu  diesen  besonderen  liinüberführt. 

Seien  F und  F,  die  beiden  Brennpunkte  eines  Kegelschnilts 
(Ellipse  oder  Hyperbel)  und  P irgend  ein  Punkt  desselben,  so 
müssen,  wie  wir  gesehen  haben,  die  Tangente  und  ISormale  in  P 
die  Winkel  zwischen  den  Radien- Vektoren  nach  den  Brennpunk- 
len  hin  PF  und  PF^  halbiren;  es  bleibt  aber  zweifelhaft,  welche 
von  den  beiden  Halbirungslinien  Tangente  und  welche  Normale 
ist.  Diese  beiden  Halbirungslinien  unterscheiden  sich  wegen  der 
bekannten  Eigenschaft  von  vier  harmonischen  Strahlen  dadurch 
von  einander,  dass  die  eine  zwischen  F und  F,  hindurchgehl, 
die  andere  beide  Brennpunkte  auf  derselben  Seite  von  sich  hat. 
Fassen  wir  denjenigen  Halbirungsstrahl,  welcher  zwischen  F und 
F,  hindnrehgeht,  als  Tangente  auf,  den  andern  als  Normale,  so 
ist  der  Kegelschnitt  nothwendig  Hyperbel,  weil  jede  Tangente  der 
Hy|)erbel  di<?  reelle  Axe  zwischen  ihren  beiden  Scheiteln  IrilTl, 
mithin  a fortiori  auch  zwischen  den  Brennpunkten;  im  andern 
Falle  ist  der  Kegelschnitt  nothwendig  Ellipse,  weil  jede  Tangenle 
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derselben  die  Axe  ausserhalb  ihrer  beiden  Scheitel  trifft,  mithin 
a fortiori  auch  ausserhalh  der  beiden  Brennpunkte,  ln  dem 
einen,  wie  im  andern  Falle  ist  der  Kegelschnitt  vollständig  und 
eindeutig  hestimmt,  wie  wir  sogleich  sehen  werden;  also: 

Es  giebt  zw  ei  Kegelschnitte,  welche  durch  einen  ge- 
gebenen Punkt  gehen  und  dieselben  gegebenen  Brenn- 
punkte haben;  diese  beiden  K(‘gclschnitte  schneiden 
sich  rechtwinklig  in  dem  gegebenen  Punkte  und  der  eine  ist 
Hyperbel,  der  andere  Ellipse  (oder  beide  Parabeln,  wenn  ein 
Brennpunkt  im  Unendlichen  liegt),  woraus  wir  allgemein  schliessen: 
Alle  Kegelschnitte,  welche  dieselben  Brennpunkte 
haben  (kon fokal  sind),  schneiden  sich  in  denjenigen 
Punkten,  in  welchen  sie  sich  treffen,  rechtwinklig. 

Wir  wollen  nun  in  Fig.  53a  und  Fig.  53b  die  beiden  Fälle 
der  Ellipse  und  Hyperbel  von 
einander  trennen.  In  der  er- 
sten Figur  ist  also  die  Hal- 
birungslinie  des  Winkels  jPPF’,, 
welche  zwischen  F hin- 
«lurchgeht,  die  Normale,  die 
Halbirungslinie  des  Nebenwin- 
kels die  Tangente  der  Ellipse. 

Fällen  wir  von  F ein  Perpen- 
dikel FQ  auf  die  Tangente, 
welches  in  R den  Strahl  PF^ 
trifft,  so  ist  PF=  PR  we- 
gen der  Kongruenz  der  Drei- 
ecke PFQ  und  PRQ;  jeder 
Punkt  der  Tangeijte  steht 
gleich  weit  von  F und  R ab. 

Nehmen  wir  einen  beliebigen 
Punkt  0 der  Tangente,  so  ist 
die  andere  durch  ihn  gehende 
Tangente  vollkommen  be- 
slimmt,  denn  das  dem  Punkte 
0 zugehörige  Strahlsystem  in 
Bezug  auf  den  Kegelschnitt  hat  zu  seinen  Asymptoten  das  Tangenten- 
paar aus  0,  die  Axen  dieses  Strahlsysiems  sind  aber  die  Halhirungs- 
iinien  der  Winkel  zwischen  den  Tangenten  und  diese  Axeii  (reffen. 


(Fig.  .03  .1.)  Ellipse. 
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wie  wir  allgemein  eingesehen  haben,  immer  in  einem  solchen 
Punktenpaar  (j:,  |)  die  Kegelsclniittsaxe,  welches  mit  den  Brenn- 
punkten FF^  harmonisch  liegt;  folglich  sind  die  Axen  des  Strahl- 
systems 0 mit  den  beiden  Strahlen  OF  und  OF^  harmonisch  ge- 
legen, und  da  jene  senkrecht  auf  einander  stehen , so  sind  es  die 
Halhirungslinien  der  Winkel  zwischen  den  Strahlen  O/'iind  OF,, 
also:  Die  Halhirungslinien  der  Winkel  des  von  einem 
beliebigen  Punkte  0 an  den  Kegelschnitt  gelegten 
Tangentenpaars  und  die  Halhirungslinien  der  Winkel 
des  von  0 nach  den  Brennpunkten  FF,  hingehenden 
Strahlenpaares  fallen  zusammen.  Stellen  wir  glso  diese 
Halhirungslinien  her,  so  ist  die  andere  durch  0 gehende  Tangente 
unzweideutig  bestimmt;  sie  bildet  denselben  Winkel  mit  OF,, 
wie  die  erste  mit  OF  und  liegt  natürlich  so,  dass  sie  wieder  F 
und  F,  auf  derselben  Seite  von  sich  hat;  um  den  Berührungspunkt 
F‘  auf  ihr  zu  ermitteln,  haben  wir  einen  solchen  Punkt  derselben 
zu  suchen,  dass  F‘F  und  F’F,  gleiche  Winkel  mit  ihr  bilden, 
d,  h.  wir  frdlen  aus  F,  das  Perpendikel  F,  auf  die  Tangente, 
verlängern  es  über  ()'  um  sich  selbst  bis  F’ , ziehen  FF'  und 
suchen  den  Schnittpunkt  F'  der  letzten  Geraden  mit  der  Tangente 
auf,  so  ist  er  offenbar  der  gesuchte  Berührungspunkt.  Verän- 
dern wir  nun  den  willkührlichen  Punkt  0 auf  der  als  gegeben 
angenommenen  ersten  Tangente,  so  erhalten  wir  sämmtliche 
Tangenten  und  sämmtliche  Punkte  derselben  durch  diese  Kon- 
struktion unzweideutig  bestimmt;  also  der  Kegelschnitt  ist 
vollständig  und  eindeutig  bestimmt  durch  seine  beiden 
Brennpunkte  und  eine  Tangente,  was  denn  auch  a priori 
vorauszusehen  war,  weil  jeder  Brenn|uinkt,  dessen  dem  Kegel- 
schnitt zugehöriges  Strablsv  stein  ein  Kreissystem  (also  bekannt) 
ist,  und  zu  seinen  imaginären  Asymptoten  das  Tangentenpaar 
an  den  Kegelschnitt  hat,  die  Stelle  von  zwei  gegebenen  Tangen- 
ten vertritt  und  bekanntlich  fünf  Tangenten  den  Kegelschnitt  ein- 
deutig bestimmen  (§  20). 

Halten  wir  nun  die  erste  als  gegeben  angenommene  Tangente 
fest  und  verändern  den  Punkt  0 auf  ihr,  so  ergeben  sich  viele 
bekannte  Eigenschaften  des  Kegelschnitts;  zunächst  weil  OF=OR 
und  OF,  =OR\  ferner  /.FOF,  z=[^FOR\  sind  die  Dreiecke 
FOF,  und  FOF'  kongruent,  also  FF,  =FF',  d.  h.  weil  RP  = 
FP  lind  F'F'  = F^P^  in  Eig.  53 a,  haben  wir: 
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FP  + FP'  + F^P\ 

wenn  wir  also  den  Punkt  0 auf  der  ersten  Tangente  verändern, 
so  idcibt  die  Summe  der  Radienvektoren  aller  Punkte  der  Ellipse 
(P')  nach  den  beiden  Brennpunkten  liin  konstant;  diese  Summe 
ist  nun,  wenn  der  Ellipsenpunkt  insbesondere  einer  der  Scheitel 
wird,  = 2rt,  der  grösseren  Axe  der  Ellipse,  folglicli: 

Der  Ort  aller  solcher  Punkte  in  der  Ebene,  für 
welche  die  Summe  d er  A bstände  von  zwei  festen  Punk- 
ten F und  F^  denselben  Werth  hat,  ist  eine  Ellipse, 
deren  beitle  Brennpunkte  F und  fj  und  deren  grosse 
Axe  gleich  der  konstanten  Summe  ist. 

Etwas  anders  gestaltet  sich  diese  Eigenschaft  bei  der  Hyper- 
bel (Fig.  531))  wegen  der  Lage  iler  Tangenten,  welche  alle 
zwischen  F und  Pj  hindurchgehen.  Auch  hier  sind  in  gleicher 
Weise  die  Dreiecke  ROF^  und  F 0 kongruent,  folglich 
FR^  = RFi,  d.  h.  hier  P F^  — PF  = P^  F — P^  F^,  also 

P^  F — P’  P,  = consl. 

Der  Ort  aller  derjenigen  Punk le  in  der  Ebene,  für 
welche  die  Differenz  der  Ahslände  von  zwei  festen 
Punkten  F uml  F,  denselben  (absoluten)  Werth  hat, 
ist  eine  Hyperbel,  deren  beide  Brenu))unkte  F und  F^ 
sind  und  deren  reelle  Axe  gleich  der  konstanten  Dif-  • 
ferenz  ist.  Die  beiden  Z\>eige  der  Hyperbel  unterscheiden  sich 
dadurch  von  einander,  dass  für  die  Punkte  de.s  einen  der  Werth 
der  konstanten  DilTerenz  entgegengesetzt  ist  dem  für  die  Punkte 
des  andern  Zweiges. 

Die  konstante  Summe  oder  Differenz  ist  durch  die  Länge 
R F^z=  F R^  =i2a  gegeben;  da  Q die  Mille  von  RF  und  M die 
Mille  von  FF^,  so  ist  A/()  = = a;  (J  und  sind  die 

Fusspunkle  der  aus  den  Brennpunkten  auf  die  Tangenten  herab- 
gelasscnen  Perpendikel;  wir  erhallen  daher  den  für  Ellipse  und 
Hyperbel  gleichlautenden  Satz; 

Die  Fiisspn nk le  der  aus  d en  Brennp unk ten  auf  die 
Tangenten  eines  Kegelschnitts  herabge  lassenen  Per- 
pendikel liegen  auf  einem  Kreise,  welcher  die  grosse 
Axe  der  Ellipse  oder  die  reelle  Axe  der  Hyperbel  zu 
seinem  Durchmesser  hat,  also  den  Kegelschnitt  in 
zweien  seiner  Scheitel  berührt  (Fiisspunktskreis). 

Bei  der  Parabel  gehl  der  Fiisspunktskreis  in  die  Tangente  am 
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Sdioitcl  ührr.  Bei  Ellip.se  uikI  Hyperbel  liefert  diese  Eigenscliaft 
des  Fiisspiiiiklskrcises  ein  bequemes  Mittel  zur  Zeiebnnng  die.^^er 
Ktirveii,  da  sie  sieb  .so  an.sspreeben  lä.sst: 

Bewegt  sich  der  Scheitel  eines  rechten  Winkels 
auf  einem  Kreise  und  läuft  der  eine  Schenkel  dessel- 
ben durch  einen  festen  Punkt,  so  umhüllt  der  andere 
Schenkel  eine  Ellipse  oder  Hyperbel,  je  nachdem  der 
feste  Punkt  innerhalb  oder  ausserhalb  des  Kreises 
liegt,  und  dieser  Punkt  ist  ein  Brennpunkt  des  Kegcl- 
sch  ni  tts. 

Fällen  wir  aus  F,  ein  Perpendikel  auf  die  Tangente  in  P, 
so  liegt  sein  Fusspnnkt,  wie  leicht  zu  erkennen,  auf  demselben 
Kreise  untl  das  Bechteck  aus  diesen  beiden  Perpendikeln  ist  kon- 
stant, weil  es  der  Potenz  des  einen  (oder  andern)  Brennpunktes 
in  Bezug  auf  den  Fusspunklskreis  gleich  ist;  die.se  Potenz  ist  für 
die  Hyperbel  = c*  — positiv,  weil  die  Brennpunkte  ausser- 

halb des  Fnsspunktskreises  liegen,  für  die  Ellipse  c*  — 
negativ,  weil  die  Brennpunkte  innerhalb  des  Fnsspunktskreises 
liegen;  abgesehen  von  der  F.age  können  wir  den  Satz  so  an.s- 
sprechen : 

Das Bechteck  ans  den  Abständen  der  Brennpunkte 
von  einer  Tangente  des  Kegelschnitts  ist  von  kon- 
stantem Inhalt  für  alle  Lagen  der  Tangente. 

Aus  der  Kongruenz  der  Dreiecke  7?OF,  und  FOR^  folgt 
auch  die  ('ileichheit  der  Winkel  ()7?F,  und  OFT?'  oder  OFP 
und  OFF',  d.  h. 

Von  einem  Brennpunkt  des  Kegelschnitts  aus  ge- 
sellen erscheinen  die  Stücke  auf  zwei  Tangenten  von 
ihrem  Schnittpunkt  bis  zu  den  Berührungspunkten 
unter  gleichem  Winkel  (oder  Nebenwinkel),  oder  anders  aus- 
gesprochen: Der  Strahl  von  einem  Brennpunkt  nach  dem  Schnitt- 
|)unkt  eines  Tangentenpaares  ist  immer  ein  Halbirungs.strahl  der 
Winkel  zwischen  den  beiden  von  demselben  Brennpunkte  nach 
den  Berührungspunkten  hingehenden  Strahlen. 

Hieraus  folgt,  wenn  wir  eine  dritte  veränderliche  Tangente 
ilas  feste  Tangentenpaar  durchschneiden  las.sen  und  für  jeden  der 
beiden  Schnittpunkte  den  vorigen  Satz  in  Anwendung  bringen, 
der  allgemeinere  Satz: 

Das  von  zw  ei  festen  Tangenten  eines  Kegelschnitts 
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auf  einer  v e r ä n d e r I i c li  o n cl  r i 1 1 c n a h g e s c 1>  n i 1 1 e n e S l ü c k 
ersr. lieint,  von  einem  l{ renn piinkt  ans  gesehen,  immer 
unter  demselben  Wi  nkel  (oder  Nebenwinkel).  Dieser  Winkel 
ist  Insbesondere  gleich  demjenigen,  unter  welchem  die  Stücke  auf 
den  beiden  feslen  Tangenten  vom  Scbniüounkt  bis  zu  den  fierüb- 
rungspunkten,  aus  demselben  Brennpunkte  gesehen,  erscheinen. 
Denken  wir  uns  umgekehrt  die  beiden  festen  Tangenlen,  den 
Brennpunkt  und  die  Grosse  des  konstanten  Wiidtels  gegeben,  so 
ist  der  Kegelschnitt  vollständig  und  eindeutig  dadurch  bestimmt 
und  wir  können  den  vorigen  Satz  so  umkehren: 

D r e h t s i c h e i n W i n k e I von  u n v e r ä n d e r 1 1 c h e r G r o s s e 
um  seinen  festen  Scheitel  /'und  begegnen  tlie  Schen- 
kel zwei  festen  Geraden  resp.  in  den  Punkten 

V u n d r, , s 0 ii  ü 1 1 1 d i e V e i*  b i n d u n g s 1 i n i e r Vj  einen  Kegel- 
schnitt ein,  welcher  die  beiden  Geraden  berührt 
und  den  Punkt  F zu  einem  seiner  Brennpunkte  liat. 

Hieraus  folgt  die  Bestätigung  einer  früher  (§  20,  Anmerkung) 
ausgesprochenen  Behauptung;  seien  B und  zwei  projektivische 
»Strahlbüschel  in  perspektivischer  Lage,  c und  Cj  die  in  der  Ver- 
bindungslinie der  Mittelpunkte  vereinigten  Strahlen  und  ^ der 
perspektivische  Durchschnitt,  auf  welchem  sich  je  zwei  entspre- 
chende Strahlen  trcITen;  denken  wir  uns  nun  die  so  herge- 
stellte projektivische  Beziehung  der  beiden  Strahlbüschel  BB^ 
ungeändert,  halten  die  Mittelpunkte  BB^  selbst  fest  und  drehen 
die  beiden  in  sich  festen  Strahlbüschel  der  Art  um  ihre  Mittel- 
punkte, dass  wir  nach  einander  andere  und  andere  entspre- 
chende Strahlenpaare  auf  der  Verbindungslinie  BB^  vereinigen, 
wo<Iurch  immer  neue  perspektivische  Lagen  derselben  beiden 
Strahlbüschel  hervorgerufen  werden;  fragen  wir  nach  dem  Ort‘, 
welchen  der  jedesmalige  perspektivische  Durchschnitt  umhüllt? 
Um  diese  Frage  zu  beantworten,  fixiren  wir  zwei  beliebige  Strah- 
lenpaare a«,  und  bb^  <ler  beiden  Strahlbüschel  und  suchen  den 
Ort  des  Schnittpunktes  (a,  </j)  und  ebenso  (6,  b,}  bei  der  be- 
schriebenen eigenthümlichen  Drehung.  Vereinigen  wir  .r  und  »r, 
auf  der  Verbindungslinie  B^^,  so  möge  a in  o*  und  oj  in 
übergehen,  also  sind  die  Winkel  (x,  a)  und  [e,  «’)  gleich;  wäh- 
rend also  X sich  verändert,  beschreibt  ein  gleiches  Strahl- 
büschel, ebenso  ist  (iCj , 'oj  = (e, , «,’),  also  beschreibt  ein 
mit  .r,  gleiches  Slrahlbüschel ; da  x und  a:,  zwei  perspektivische 
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Strahlbusdiel  hesdireiben , so  sind  die  von  und  besdirie- 
bencn  Strablbüscbcl  projeklivisdi  und  liegen  perspeklivisdi,  weil, 
wenn  x nach  e kommt,  auch  a-,  auf  e,  ffdlt,  also  in  ee,  oder 
/?P,  zwei  entspredicnde  zusammenfallcn;  der  Ort  des 

Schnittpunktes  (oV/j’)  ist  also  eine  bestimmte  Gerade  50.  In 
gleicher  Weise  ist  der  Ort  des  Schnittpunktes  (/>’  eine  bestimmte 
Gerade  SB’ ; die  Verbindungslinie  zweier  solcher  Schnittpunkte 
(«’«,’)  und  (/y’6,’)  ist  jederzeit  einer  der  gesuchten  perspekti- 
vischen Durchschnitte;  wo  also  die  festen  Geraden  51’  und  23’ 
resp.  von  den  Schenkeln  des  festen  um  B sich  drehenden  Win- 
kels [ab)  getroffen  werden,  haben  wir  zwei  Funkte,  deren  Ver- 
bindungslinie den  gesuchten  Ort  umhüllt.  Nach  dem  obigen  Satze 
ist  dieser  Ort  ein  Kegelschnitt,  welcher  B (und  ebenso  B^)  zum 
ßreniipunkte  hat. 


Wir  unterlassen  es,  auf  die  maiinichfachen  Deziehungen  hier 
einzugehen,  welche  aus  der  Gleichheit  der  Winkel  an  den  Drenn- 
punkten  gefolgert  werden  können,  und  wollen  nur  noch  eine  all- 
gemeine Eigenschaft  des  Kegelschnitts  angehen,  welche  aus  der 
Grundeigenschaft  der  Drennpiinkte  hervorgeht  und  eine  analoge 
Entstehungsweise  von  Ellipse  und  Hyperbel  liefert,  wie  wir  sie 
hei  der  Parabel  durch  Brennpunkt  und  Leitlinie  gefunden  haben. 
Konstruiren  wir  nämlich  auch  hier  die  Polaren  der  beiden  Brenn- 
punkte und  nennen  jede  die  dem  Brennpunkt  zugehörige  Leit- 
linie. des  Kegelschnitts,  so  stehen  dieselben,  wenn  FF,  die 
Brennpunkte  und  3/ der  Mittelpunkt  des  Kegelschnilts  ist,  in  den- 
jenigen beiden  Punkten  senkrecht  auf  der  Axe,  deren  Abstand 

von  M gleich  ist;  also  hei  der  Ellipse  («  > c)  treffen  sie  die 


Axe  auscrhalh  der  beiden  Brennpunkte,  hei  der  Hyperbel  [a  < 
zwischen  den  beiden  Brennpunkten.  Nehmen  wir  im  Fall  der 
Ellipse  (Fig.  54a)  einen  beliebigen  Punkt  P derselben  und  ziehen 


(Fig.  64  a.) 


eine  Parallele  zur  Axe 
A/F,  welche  die  dem 
Brennpunkt  F zugehö- 
rige Leitlinie  2 in  Q 
treffen  möge,  so  wird, 
weil  das  dem  Brenn- 
punkt F zugehörige 
Strahlsysiem  ein  Kreissystem  ist,  der  konjugirte  Strahl  zu  F(>  senk- 
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recht  auf  diesem  stellen;  er  treffe  in  die  Parallele  PQ,  dann 
sind  0 und  konjugirte  l'unkle  in  Bezug  auf  den  Kegel- 
schnitt; die  Gerade  PQ  trifft  den  Kegelschnitt  noch  in  einem 
zweiten  Punkte  P^,  welcher  offenbar  symmetrisch  zu  der  durch 
M gehenden  zweiten  Kegelschnittaxe  liegt,  weil  PQ  parallel  der 
ersten  läuft,  und  die  vier  Punkte  sind  harmonisch,  weil 

Q und  O'  konjugirte  Punkte  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  sind. 
Die  vier  von  F nach  PP^QQ^  gehenden  Strahlen  sind  also  auch 
harmonisch,  und  da  zwei  zugeordnete  FQ  und  FQ^  auf  einander 
rechtwinklig  stehen,  so  halbiren  sie  die  Winkel  zwischen  den 
Strahlen  FP  und  FP^\  folglich  gilt  nach  bekannten  elementaren 
Sätzen  des  Dreiecks  PFP^  die  Beziehung: 


FP  QP  __PQ^ 

FP^  QP^ 

_PQ  __Q^p 
QP^ 


für  die  Ellipse  (Fig.  54  a), 
für  die  Hyperbel  (Fig.  54  b) , 


weil  im  ersten  Fall  FQ  den  Nebenwinkel  und  FQ^  den  cigonlUchen 
Winkel  PFP^  halbirt, 
im  andern  Fall  gerade 


(Fig.  54  b.) 


der  Lage  der  Leitlinie 
zu  den  Kegelschnitts- 
punkten und  Brenn- 
punkten ergiebt.  Nun  ist 
aberFP'  der  Symmetrie 
w egen  gleich  P,  also 

^ für  die  Ellipse, 

und  da  FP  -F  jF,  P = 2a,  also 

FP^  F^P QP-\-QP^ 

FP  QP 

QP  GjPMst  gleich  dem  Ab- 

«* 

stand  der  beiden  Leitlinien =2—, 

c 

also 

-pQ  = -7  = const.  « 1). 


'P-  ...p 

\ / 

V - 

\ 

\ y / 

F 

M 

' r. 

\i 

\ ^ 
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für  die  Hyperbel, 


PF,  — PF 

PF,  — PF 

PF  ~~ 


= 2a, 

QP'  — PQ 

PQ  ” 


Qpi  — PQ  ist  gleich  dem  Ab- 
• ^ 
stand  der  beiden  Leitlinien  = 2- , 

c 

also 

-=-=  COIISt.  (>  1). 


Für  alle  Punkte  des  Kegelschiiilts  ist  also  das  Verhältniss 
ihrer  Abstände  von  einem  Brennpunkt  und  der  zugehörigen  Leit- 
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linie  konstant  (=^),  und  zwar  für  die  Elli[)se  < 1 und  für  die 

Hyperbel  > 1,  für  die  Parabel,  wie  wir  vorhin  gesehen  haben, 
= 1 ; wir  können  <laher  fidgende  alleinein  gültige  Eigenschaft  aller 
drei  KegelscliniltsgatUingen  aussprechen: 

Der  Ort  aller  derjenigen  Punkte  in  der  Ebene, 
deren  Abstände  von  einem  festen  l*unkte  und  einer 
f e s t e n G e r a d e n in  einem  g c g e b e n e n u n v e r ä n d e r 1 i c h e n 
Verhältnisse  zu  einander  stehen,  ist  ein  Kegelschnitt, 
w e 1 c h er  den  1* u n k t zu  eine m D r e n n p unkt  u n d die  G e r a d e 
zu  der  ihm  zugehörigen  Leitline  hat;  der  K egclschni  tt 
ist  Ilyj»erbel,  Parabel  oder  Ellipse,  je  nachdem  der 
Werth  des  gegebenen  Verhältnisses  >1,  =1  oder 
< 1 ist. 

§ 37.  Der  Krümmungshalbmesser  der  Kegelschnitte. 

Obwohl  die  Deslimnmng  <les  Krümmungshalbmessers  eigent- 
lich nicht  in  das  Gebiet  von  l'ntersuchungen  de.skiiptiver  Art, 
mit  denen  wir  es  vorzugsweise  zu  tlum  haben,  gehört,  so  glauben 
wir  doch  eine  von  Steiner  angegebene  Konstruktion  des  Krüm- 
mungshalbmessers für  den  Kegelschnitt  nicht  unterdrücken  zu 
dürfen,  weil  dieselbe  zu  den  einfachsten  und  elegantesten  gehört 
um!  wesentlich  auf  der  Entstehung  des  Kegelschnitts  durch  projek- 
tivische  Gebilde,  insbesondere  auf  der  Erzeugung  der  Parabel 
durch  projektivisch-ähnlichc  Punktreihen  beruht. 

Unter  Krümmungshalbmesser  versteht  man  bekanntlich  die- 
jenige Strecke  auf  der  Normale  einer  Kurve,  welche  von  ihrem 
Fusspunkte  bis  zu  dem  Schnittpunkt  der  unendlich-nahen  Normale 
reiidit,  und  die  Grenzlage  des  Schnittpunkts  zweier  unendlich-naher 
Normalen  heisst  der  Krümmungsmittelpunkt;  der  um  ihn  mit  dem 
Krümmungshalbmesser  als  Radius  beschriebene  Kreis  der  Krüm- 
mungskreis; er  ist  unter  allen  Kreisen,  welche  in  dem  Punkte 
der  Kurve  dieselbe  Tangente  haben,  derjenige,  welcher  sich  ihr 
am  nächsten  anschlicsst,  sie  in  diesem  Punkte  zugleich  berührt 
und  schneidet  oder  «lurch  drei  unendlich- nahe  Punkte  der  Kurve 
geht.  Der  reciproke  Weith  des  Krümmungshalbmessers  heisst 
die  Krümmung  der  Kurve  und  dient  als  Maass  für  dieselbe. 

Für  den  Kegelschnitt  sind  aiis  dieser  allgemeinen  Definition 
verschiedene  Konstruktionen  des  Krümmungshalbmessers  abgeleitet 
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worden;  diejenige,  welche  liier  inilgellieill  werden  soll,  ist  ITir 
Elli|)sc  und  Hyperbel  ganz  gleichartig  und  niodilicirt  sich  nur 
wenig  für  den  Fall  der  Parabel;  wir  fassen  zunächst  den  ersten 
Fall  auf:  Nach  § 33  (1)  trilll  die  Normale  eines  Punktes  A 
der  Ellipse  die  beiden  Axen  in  zwei  solchen  l^inkten  ^ und 

A 91  A* 

dass  das  Verhällniss  der  Abschnitte  ==  -%  konstant  ist  und  die 

A 93  a* 

beiden  Schnittpunkte  iiinl  33  auf  derselben  Seite  von  yl  liegen; 
bei  der  Hyperbel  liegen  die  beiden  Schnittpunkte  auf  entgegen- 
gesetzten Seiten  vom  Hyperbelpunkte  und  das  Verhältniss  der 

Abschnitte  ~ ist  ebenfalls  konstant  (1').  Diese  Eigen- 

scliaft  der  Normale  zeigt  unmittelbar  in  dem  einen  wie  in  dem 
andern  Fall,  dass,  wenn  wir  in  zwei  beliebigen  Punkten  A und  A^ 
die  Normalen  konstruiren,  welche  die  Axen  des  Kegelschnitts  in 

3133  und  31*33’  trelTen,  allemal  sein  muss,  dass  also 

die  beiden  Normalen  durch  die  Sehne  AA^  und  die  Kegelschnill- 
axen  projektivisch-ähnlich  geschnitten  werden,  und  hieraus  folgt: 
Die  Normalen  in  zwei  beliebigen  Punkten  eines 
Kegelschnitts,  die  Sehne  derselben  und  die  beiden 
Axen  sind  allemal  fünf  Tangenten  einer  Parabel. 

Dies  ist  schon  eine  Eigenschaft  der  Parabel,  welche  durch 
vier  Tangenten  vollständig  bestimmt  wird;  die  unendlich-entfernte 
Gerade  nämlich,  welche  Tangente  jeder  Parabel  ist,  darf  als  fünfte 
ein  für  alle  Mal  gegebene  Tangente  angesehen  werden  und  fünf 
Tangenten  bestimmen  den  Kegelschnitt.  Aus  diesem  Satze  folgt 
nun,  wenn  wir  den  einen  Kegelschnittpunkt  A festhalten  und 
mit  dem  andern  allmählich  in  ihn  hineinrücken,  wobei  die  Sehne 
AA^  in  die  Tangente  für  A übergeht,  und  die  beiden  zusammen- 
fallenden Normalen  zu  ihrem  Schnittpunkt  den  Derührungspiinkt 
mit  derjenigen  Parabel  haben,  welche  Tangente  und  Normale, 
sowie  die  beiden  Kegelschnittaxen  berührt,  folgender  Satz: 

Hat  man  in  einem  Punkte  des  Kegelschnitts  Tan- 
gente und  Normale  konstruirt,  so  giebt  es  eine  be- 
stimmte Parabel,  welche  dieselben  und  die  beiden 
Kegelschnittaxen  berührt;  der  Berührungspunkt  mit 
der  Normale  ist  der  K r ü m m u n gs m i 1 1 e 1 p ii  n k t für  den 
angenommen  eil  Punkt  des  Kegelschnitts. 

Hieraus  ergiebl  sich  nun  eine  sehr  einfache  Konstruktion 
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des  Krümmungsmilteipunktes,  denn  Tangente  und  Normale  in  A 
sind  ein  Paar  rechtwinklige  Tangenten  dieser  Parabel  und  die 
beideti  Kegclschnitlsaxen,  welche  sich  im  Mittelpunkte  M schnei- 
den, sind  ebenfalls  ein  Paar  rechtwinklige  Tangenten,  folglich 
ist  MA  die  Leitlinie  der  Parabel  und  ihr  Pol  in  Bezug  auf  die 
Parabel  der  Brennpunkt  derselben;  da  aber  MA  eine  Diagonale 
des  von  den  vier  Tangenten  der  Parabel  gebildeten  Vierseils  ist, 
so  ist  ihr  Pol  bekanntlich  der  Schnittpunkt  der  beiden  andern 
Diagonalen,  d.  h.  3t’®);  bezeichnen  wir  diesen  Schnitt- 

punkt mit  F,  so  ist  jetzt  der  Krümmungsmittelpunkt  leicht  zu 
linden,  da  die  Polare  von  .4  durch  F geht  und  senkrecht  auf 
stehen  muss,  zugleich  aber  die  Normale  des  Kegelschnitts  in  dem 
gesuchten  KrCimmungsmittelpunklc  (dem  Berührungspunkte  der 
Parabel)  trifll;  wir  haben  hiernach  folgende  Konstruktion: 

Treffen  Tangente  und  Normale  eines  Punktes  A des 
K egelsch nilts  die  eiii'O  Axe  desselben  in  und  51’,  die  an  - 
, dere  in  ® und®’,  verbindet  man  sodann  den  Schnittpunkt 

(51®',  51’®)  = Z’ 

mit  A und  errichtet  in  F eine  Senkrechte  auf  dieser 
Verbindungslinie,  so  trifft  dieselbe  die  Normale  des 
Kegelschnitts  in  dem  Krümmu ngsmittelpun kte. 

Die  in  F auf  FA  errichtete 
Senkrechte  (Fig.  55)  trifft  .451® 
in  K und  .451’®’  iiiA  ’;  liegen 
51®  auf  derselben  Seite  von  A, 
so  ist  der  Kegelschnitt  Ellipse 
und  K der  Krümmnngsmittel- 
punkt  derselben  auf  der  in  A 
errichteten  ^Normalen  .4  51®. 
Liegen  dagegen  die  beiden 
Schnittpunkte  der  Normale  mit 
den  Kegelschniltsaxen  auf  ent- 
gegengesetzten Seiten  von  A, 
wie  hier  5t’  und  ®* , so  ist  der 
Kegelschnitt  Hyperbel  und  A ’ 
der  Krümmungsmittelpunkt  der- 
selben. Zugleich  folgt  hieraus  ein  einfacher  .Vusdruck  für  den 
Werth  des  Krümmungshalbmessers;  die  vier  Punkte  51®  51'®’ 


Der  Kegelschnitt  als  Erzcugniss  projektivischcr  Gebilde.  § 37.  217 


Hegen  nämlich  so,  dass  jeder  der  llöhenpunkl  des  von  den  drei 
andern  bestimmten  Dreiecks  ist,  und  die  drei  Punkte  AMF  sind 
die  Fusspunkte  der  Höhen  oder  die  drei  Diagonalpunkte  jenes 
vollständigen  Vierecks;  aus  der  Gleichheit  der  Winkel  folgt  daher 
die  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  AF%  und  A^M^  mithin: 

4?.—  ^ oder  A%.A^  = AM.AF. 

A r Axi 

0 

Nun  ist,  wenn  wir  den  Halbmesser  MA  = A setzen  und 
die  Länge  des  konjugirten  Halbmessers  mit  D bezeichnen:  {§  33) 

A%  . A^  = 

also 


Da  aber  FF  senkrecht  auf  FA  steht  und  der  Winkel  AFF 

gleich  ist  dem  Winkel  zwischen  den  beiden  konjugirten  Halb- 

» 

messern  A und  B,  welchen  wir  mit  <p  bezeichnen  wollen,  so 
folgt  der  Krümmungshalbmesser  r im  Punktet: 

r . sin  © = -r* 

A 

Denutzeii  wir  die  Kclation  (1.)  § 33  für  die  konjugirten  Durch- 
messer AB  . sin  (p  = ab,  so  können  wir  den  Krümmungshalb- 
messer auch  so  ausdrücken: 

^ a.h' 

und  hieraus  ergiebt  sich  folgender  Satz: 

Die  Krümmungshalbmesser  für  zwei  solche 
Punkte  der  Ellipse,  welche  Endpunkte  zweier  kon- 
jugirten Durchm  esser  sind,  verhalten  sich  umgekehrt 
wie  die  Kuben  der  diesen  Punkten  zugehörigen  Durch- 
m esser. 

Die  Werthe  für  die  Krümmungshalbmesser  in  den  Scheiteln 

der  Ellipse  sind,  da  go  = 90®  wird,  ^ und  —• 

Die  Benutzung  der  zweiten  Bclalion  für  die  konjugirten 
Durchmesser  der  Ellipse  -|-  (§  33)  führt  zu 

einer  bemerkenswerthen  Eigenschaft  des  Krümmungshalbmessers. 
Der  Winkel  g>  ist  derjenige,  welchen  der  Halbmesser  MA  mit 
der  Tangente  in  A bildet;  dieser  Halbmesser  bildet  mit  der 
Normale  die  Winkel  90®  — 9»  und  90®  9 und  zwar  ersteren 
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iiiil  dein  Tlieii  der  Nuriiiale,  welcher  den  KrOmmungsmittelpiinkt 
eiilliäll,  und  lel/lercn  inil  dein  nach  aussen  verlängerlen  Theil 
der  Normale;  nun  ist: 


yp  + J . r sin  (p  = (P  b'  = — 2 A • ^ • cos  (90®  + q>) ; 

denken  wir  uns  inilhin  auf  das  nach  aussen  verlängerte  Stück 

I* 

der  Normale  eine  Strecke  A(i=i  — aufgetragon,  so  ist: 

= .M A"^  4"  — 2 MA  . A^  . cos  (00®  + (p),  also 

z:j=z  P ip  oder 

MtP  =:  «•*' 

4 


Nun  ist  (§  o4)  j/a"  + gleich  dem  Radius  desjenigen  Kreises, 
welcher  der  Ort  <ler  Scheitel  aller  der  KIlipse  umschriebenen 
rechten  Winkel  ist;  cs  muss  daher  derjenige  Kreis,  welcher  um  p 
mit  dem  halben  Krümmungshalbmesser  als  Radius  beschrieben 
wird,  jenen  OrLskreis  um  M rechtwinklig  schneiden,  weil  die 
Summe  der  Ouadrate  ihrer  Radien  gleich  dem  Quadrate  des  Ab- 
standes ihrer  .Mittelpunkte  ist;  wir  erhalten  hiernach  folgende 
Kigenschaft  des  Krümmungshalbmessers: 

Wenn  man  die  Krümmungsradien  eines  gegebene n 
K «:gelschnitts,  jeden  nach  entgegengesetzter  Seite 
hin  um  sich  selbst  verlängert  und  über  den  Verlän- 
gerungen, als  Durchmesser,  Kreise  beschreibt,  so 
schneiden  alle  diese  Kreise  jenen  Ortskreis  recht- 
winklig, welcher  die  Scheitel  sä  mm  tlicher  dem  Kegel- 
schnitt umschriebenen  rechten  Winkel  enthält.^) 

Dass  diese  für  die  Ellipse  nachgewiesene  EigenschafI  iii  ganz 
gleicher  Weige  bei  der  Hyperbel  stattlindet,  braucht  nicht  erst 
erläutert  zu  werden;  den  Fall  der  Parabel  behamleln  wir  nach- 


träglich, 

Rezeichnen  wir  den  Ortskreis  der  Scheitel  aller  dem  Kegel- 
schnitt umschriebenen  rechten  Winkel  mit  so  kommt  es 

hiernach,  um  den  Krümmungsradius  für  einen  gegebenen  Punkt  A 
des  Kegelschnitts  zu  finden,  nur  darauf  an,  einen  Kreis  zu  koii- 


*)  Steiner:  „Ueber  eine  Kipenscb.ift  der  Krüinmungsbalbmcsser 
der  Kepclaehnittc“,  Crellc’s  Journal  für  reine  und  angewandte  Mathe- 
matik Bd.  XXX  S.  271. 
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striiircn,  welcher  den  Kej'elschiiill  in  A beriihrt  und  den  Orls- 
kreis  rechlwinkiig  sclnieidol;  der  Durchmesser  eines  solchen 
Kreises  wird  gleich  dein  Krüinmungshalbniesser  für  den  l’unkl  A 
sein,  lind  wenn  man  den  Durchmesser  dieses  Kreises  über  A 
hinaus  um  sich  selbsl  vcrlängerl,  so  erhall  man  den  Krümmungs- 
halbmesser seiner  Grösse  und  Lage  nach.  Diese  Aufgabe  ist  aber 
ganz  elementar;  bezeichnen  wir  mit  R den  Kadius  des  Orls- 
kreises  so  ist  nach  dem  Obigen 

(lA'^:=R\ 

fällen  wir  aus  ft  ein  Derpendikel  auf  MA,  dessen  Fnsspunkt  ft‘ 
sei,  so  ist  auch 

(ft‘iV)2  — (ft’^)2  = also 
(ftM/4  R)  R)  = {fi^A)\ 

also  ft*  die  Mille  zwischen  dem  Dunkle  A und  dem  Fnsspunkt 
seiner  Polare  in  Deziig  auf  den  Kreis  die  Polare  selbst  steht 
senkrecht  auf  M A,  steht  doppelt  so  weit  von  A ab,  wie  ft*,  Irilfl 
also  y/ft  in  einem  Punkte  R,  für  welchen  AB  = 2Afi,  d.  h.  der 
Krümmungshalbmesser  ist.  Mithin  erhalten  wir  folgende  Kon- 
struktion für  den  Krümmungshalbmesser: 

ln  dem  Punkte  A des  K egelsclinills  errichte  man 
die  Normale,  konslruire  die  Polare  von  A in  Üezug 
auf  den  Ortskreis  sie  treffe  die  Normale  in  R, 

dann  ist  >AR  gleich  der  Länge  des  Krümmungshalb- 
messers und  die  nach  der  entgegengesetzten  Seile 
hin  abgetragene  Strecke  A K = A R hat  zu  ihrem  End- 
punkt den  K r üminungs mitte Ipun kl. 

Wir  übergehen  die  geringe  Modifikation,  welche  eintritt,  wenn 
für  den  Fall  der  Hyperbel  der  Orlskreis  A^*-*  imaginär  ist,  (wo 
man  sich  dann  des  OrLskreises  der  konjugirten  Hyperbel  zu  be- 
dienen und  einen  Kreis  zu  suchen  hat,  welcher  von  diesem  im 
Durchmesser  geschnitten  wird)  und  wollen  nur  noch  für  die 
Parabel  die  analoge  Konstruktion  des  Krüininungshalbmessers  ab- 
leiten. Hier  lässt  uns  die  Eigenschaft  der  Normale,  dass  das 
Verhällniss  ihrer  .Abschnitte  durch  die  Axen  konstant  bleibt,  im 
Stich,  weil  eine  der  Axen  im  rnendlichen  liegt.  .An  die  Stelle 
tritt  eine  andere  Eigenschaft  der  Normale  einer  1‘arabel,  welche 
uninitlelbar  aus  der  Entstehung  derselben  durch  Dreiinpunkl  und 
Leitlinie  hervorgehl. 
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Sei  P ein  beliebiger  Punkl  der  Parabel  (Kig.  56),  deren 
llrennpimkl  F und  Leitlinie  2 ist,  sei  0 der  Fnsspuiikt  des  aus 

P auf  die  Leitlinie  gefäll- 
ten Perpendikels,  also 
PQ:=PF, 

so  balbirt  die  Tangente 
in  P die  Strecke  FO  und 
stellt  auf  ihr  scnkrccbl; 
folglich  wird  die  Normale 
in  P parallel  FQ  sein; 
trilll  daher  diese  Normale 
die  Parabela.xe  in  r,  so 
muss  Fr  = QP,  oder 
wenn  wir  aus  P das  Per- 
pendikel Pp  auf  die  Axe 
B der  Parabel  fällen  und  mit 

0 den  Punkt  der  Leitlinie 
bezeichnen , in  welchem 
die  Axe  sie  trilft,  Op  — Fr;  hieraus  folgt,  wenn  wir  das  Stück 
pF  auf  beiden  Seiten  hinzufügen,  ö i»’ = /> r = const.,  d.  h. 

Das  aus  einem  Punkte  der  Parabel  auf  die  Axe 
gefällte  Perpendikel  und  die  Normale  dieses  I*arabel- 
punktes  schneiden  auf  der  .\xc  immer  dasselbe  Stück 
aus,  welches  gleich  dem  .\bstandc  des  Bren-npunktes 
von  der  Leitlinie  ist. 

Konstruiren  wir  für  einen  zweiten  Punkt  P'  der  Parabel  die 
Normale  P’r*  und  das  Perpendikel  auf  die  Axe 7/,  so  ist  also 
pr  = p^r^,  oder  pp^=:rF;  trilll  nun  die  Parabelsehne  PP^ 
die  Axe  in  S und  wir  denken  uns  um  das  Dreieck  PSr  einen 
Kreis  beschrieben , bestimmen  den  dein  Punkte  P diametral  gegen- 
überliegenden Punkt  B dieses  Kreises,  so  wird  das  aus  B auf 
die  Axe  gefällte  l*erpendikel  dieselbe  in  s (reifen,  so  dass  Sp  = sr 
ist;  der  dem  P diametral  gegenüberliegende  Punkt  B wird  nun 
erhallen,  indem  wir  in  S auf  SP  und  in  r auf  rP  Perpendikel 
errichten,  die  sich  in  B schneidun,  und  das  aus  B auf  die  Axe 
gefällte  Perpendikel  trilft  sie  in  demjenigen  Punkte  s,  für  welchen 
sr  — Sp  der  Grösse  und  Lage  nach  wird.  Hieraus  schliessen  wir 
umgekehrt,  dass,  wenn  wir  denjenigen  Punkt  s auf  der  Axe  be- 
slimmen,  für  welchen  der  Grösse  und  Lage  nach  sr  = S2>  ist. 


(Fig.  56.) 
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sodann  in  auf  der  Axe  und  in  S auf  SP  ein  Perpendikel  er- 
richten, der  Schnillpunkt  B derselben  auch  in  demjenigen  Per- 
pendikel liegen  inuss^  welches  in  r auf  rP  errichtet  wird.  Da 
nun  pp^  = rr*,  also  Sp^  = so  folgt  aus  dem  Vorigen,  dass 
auch  das  in  r'  auf  r’  P^  errichtete  Perpendikel  durch  denselben 
Punkt  B gehen  muss.  Ks  finden  sich  also  die  vier  Scheitel  von 
rechten  Winkeln  Ssrr^  in  einer  Geraden  und  von  den  Schenkel- 
paaron  läuft  je  einer  durch  den  festen  Punkt  B;  die  vier  andern 
umhiillen  daher  (§  3G)  eine  Parabel,  welche  /?  zum  Brennpunkte 
und  die  Gerade  Ss  zur  Tangente  im  Scheitel  s hat;  wir  haben 
demnach  folgenden  Satz: 

Die  Normalen  in  zwei  beliebigen  Punkten  einer 
Parabel,  die  Parabelsehne  zwischen  denselben  und 
die  Parabelaxe  sind  vier  Tangenten  einer  bestimmten 
neuen  Parabel,  welche  die  Axe  der  ersten  zur  Tan- 
gente am  Scheitel,  ihren  unendlich-entfernten  Punkt 
also  in  einer  rechtwinkligen  lUchtung  zu  derjenigen 
hat,  in  welcher  der  unendlich-entfernte  Punkt  der 
gegebenen  Parabel  liegt. 

Dieser  Satz  ist  vollkommen  gleichlaufend  zu  dem  oben  für 
Ellipse  und  Hyperbel  aufgestellten;  aus  ihm  geht  die  Konstruk- 
tion des  Krümmungshalbmessers  für  einen  FNinkt  der  Parabel  her- 
vor, wenn  wir  jetzt  die  beiden  Normalen  einander  unendlich-nahe 
rücken.  Die  Parahelschne  geht  dann  in  die  Tangente  über  und 
der  Schnittpunkt  der  beiden  unendlich  nahen  Normalen,  d.  h.  der 
Berührungspunkt  mit  der  neuen  Parabel  wird  der  Krümmungs- 
mittelpunkt, also: 

Hat  man  in  einem  Punkte  der  Parabel  Tangente 
und  Normale  konstruirt,  so  giebt  es  eine  völlig  be- 
stimmte neue  Parabel,  welche  diese  beiden  Geraden 
berührt  und  die  l*arahelaxe  zu  ihrer  Tangente  am 
Scheitel  hat;  diese  zweite  Parabel  berührt  die  Nor- 
male im  Krümmungsmittelpunkt. 

Dass  die  Parabel  in  der  That  vollständig  und  eindeutig  be- 
stimmt ist,  sobald  von  ihr  die  Tangente  am  Scheitel  und  zwei 
beliebige  andere  Tangenten  gegeben  sind,  die  Tangente  am 
Scheitel  also  die  Stelle  von  zwei  Tangenten  vertritt,  geht  daraus 
hervor,  dass  durch  die  Tangente  am  Scheitel  zugleich  der 
unendlich -entfernte  Punkt  der  Parabel  gegeben  und  dieser  der 
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Horrihriings])iiiikl  iiiir  der  unondlicli-cnireniten  Geraden  ist;  es 
geljl  aber  mich  daraus  iiervor,  dass  das  in  dem  Schnittpunkte  jeder 
Tangente  mit  der  Sciieiteitaiigente  auf  der  ersteren  errichtete 
Perpendikel  durch  den  Brennpunkt  gellt  und  durch  zwei  .solciie 
Perpendikel  der  Brennpunkt  bestimmt  wird.  Die  Konstruktion 
des  Krümmiingsradiii.s  für  einen  Punkt  der  Parabel  ergiebt  sich 
aus  dem  letzten  Satze  .sehr  einfach;  Da  nämlich  die  Tangente 
und  Normale  des  gegebenen  Parabelpunktes  A ein  Paar  recht- 
winklige Tangenten  der  llülfsparabel  sind,  so  liegt  J in  der 
l..eitliiiie  derselben,  und  da  die  in  den  Schnittpunkten  von  Tan- 
gente und  Normale  mit  der  .4xe  der  gegebenen  Parabel  auf  jenen 
erriebteten  Perpemlikel  sich  in  dem  Brennpunkte  7?  der  Hülfs- 
parabel  schneiden,  so  wird  yi  B durch  die  Axe  der  gegebenen 
Parabel  halbirt;  der  Ilalbirungspunkt  ist  aber,  wie  leicht  zu  er- 
kennen, nichts  anderes,  als  der  Brennpunkt  jp  der  Parabel,  weil 
er  auch  das  Stuck  der  Axe  halbirt,  welches  durch  Tangente  und 
Normale  ausge.schnitten  wird;  das  in  B auf  BA  errichtete  Per- 
pendikel trifft  die  Normale  in  dem  gesuchten  Krümmiingsmittel- 
piinkt,  dessen  Kon.striiklion  sich  also  folgendermassen  gestaltet: 

Um  für  einen  l’unkt  A einer  Parabel  den  Krüm- 
mungshalbmesser zu  finden,  konstrnire  man  die  Nor- 
male in  A,  verbinde  A mit  dem  Brennpunkt  F und 
verlängere  AF  über  F hinaus  um  sich  selbst  bis  B, 
errichte  in  B auf  AB  ein  Perjiendik  el,  welches  in  A' 
der  Normale  begegnet,  dann  ist  A'  der  Krümmungs- 
mittclp linkt  und  Ak'  der  Krümmungshalbmesser  für 
den  Parabelpunkt  A. 

Das  in  F auf  AF  erricbtele  Perpendikel  halbirt  offenbar  die 
Strecke  A A';  verlängern  wir  daher  die  Normale  bis  zum  Schnitt- 
punkt mit  der  Leitlinie  uinl  berücksichtigen  die  Eigenschaft  der 
Parabel,  dass  AF  gleich  dem  Abstande  des  Parabelpiinktes  A 
von  der  Leitlinie  ist,  sowie  die  (Weichheit  der  Winkel,  welche 
die  Normale  mit  dem  Strahl  nach  dem  Brennpunkte  AF  und 
der  Axe  der  Parabel  oder  einer  zu  ihr  Parallelen  bildet,  so  folgt: 

Der  Krümmiingshalbinesscr  für  einen  Punkt  der 
Parabel  ist  doppelt  so  gross,  als  das  Stück,  welches 
auf  der  Normale  von  A ans  durch  die  Leitlinie  abge- 
schnitten  wird. 

Dies  steht  in  vollkommener  Uebereinstinnnung  mit  der  oben 


Der  Kegelschnitt  als  Erzcugniss  projcktivisclier  Gebilde.  ^ 37.  38.  223 


angegohenen  Eigensdiaft  ilos  Krfiimnungshall)messer.s  für  Ellipse 
mul  Ilyperhnl,  indem  der  dort  mit  liezeidinete  Ortskreis  für 
den  Fall  der  Parabel  in  die  Leitlinie  derselben  übergebt  und  der 
Mittelpunkt  eines  Kreises,  welcher  die  Parabel  in  A berührt  und 
zu  seinem  Hadius  den  halben  Krüiumungsbalbmesser  bat,  der 
von  A ans  auf  der  Normale  nus.serbalb  der  Parabel  abgetragen 
wird,  in  der  I^eitlinie  selbst  liegen  muss;  dieser  Kreis  schneidet 
aber  natürlich  die  Leitlinie  rechtwinklig. 


Dritter  Absclmitt. 

Ke^elsehiiiilltiiscliel  mul  Ke^elschnittschaar. 


^ 38.  Entstehung  des  Kegelschnittbüschels  aus  dem 

Strahlbüschel. 

Die  in  § 23  geführte  Unlersiiclmng  der  Bezielinng  zwi- 
schen einem  von  vier  Punkten  eines  KegelsdmiUs  gebildeten 
Viereck  und  dem  von  den  vier  Tangenten  in  diesen  Punkten 
gebildeten  Vierseit  und  eine  weitere  Ausführung  dieses  Gegen- 
standes in  § 27  lassen  erkennen,  wenn  wir  die  vier  Punkte  fest- 
lialten  und  die  Tangenten,  von  denen  eine  willkührlich  ange- 
nommen werden  kann,  verändern,  dass  durch  vier  Punkte  un- ' 
endlich  viele  Kegelsdmitte  gehen , deren  Gesammtheit  gleich 
mächtig  ist  mit  den  sämmtlichen  Strahlen,  welche  durch  einen 
Punkt  gehen;  denn  jeder  durch  einen  der  vier  Punkte  gehende 
Strahl  als  Tangente  des  Kegelschnitts  aufgefasst,  hestimmt  den- 
selben vollständig  und  eindeutig;  die  Tangenten  in  den  andern 
drei  Punkten  sind  dadurch  (§  23)  mitbestimmt  und  es  giebt  daher 
so  viel  Kegelschnitte  durch  vier  Punkte,  als  es  Strahlen  durch  einen 
Punkt  giebt.  Die  Gesammtheit  der  durch  vier  Punkte  gehenden 
Kegelschnitte  soll  ein  Kegelscli nittbüschel  heissen  und  die  vier 
Punkte  selbst  die  M ittelpunkle  (Grundpunkte)  des  Büschels. 
Das  Kegelschuittbüschel  ist  daher  ein  Gebilde  von  einfacher  Un- 
endlichkeit; hiergegen  spricht  scheinbar,  dass  durch  einen  in  der 
Khene  der  vier  Mittelpunkte  willkührlich  gewählten  Punkt  ein 
Kegeisclmitt  des  Büschels  vollständig  und  eindeutig  bestimmt  wird 
und  die  Kbene  selbst  ein  doppelt -unendliches  Gebiet  von  Punkten 
enthält;  dies  erledigt  .sich  dadurch,  dass  ein  solcher  durch  fünf 
Punkte  bestimmter  Kegelschnitt  zugleich  unendlich  viele  andere 
Punkte  enthält  und  jeder  derselben  anstatt  des  fünften  gewählt  immer 
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wieder  denselben  Kegelsclinilt  bervorruft.  llei  der  Jlewegung  des 
fünften  Punktes  durch  das  ganze  doj»peIt-unendlicbe  (iebiet  der 
Ebene  tritt  also  jeder  Kegelschnitt  des  Büschels  selbst  unendlich 
oft  auf  und  die  sämmtlichen  von  einander  verschiedenen  Kegel- 
schnitte des  Büschels  umfassen  also  nur  eine  Mannichfaltigkeit 
von  einfacher  Unendlichkeit.  Seien  AB  CD  die  vier  Mittelpunkte 
des  Büschels  und  ein  beliebiger  durch  A gehender  Sti’ahl  51  die 
Tangente  eines  dem  Büschel  angehörigen  Kegelschnitts,  welcher 
hierdurch  vollständig  bestimmt  ist,  so  erhallen  wir  nach  § 23 
die  Tangenten  in  BCD^  indem  wir  die  Diagonalpunkte  des  voll- 
ständigen Vierecks  AB  CD  bestimmen: 

[AB,CD)  = x [AC,  BD)  — y [AD,BC)  — z 

und  die  Seiten  dieses  Diagonaldreiecks: 

[y,  j)  = X [z,  x)  = r {x,  y)  — z 

und  bemerken,  dass  die  Tangenten  in  A und  B sich  auf  X 
.schneiden  müssen;  die  Diagonale  X trifHt  also  5(  in  einem  Punkte, 
dessen  Verbindungslinie  mit  B die  Tangente  in  B ist;  ebenso 
trifft  sie  Y in  einem  andern  Punkte,  dessen  Verbindungslinie 
mit  6’, die  Tangente  in  C ist  und  endlich  giebt  die  Verbindungs- 
linie des  Schnittpunktes  von  5t  und  Z mit  D die  Tangente  in  D. 
Drehen  wir  also  d<?n  Strahl  51  um  A,  wodurch  wir  sämmtliche 
Kegelschnitte  des  Büschels  erhalten,  so  drehen  sich  auch  die 
Tangenten  53  6!D  um  die  resp.  Punkte  B,  6’,  D und  beschreiben 
Strahlbüschel,  welche  perspektivisch  liegen  mit  demjenigen, 
welches  51  beschreibt;  die  perspektivischen  Durchschnitte  sind  die 
drei  Diagonalen  des  vollständigen  Vierecks  der  vier  Mittelpunkte 
des  Büschels.  Wir  erhalten  hieraus  folgenden  Satz: 

Die  Tangenten  an  einem  Kegelschnitte  des  Bü- 
schels in  irgeml  zweien  der  vier  Mittelpunkte  be- 
schreiben, wenn  d<*r  Kegelschnitt  das  ganze  Büschel 
durchläuft,  zwei  proj ck t i vi sch e Stra h 1 bü sch el,  welche 
perspektivisch  liegen  und  zu  ihrem  perspektivischen 
Durchschnitt  eine  der  drei  Diagonalen  des  vollstän- 
digen Vierecks  der  vier  Mittelpunkte  haben. 

Hierdurch  werden  wir  in  den  Stand  gesetzt,  das  Kegel- 
schnittbüschel selbst  als  ein  neues  (lebilde  einfacher  Unendlichkeit 
mit  irgend  einem  andern,  z.  B.  einem  ebenen  Slrahlbüschel , einer 
Schrüler,  Tlirorio  il.  Kr^-i'Uchii.  15 
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geraden  Punktreihe  oder  einem  andern  Kegelschnitlbüscliel  in 
projektivische  Beziehung  zu  setzen,  so  dass  die  Elemente  der 
beiden  Gebilde  sich  eindeutig  entsprechen,  indem  wir  zur  Her- 
stellung dieser  Beziehung  ein  Strahlhüschel  verwenden^  welches 
von  den  Tangenten  des  Kegelschnitthfischels  in  irgend  einem  der 
vier  Mittelpunkte  gebildet  wird,  und  für  jede  Tangente  dann  den 
Kegelschnitt  des  Büschels  substituiren,  welcher  durch  dieselbe 
eindeutig  bestimmt  ist.  Wir  gelangen  durch  Einführung  dieses 
neuen  Gebildes  zu  der  projek livischen  Erzeugung  der  allgemeinen 
Kurven  dritten  und  vierten  (irades  ebenso,  wie  wir  durch  die 
j)rojektivische  Beziehung  zweier  Strahlhüschel  zum  Kegelschnitt 
gelangten.  (Chasles,  comples  rendus  1853.) 

Die  gleiche  Mächtigkeit  des  Kegelschnillbüscheis  und  des 
Slrahlbüschels  deutet  darauf  hin,  dass  das  erste  aus  dem  letz- 
teren unmittelbar  liervorgehen  könnte,  und  in  der  That  führt 
folgende  ebenso  sinnreiche,  als  nützliche  Betrachtung  Steiners 
zu  diesem  Ziel.*) 

Denken  wir  uns  B und  /?,  als  die  Mittelpunkte  zweier  Strahl- 
büschel, welche  die  (icrade  51  zu  ihrem  perspektivischen  Durch- 
scJinitt  haben,  so  ist  die  projektivische  Beziehung  derselben  voll- 
ständig bestimmt  durch  die  Lage  von  51;  die  Verbindungslinie 
der  Mittelpunkte  .ßj?,  enthält  zwei  zusammcnfallende  entsprechende 
Strahlen  e und  Cj  für  diese  Beziehung.  Verändern  wir  nun  die 
Lage  des  perspektivischen  Durchschnitts  51,  indem  wir  denselben 
um  einen  festen  Punkt  P drehen,  so  können  wir  uns  für  jede 
neue  Lage  von  51  eine  neue  Beziehung  zweier  Strahlbüschel  mit 
denselben  Mittelpunkten  BB^  hergeslelll  denken  und  es  haben 
die  beiden  neuen  Strahlhüschel  alsdann  die  Strahlen  e und  c, 
ebenfalls  zu  entsprechenden;  das  Slrahlenpaar,  welches  von  B 
und  nach  dem  unveränderten  Punkte  P der  Geraden  51  geht, 
p und  />! , ist  für  die  alte  Beziehung  wie  für  die  neue  ebenfalls 
ein  Paar  entsprechender  Strahlen.  Bei  der  Bewegung  von  51 
beschreibt  nun  diese  Gerade  selbst  ein  Strahlhüschel,  dessen 
Strahlen,  nach  einander  als  die  perspektivischen  Durchschnitte  je 


*)  .Steiner  pflegte  in  humoristischer  Weise  diese  Betrachtung  mit 
dem  Worte  „Dampfmaschine“  zu  bezeichnen  und  bediente  sich  dieses 
Ausdrucks  sowohl  im  persönlichen  Verkehr  mit  wissenscliaftliclien 
Freunden,  als  auch  in  seinen  Manuskripten  zur  Abkürzung. 
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zweier  Strahlbfischel  mit  den  festen  Mittelpunkten  B und  auf- 
gefasst, unendlich  viele  Paare  von  projeklivischen  Strahlhiischeln, 
die  gewissermassen  in  B und  B^  fiber  einander  liegen,  bervor- 
rufen.  Werden  diese  projektiviscben  Beziehungen  feslgebalten, 
aber  die  perspektivische  I.age  aufgeliobcn  etwa  dadurch , dass  das 
eine  oder  beide  Systeme  von  Strablbüscheln  um  ihre  Mittel- 
punkte B und  beliebig  gedreht  oder  in  der  Ebene  verschoben 
und  gedreht  werden,  so  wird  aus  jeder  Geraden  91  nunmehr  ein 
Kegelschnitt,  den  die  beiden  nicht  mehr  perspektivisch  liegenden 
aber  projektiviscben  Strahlbuschei  erzeugen;  alle  diese  Kegel- 
schnitte haben  zunächst  die  Punkte  B und  /?,  (die  Mittelpunkte 
der  erzeugenden  Strahlbüschel}  gemein,  ferner  einen  Punkt  e, 
den  Schnittpunkt  der  beiden  Strahlen  e und  nach  Aufhebung 
der  perspektivischen  Lage,  weil  diese  beiden  Strahlen  für  jede 
der  vorigen  Beziehungen  entsprechende  waren,  und  endlich  auch 
den  Punkt  p,  den  Schnittpunkt  der  Strahlen  p und  nach  Auf- 
hebung der  perspektivischen  Lage  aus  demselben  Grunde.  Die 
sämmtlichen  auf  diese  Weise  erzeugten  Kegelschnitte  gehen  also 
durch  vier  feste  Punkte  BB^tp,  d.  h.  sie  bilden  ein  Kegelschnitt- 
büschel mit  vier  Mittelpunkten  und  dieses  ist  unmittelbar  aus 
dem  von  91  beschriebenen  Strahlbüschel  hervorgegangen,  indem 
jeder  Strahl  desselben  zu  einem  Kegelschnitt  des  Büschels  wurde. 
Beide  Gebilde  sind  also  von  gleicher  Mächtigkeit  und  das  Strahl- 
büschel ist  eigentlich  nur  ein  besonderer  Fall  des  Kegelschnitt- 
büschels, welcher  gewissermaassen  der  perspektivischen  Lage  ent- 
spricht. Wir  erkennen  ferner,  wenn  wir  die  Bedingung,  dass 
der  perspektivische  Durchschnitt  91  durch  einen  festen  Punkt  P 
gehen  solle,  aufheben  und  ihn  das  ganze  doppelt- unendliche  Gebiet 
der  Ebene  durchstreifen  lassen,  dass  aus  den  sämmtlichen  Geraden 
der  Ebene  nach  Aufhebung  der  perspektivischen  Lage  eben  so  viel 
Kegelschnitte  werden,  die  durch  drei  feste  Punkte  gehen,  dass 
diese  also  ein  Gebilde  von  doppelter  ünendlicbkeit  (Schaar  - Sebaar) 
ausmachen.  Es  leuchtet  die  Nützlichkeit  dieser  Betrachtung  augen- 
scheinlich ein,  weil  nun  umgekehrt  jedes  Kegcischnitthüschel 
mit  vier  Mittelpunkten  durch  eine  passende  Drehung  in  ein  Strahl- 
büschel verwandelt  werden  kann  und  hiedurch  die  Untersuchung 
der  Eigenschaften  des  Kegelschniltbüschels  wesentlich  vereinfacht 
wird.  Suchen  wir  zunächst  zu  ermitteln,  wie  sich  die  verschie- 
denefi  Gattungen  von  Kegelschnitten:  Ellipsen,  Hyperbeln,  Para- 
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l»eln  in  dein  Hnsrliel  vpiiheüen.  Um  die  Begride  zn  fixiren, 
denken  wir  uns  die  Bnnkte  B und  fest  Ideihend,  aber  das 
ganze  System  von  Strablln‘isclieln  in  B um  einen  beliebigen 
Winkel  d und  das  ganze  System  von  Strahlbüscheln  in  B^  nin 
einen  Winkel  in  d’  gedrelit,  wo  d und  d'  ihrer  Grösse  nnd  Preli- 
rirblung  nach  gegeben  sind;  alsdann  entsteht  durch  diese  beiden 
Drebnngen  {von  denen  and)  eine  z.  B.  d'  = o sein  könnte)  aus 
dem  von  51  beschriebenen  Straliliinscbel  um  P ein  Kegelscbnitt- 
bnscliel  mit  den  vier  Mittelpunkten  BB^t)(!.  Es  ist  zuvörderst 
ersirhllicb,  dass  in  dem  Kegelscbnittbnscbel  drei  Ijnienpaarc  (be- 
sondere Hyperbeln'  Vorkommen;  denn  unter  den  durch  P geben- 
den Strahlen  5(  befindet  sich  einmal  auch  der  Strahl  PB\  die 
beiden  perspektivischen  Stralilbnschel  in  B und  B^,  welche  ihn 
zum  perspektivischen  Durchschnitt  haben,  befinden  sich  in  der 
eigenlhnmlichen  Lage,  welche  wir  die  parabolische  (§  19  o)  ge- 
nannt haben,  indem  allen  Strahlen  des  Sti’ahlbnschels  in  B^  der 
einzige  Strahl  BP  in  dem  Sli*ahlbfisc,hel  B nnd  allen  Strahlen 
des  Strahlbnschels  B der  einzige  Strahl  B^  B des  Strahlbüschels  B^ 
entspricht;  nach  der  Drehung  um  die  Winkel  6 nnd  d’  werden 
diese  beiden  besonderen  Strablbüscbel  einen  Kegelschnitt  er- 
zeugen, «lessen  Punkte  auf  den  beiden  Geraden  7?p  un<l  /?,  c 
liegen,  ai.so  ein  Linicii|»aar ; in  gleicherweise  wii-d  ans  dem  be- 
sonderen durch  B^  gehenden  Sti*ahl  5(  ein  Kegelschnitt,  welcher 
sich  in  das  Linienpaar  7?,  und  7?c  aullöst.  Bemerken  wir  endlich, 
dass  vor  <ler  Drehung  um  die  Winkel  d und  d’  zwei  besondere 
Strahlen,  welche  mit  der  Verbindungslinie  7? 77,  in  entgegen- 
gesetztem Drehungssinne  die  resp.  Winkel  d und  d’  bildeten  und 
sieb  in  einem  Punkte  £ trafen,  nacb  der  Drehung  auf  einander  fallen 
müssen;  wir  sehen  hieraus,  dass  aus  demjenigen  Strahl  51,  welcher 
durch  £ geht,  ai.so  Pe,  ein  Kegelschnitt  wird,  der  wiederum  in 
ein  Linienpaar  z»‘rfällt,  weil  die  beiden  ihn  erzeugenden  projek- 
tivischen  Slrahlbnschel  auch  nach  der  Drehnng  perspektivisch 
werden;  folglich  enthrdt  <las  Kegelschnittbü.schel  noch  ein  drittes 
Linlen[)aar  ^7?,  und  Aus  allen  übrigen  Geraden  51  werden 
ab«;r  Kegelschnitte  im  eigentlichen  Sinne  des  W’oi’tes  und  wir 
wollen  nachsehen,  wi(*.  viel  Hyperbeln,  Parabeln,  Ellipsen  unter 
ibnen  Vorkommen.  Hierzu  müssen  wir  diejenigen  Punkte  in  der 
Elnme  anfsuchen , welche  nach  der  Drehung  in  die  Unendlichkeit 
fallen;  alle  Punkte  im  Unendlichen  der  Ebene  liegen  auf  der 
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Geraden  oder  sind  die  Durelisclinittspunktc  entsprecljender 
Slruhlen  zweier  projeklivisch -gleicher  und  gleichlaufender  Slrahl- 
hüschel,  welche  sich  in  perspektivischer  Lage  hcfinden  {§  19); 
vor  der  Drehung  müssen  zwei  solche  in  B und  /?,  placirte  Strahl- 
büschel einen  Kreis  erzeugen  (§24);  alle  Punkte  dieses  Kreises 
gehen  also  nach  der  Drehung  in  die  Unendlichkeit  oder  vielmehr 
die  beiden  diesen  Kreis  erzeugenden  Strahlhüschel  werden  nach 
der  Drehung  perspektivisch,  erzeugen  also  ein  Linienpaar,  dessen 
einer  Theil  BB^  und  dessen  anderer  Theil  ist.  Dieser  Kreis, 
welchen  wir  kurzweg  den  „Drehkreis“  nennen  wollen,  ist  un- 
schwer zu  ermitteln;  er  wird  olfenbar  durch  die  drei  Punkte 
BB^  und  £ gehen  und  durch  dieselben  bestimmt  sein;  £ ist  aber 
derjenige  Punkt , in  welchem  sich  zwei  Strahlen  durch  B und  /?, 
schneiden,  welche  nach  der  Drehung  auf  BB^  zusammenfalleu, 
die  also  um  die  Winke!  d und  rU  zurückgedrehl  erscheinen  und 
c ist  derjenige  Punkt,  in  welchem  sich  zwei  Strahlen  durch 
B und  nach  der  Drehung  trefl’en,  welche  vor  der  Drehung 
in  dem  Strahle  BB^  vereinigt  waren;  daher  liegen  c und  £ sym- 
metrisch zu  «ler  Geraden  BB^.  Ist  der  Drehkreis  ermittelt,  so 
wird  aus  einem  solchen  Strahle  51,  welcher  ihn  in  zwei  reellen 
Punkten  schneidet,  eine  Hyperbel,  weil  die  beiden  Schnittpunkte 
nach  der  Drehung  in  die  Unendlichkeit  fallen,  aus  denjenigen 
Strahlen  5(,  welche  den  Drehkreis  berühren,  je  eine  Parabel  und 
aus  allen  Strahlen  51,  welche  ihn  nicht  trelfen,  Kllipsen;  ferner 
kommt  unter  den  Strahlen  51  ein  einziger  vor,  der  durch  den 
Mittelpunkt  des  Drehkreises  gehk;  aus  diesem  wird  eine  gleich- 
seitige Hyperbel,  weil  die  unendlich  entfernten  Punkte  derselben 
unter  einem  rechten  Winkel  erscheinen.  Liegt  daher  der  Punkt  P 
ausserhalb  des  Drehkreises,  so  giebt  es  unter  dem  Hüschel  von 
Kegelschnitten  unendlich  viele  Lllij)sen,  unendlich  viele  Hyper- 
beln und  nur  zwei  l’araheln,  welche  diese  beiden  Gruppen  von 
einander  trennen ; unter  den  Hyperhein  kommt  nur  eine  einzige 
gleichseitige  vor.  Wir  bemerken  noch  einen  besondern  Fall:  Da 
nämlich  alle  Punkte,  die  im  Unendlichen  liegen,  in  B und  Z>', 
zwei  gleiche  und  gleichlaufende  projektivische  Strahlbüschel  her- 
vorrufen,  also  nach  der  Drehung  Punkte  eines  bestimmten  Kreises 
werden,  welcher  zu  dem  Drehkreise  symmetrisch  liegt  in  Bezug 
auf  die  A.xe  BB^,  so  folgt,  dass,  wenn  P im  Unendlichen  liegt, 
allemal  die  vier  Mittelpunkte  des  Kegelschnittbüschels  auf  einem 
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Kreise  liegen  müssen;  wenn  aber  P im  rnendlichen  liegt,  so 
sind  die  beiden  aus  ihm  an  den  Drehkreis  zu  legenden  Tangenten 
parallel,  ihre  Berührungspunkte  erscheinen  also  von  B (oder  B^) 
aus  unter  einem  rechten  Winkel.  Aus  diesen  beiden  Tangenten 
werden  nach  der  Drehung  zwei  Parahehl,  deren  unendlich-entfernte 
IHinkte  in  zwei  zu  einander  rechtwinkligen  Richtungen  liegen,  und 
dies  Verhalten  findet  auch  umgekehrt  statt : Wenn  die  Berührungs- 
punkte zweier  Tangenten  des  Drehkreises  unter  rechtem  Winkel 
von  B (oder  B^)  aus  erscheinen,  so  liegt  ihr  Schnittpunkt  im 
(Jnendlichen.  Wir  schliessen  also: 

Wenn  in  einem  Kegelsch nitthüschel  von  vier  Punk- 
ten zwei  Para  he  ln  Vorkommen,  deren  unendlich -ent- 
fernte Punkte  in  zwei  zu  einander  rechtwinkligen 
Richtungen  liegen,  so  liegen  allemal  die  vier  Mittel- 
punkte des  Büschels  auf  einem  Kreise.  Oder: 

Legt  man  durch  drei  l*unkte  zwei  Parabeln,  deren 
A X e n auf  einander  rechtwinklig  stehen,  so  schneiden 
sich  dieselben  noch  in  einem  vierten  Punkte,  welcher 
mit  den  drei  gegebenen  auf  einem  Kreise  liegt.  Oder: 

Zwei  Parabeln,  deren  Axen  auf  einander  senk- 
recht stehen,  treffen  sich  im  Allgemeinen  in  vier 
Punkten,  welche  auf  einem  Kreise  liegen. 

Liegt  nun  anderseits  P innerhalb  des  Drehkreises,  so  besteht 
das  Büschel  aus  lauter  Hyperbeln,  unter  denen  sich  nur  eine 
gleichseitige  findet;  weil  in  diesem  Falle  alle  durch  P gezogenen 
Strahlen  51  den  Drehkreis  in  zwei  reellen  Punkten  trefien.  Liegt 
endlich  P auf  dem  Drehkreise  selbst,  so  kommt  in  dem  Büschel 
nur  eine  einzige  Parabel  vor,  alle  übrigen  Kegelschnitte  desselben 
sind  Hyperbeln.  Ist  insbesondere  der  Punkt  P gerade  der  Mittel- 
punkt des  Drehkreises,  so  werden  alle  Kegelschnitte  des  Büschels 
gleichseitige  Hyperbeln;  es  giebt  also  ein  besonderes  Kegelschnitt- 
büschel, w elches  aus  lauter  gleichseitigen  Hperbeln  besteht.  Suchen 
wir  die  gewonnenen  Resultate  nun  in  der  Weise  umzugestalten, 
dass  wir  von  dem  Drehkreise  abstrahiren  können  und  nur  die 
das  Kegelschnittbüschel  bestimmenden  vier  Mittelpunkte  als  ge- 
geben annehmen.  Lassen  wir  zu  diesem  Behuf  den  Punkt  P alle 
möglichen  Lagen  iunerhalb  des  Drehkreises  annehmen,  so  sehen 
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wir,  weil  die  Kreisfläche  durch  das  Dreieck  BB^e  (Fig.  57)  in 

(Fig.  57.) 


vier  Stücke  zerschnitten  wird,  nämlich  das  Dreieck  und  die  drei 
Segmente  über  den  Seiten  desselben,  dass  1)  wenn  P innerhalb 
der  Drelecksflächc  BB^b  liegt,  nach  der  Drehung  der  Ihinkt  p 
in  das  Dreieck  BB^t  hineinfalleii  muss,  weil  er  beständig  der 
symmetrisch  liegende  zur  Linie  BB^  sein  wird;  2)  wenn  dagegen 
P in  dem  Kreis.segmente  über  Be  liegt,  so  wird  der  Punkt  p 
nach  der  Drehung  in  demjenigen  Schcitelraume  liegen,  welchen 
die  Geraden  B^  B und  B^  c begrenzen  und  der  ausserhalb  des 
Dreiecks  liegt,  denn  von  zwei  Strahlen  /?,  P und  BP, 

welche  nach  einem  in  diesem  Kreissegmente  liegenden  Punkt  P 
hingehen,  fällt  nach  der  Drehung  der  erste  nothw endig  in  diesen 
Winkelraum  und  der  zweite  in  den  Winkelraum,  welchen  die 
Geraden  BB^  und  die  Tangente  in  B nach  der  Drehung  be- 
grenzen; die  letztere  wird  aber  parallel  B^t]  beide  Winkelräume 
haben  nun  gemeinsam  denjenigen  Seheitelraum  des  Winkels  BB^t, 
welcher  ausserhalb  des  Dreiecks  liegt;  3)  wenn  P in  dem  Kreis- 
segmente über  B^e  liegt,  so  fällt  nach  der  Drehung  aus  gleichem 
Grunde  p in  denjenigen  Scheitelraum  des  Winkels  B^Bt,  welcher 
ausserhalb  dieses  Dreiecks  liegt,  und  endlich  4)  wenn  P in  dem 
Kreissegmente  über  BB^  angenommen  wird,  so  muss  nach  der 
Drehung  p nothwendig  in  denjertigen  Scheitelraum  des  Winkels 
BtB^  hineinfallen,  welcher  ausserhalb  dieses  Dreiecks  liegt,  weil 
die  Tangenten  in  B und  B^  nach  der  Drehung  mit  c und  Bt 
parallel  werden.  Liegt  daher  P überhaupt  innerhalb  des  Dreh- 
kreLses,  so  muss  nach  der  Drehung  p in  einen  der  vier  mit  (ä) 
in  der  Figur  bezeichneten  Räume,  nämlich  die  Dreiecksfläche  B B^z 
und  die  drei  unendlichen  Winkelräume  an  den  Kcken  des  Dreiecks 
hineinfallen;  liegt  dagegen  P ausserhalb  des  Drehkreises,  so  muss 
p in  einen  der  drei  übrigen  mit  [c]  bezeichneten,  den  Dreiecks- 
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seilen  anliegemien  uiicnilliciien  Räume  liinciiifallen;  die  ganze 

unendliche  Ebene  wird  näiiilicli  durch  die  Seiten  des  Dreiecks 

% 

in  7 Räume  zerschnilteu,  von  denen  die  vier  mil  (ä)  he- 
zeiclmeten  die  hyperbolischen,  die  drei  mit  (c)  bezeichnelen  die 
elliptischen  genannt  werden  können.  Refindel  sich  nun  der  vierte 
Mittelpunkt  p des  Rüschels  in  einem  der  drei  elliptischen  Räume, 
so  liegen  die  vier  Millelj)unkte  so,  dass  jeder  sich  ausserhalb  des 
von  den  drei  andern  gebildeten  Dreiecks  befindet,  oder  dass  sie 
ein  convexes  Viereck  bilden;  liegt  dagegen  p in  einem  der  vier 
hyperbolischen  Räume,  so  hahen  die  vier  Mittelpunkte  die  charak- 
teristische Lage,  dass  einer  nollnvendig  innerhalb  des  von  den  drei 
andern  gebildeten  Dreic^cks  sich  findet,  oder  dass  sie  ein  con- 
caves  Viereck  bilden.  Wir  schliessen  hieraus  folgenden  Satz: 

Wenn  die  vier  Mittelpunkte  eines  Kegelschnill- 
buschels  so  liegen,  dass  jeder  ausserhalb  des  von  den 
drei  andern  gebildeten  Dreiecks  sich  befindet  (oder 
dass  sie  ein  convexes  Viereck  bilden),  so  zerfallen  <lie  Kegel- 
schnitte des  Büschels  in  eine  Gruppe  von  Ellipsen, 
eine  Gruppe  von  Hyperbeln  uihI  nur  zwei  Darabeln, 
welche  die  üebergänge  von  der  einen  Gruppe  zur  an- 
dern bilden;  unter  den  Hyperbeln  kommt  nur  eine 
einzige  gleichseitige  und  drei  Li  nie n paare  vor.  Wenn 
dagegen  die  vier  Mittelpunkte  des  Kegelschnitlbü- 
schels  so  liegen,  dass  einer  innerhalb  des  von  den  drei 
andern  gebildeten  Dreiecks  sich  findet  (oder  dass  sie 
ein  concaves  Viereck  bihlen),  so  bestehen  die  Kegelschnitte 
des  Büschels  aus  lauter  Hyperbeln  und  unter  diesen 
kommt  im  .Allgemeinen  nur  eine  einzige  gleichseitige 
Hyperbel  und  drei  Linien  paare  vor. 

Einer  der  beiden  vorigen  Fälle  muss,  wie  wir  gesehen  haben, 
immer  eintrelen;  im  letzten  Falle  nun  kann  insbesondere  nach 
dem  Vorigen  der  Punkt  p so  liegen,  dass  alle  Hyperbeln  des  Bü- 
schels gleichseitige  werden,  wenn  nämlich  B gerade  der  Mittel- 
punkt des  Drehkreises  ist;  es  ist  leicht  zu  erkennen,  welche 
eigenthümliche  Lage  die  vier  Mittelpunkte  des  Büschels  zu  einan- 
der liaben  müssen,  damit  dieser  specielle  Fall  eintrete.  Aus  der 
Figur  geht  nämlich  hervor,  wenn  M der  Mittelpunkt  des  Dreh- 
kreises ist,  welcher  nach  der  Drehung  in  die  Lage  m kommt, 
(Fig.  57)  dass: 
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LBMBy=28  also  LM  B B^  = L M B^B — ^0^  — 6 — 6\ 

daher  winl  L B^  Bm  = 90®  — <5^  und  i,  Z? />’,;«  = 90®  — ö,  also 

Z.  Z?w/?i  = d + 6K 

^nu  ist  aber: 

/.  zBm  = 90®  — — d und 

/.c^im  = 90®  — (5  — d>, 

folglich  stellt  /?c  auf  B^m  senkrecht  und  B^c  auf  Bm,  d.  h.  c 
ist  der  Ilöhcnpunkt  des  Dreiecks  BB^m  odef,  was  dasselbe  sagt: 
Die  vier  Dünkte  BB^tm  liegen  so,  dass  jeder  von  ihnen  der 
llöhen[)unkt  des  von  den  drei  andern  gebildeten  Dreiecks  ist. 
Dies  war  allerdings  auch  durch  folgendes  Raisonnenient  vorherzu- 
sehen: Aus  einem  durch  M,  den  Mittelpunkt  des  Drehkreises, 
gehenden  Strahl  % wird  nothwendig  eine  gleichseitige  Hyperbel 
nach  der  Drehung,  weil  diejenigen  Dünkte,  welche  in’s  Unend- 
liche gehen,  unter  einem  rechten  Winkel  von  B oder  B^  aus 
erscheinen;  gehen  zwei  Strahlen  durch  M,  so  ist  der  Dunkt 
P mit  M identisch,  also  sümmtliche  ^ gehen  durch  AI;  mithin 
werden  aus  sämmllichen  Kegelschnitten  des  Rüschels  gleichseitige 
Hyperbeln,  insbesondere  auch  aus  den  drei  Linienpaaren  des 
Büschels,  welche  specielle  Hyperbeln  siml  und  daher  aus  je  zwei 
zu  einander  rechtwinkligen  Strahlen  bestehen  müssen;  wir 
schliessen  also:  „Wenn  zwei  Seitenpaare  eines  vollstrindigen  Vier- 
ecks zwei  Daar  rechtwinklige  Strahlen  sind,  so  ist  auch  das 
dritte  Seifenpaar  zu  einander  rechtwinklig“,  was  nur  in  anderer 
Form  der  bekannte  Elementarsatz  ist:  „Die  drei  Höhen  eines  Drei- 
ecks schneiden  sich  in  einem  Dünkte“,  da  eine  Dreiecksseile  und 
die  zugehörige  Höhe  ein  Seilenpaar  desjenigen  vollständigen 
Vierecks  sind,  welches  von  den  Dreiecksecken  und  dem  Höhen- 
punkt gebildet  wird.  Wir  können  also  folgenden  Satz  aus- 
sprechen: 

Wenn  die  vier  Mittelpunkte  eines  Kegelschnitt- 
büschels so  liegen,  dass  einer  (jeder)  der  Höhen pun kl 
des  von  <len  drei  andern  gebildeten  Dreiecks  ist,  so 
bestehen  die  K egeljschnitte  des  Büschels  aus  lauter 
gleichseitigen  Hyperbeln,  von  denen  drei  besondere 
die  drei  zu  einander  rechtwinkligen  Seitenpaarc  die- 
ses vollständigen  Vierecks  sind. 

Oder  auch: 
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Alle  glcichseiligen  Hyperbeln,  welche  (leinseihen 
Dreieck  iinischri eben  sind,  gehen  gleichzeitig  durch 
den  IJöhenpunkt  dieses  Dreiecks. 

Hieraus  folgt  beiläufig  eine  Eigenschaft  der  gleichseitigen 
Hyperbel,  welche  eine  gewisse  Analogie  mit  der  bekannten  Grund- 
elgenschaft des  Kreises  darbielet: 

Begegnet  von  zwei  zu  einander  rechtwinkligen 
Strahlen,  welche  sich  in  o schneiden,  der  eine  einer 
gleichseitigen  Hyperbel  in  den  Punkten  a und  a',  der 
andere  in  h und  i , so  ist  immer 

oa  . oö‘  oh  . oW  = 0 1 

d.  h.  es  ist  das  Produkt  der  Abschnitte  auf  dem  einen 
Schenkel  des  rechten  Winkels  gleich  dem  Produkt  der 
Ah  schnitte  auf  dem  andern;  aber  die  Schnittpunkte 
liegen  so,  dass  zwei  auf  derselben  Seite  von  o sich 
finden  und  die  beiden  andern  auf  entgegengesetzten 
Seiten  von  o;  denn  die  vier  Pun kte  a«’ liegen  immer 
so,  dass  jeder  der  Höhenpunkt  des  von  den  drei  an- 
dern gebildeten  Dreiecks  ist. 

Das  Büschel  gleichseitiger  Hyperbeln,  welche  einem  Dreieck 
umschrieben  sind  und  zugleich  durch  den  Höhenpunkt  des  Drei- 
ecks gehen,  besitzt  unter  andern  folgende  bemerkenswerlhe  Eigen- 
schaft, welche,  als  besonderer  Fall  einer  später  zu  erweisenden 
allgemeinen  Eigenschaft,  schon  hier  vorausgeschickt  werden  mag: 

Das  von  den  drei  Ecken  des  Dreiecks  und  dem  Höhenpunkt 
gebildete  vollständige  Viereck  hat  zu  seinem  Diagonaldreiek 
xyz,  das  von  den  drei  Fusspunkten  der  Höhen  gebildete  Drei- 
eck, weil  jede  Seile  und  die  darauf  senkrecht  stehende  Höhe  ein 
Seitenpaar  des  vollständigen  Vierecks  ist.  Dieses  Dreieck  x y z 
ist  aber  ein  Tripel  konjugirter  l’unkte  für  alle  Kegelschnitte  des 
Büschels  (§  30);  denken  wir  uns  um  dasselbe  einen  Kreis  gelegt, 
so  muss  dieser  {§  34)  alle  Kreise  rechtwinklig  schneiden,  welche 
die  Ortskreise  der  Scheitel  der  den  Kegelschnitten  des  Büschels 
umschriebenen  rechten  Winkel  sind ; und  da  alle  Kegelschnitte 
des  Büschels  gleichseitige  Hyperbeln  sind,  für  deren  jede  jener 
Ortskreis  sich  auf  einen  Punkt,  den  Mittelpunkt  der  gleichseitigen 
Hyperbel  reducirt,  so  muss  der  um  xyz  gelegte  Kreis  die  Mit- 
telpunkte aller  gleichseitigen  Hyperbeln  des  Büschels  enthalten. 
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Er  gehl  also  insbesondere  auch  durch  die  Milten  der  sechs  Seiten 
unseres  vollständigen  Vierecks  oder  durch  die  Mitten  der  Seiten 
tles  Dreiecks  und  die  Mitten  der  oberen  Abschnitte  der  Höhen 
(Verbindungslinien  des  Ilöhenpunkls  mit  jeder  Ecke);  also: 

Die  Mittelpunkte  aller  gleichseitigen  Hyperbeln, 
welche  einem  Dreieck  umschrieben  werden  können, 
liegen  auf  einem  Kreise,  der  durcli  die  Fusspunkle 
der  Höhen,  die  Milten  der  Seilen  und  die  Mitten  der 
drei  oberen  Abschnitte  auf  den  Höhen  hindurchgehl 
(Kreis  der  neun  Punkte).  Die  Eigenschaft,  dass  die  genannten 
neun  Punkte  auf  einem  Kreise  liegen,  ist  aus  den  Elementen  be- 
kannt und  leicht  auf  elementarem  Wege  zu  beweisen.  (Vergl. 
,,Die  geometrischen  Konstruktionen,  ausgeführt  mittelst  der  ge- 
raden Linie  und  Eines  festen  Kreises“  von  J.  Steiner,  Seite  53.) 

Der  schon  vorhin  erwähnte  Fall,  dass  P auf  der  Peripherie 
des  Drehkreises  liegt,  führt  zu  einem  Büschel  von  lauter  Hyper- 
beln, welches  nur  eine  einzige  Parahel  enthält,  denn  in  diesem 
Falle  geht  der  Punkt  p,  einer  der  vier  Mittelpunkte,  in  die  Un- 
endlichkeit und  durch  vier  Punkte,  von  denen  einer  im  Unend- 
lichen liegt,  ist  nur  eine  einzige  Parabel  möglich,  weil  die  un- 
endlich-entfernte Gerade  Tangente  der  Parabel  ist;  alle  übrigen 
Kegelschnitte  eines  solchen  Büschels  sind  aber  offenbar  Hyperbeln 
und  die  Gruppe  Ellipsen  verschwindet  in  diesem  Falle. 

§ 39.  Charakteristische  Eigenschaft  des  Eegelschnitt- 

büschels  und  einige  Folgerungen  aus  derselben. 

Die  in  dem  vorigen  Paragraphen  gezeigte  Entstehungsweise 
des  Kegelschnittbüschels  führt  zu  einer  charakteristischen  Eigen- 
schaft desselben,  welche  häufig  benutzt  wird;  denken  wir  uns 
nämlich  eine  beliebige  gerade  Linie  (Transversale)  in  der  Ebene 
des  Kegelschnittbüschcls,  so  wird  dieselbe  von  jedem  Kegelschnitt 
des  Büschels  im  Allgemeinen  in  zwei  Punkten  x,  | getrolfen, 
welche  ein  Punktsystem  bilden,  in  der  Thal,  seien  die 

vier  Mittelpunkte  des  Büschels  und  2 die  gegebene  Transversale, 
so  können  wir  uns  in  B und  B^  zwei  persjiektivische  Strahl büschel 
denken,  welche  £ zu  ihrem  perspektivischen  Durchschnitt  haben 
und  ausserdem  in  B und  By  die  .Mittelpunkte  je  zweier  projek- 
liviscber  Strahlbüschel,  welche  allemal  einen  Kegelschnitt  des 
Büschels  erzeugen.  Denken  wir  uns  dann  die  ganze  Gruppe  von 
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S(rtililhüi>cliel|)dareii  in  B und  so  uni  die  Miltelpunklc  BB^ 
Iieruingedrehl,  dass  Bt  und  Z?,  c zusaniincnfalleii,  so  wird  aus 
dein  Kegclschnitthüscliel  ein  einfacites  Slralilhüscliel  (^1)  um  den 
Mittelpunkt  /^•  aus  der  Geraden  S wird  aber  ein  Kegelschnitt^, 
da  die  beiden  vor  der  Dreliung  perspektivischen  Strahlbüschel, 
welche  t erzeugten,  jetzt  iin  Allgemeinen  nicht  mehr  perspek- 
tivisch liegen  werden;  die  beiden  Schnittpunkte  x und  ^ irgend 
eines  Kegelschnitts  A’  des  Düschels  mit  der  Transversale  2 gehen 
daher  in  die  Schnitlpunkte  eines  Strahles  mit  dem  Kegel- 
schnitt ^ über;  lasst  man  nun  ^ das  ganze  Strahlbüschel  um 
durchlaufen,  so  werden  nach  einem  im  §31  gefundenen  Satze 
Bx^  und  B^^  (oder  auch  .r'  und  ein  Strahlsystem  be- 

schreiben, welches  also  auch  vor  der  Drehung  ein  Strahlsystem 
gewesen  sein  muss;  die  Punkte  x und  | bilden  daher  ein  Punkt- 
system und  wir  erhalten  den  allgemeinen  Salz: 

Jede  Gerade  in  der  Ebene  eines  Kegelsciiniltbü- 
schels  wird  von  den  Kegelschnitten  desselben  in  Puiik- 
tenpaaren  getroffen,  welche  die  konjugirten  Punkte 
eines  Punktsystems  sind. 

Einen  speciellen  Fall  dieses  Satzes  haben  wir  bereits  in  § 18 
bewiesen;  wir  erhalten  denselben,  wenn  wir  aus  dem  Kegelschnitt- 
büschel  die  drei  Linienpaare  herausnehmen;  die  dort  aufgesuchte 
Dedingung,  wann  das  Punktsystem  elliptisch  und  wann  es  hyper- 
bolisch ist,  kommt  uns  hier  zu  Statten; 

Sobald  von  den  vier  Mittelpunkten  des  Büschels 
eine  u ii g e r a d e Ä n z a h 1 zu  b e i d e ii  S e i t e n v o n d e r T r a ii s - 
versale  liegt,  ist  das  Punktsystem  auf  ders eiben  ellip- 
tisch; liegt  eine  gerade  Anzahl  zu  beiden  Seilen,  so 
ist  das  Punktsystem  hyperbolisch,  falls  nämlich  die 
vier  Mittelpunkte  so  gelegen  sind,  dass  jeder  ausser- 
halb des  von  den  drei  andern  gebildeten  Dreiecks  sich 
befindet.  Liegen  dagegen  die  vier  .Mittelpunkte  so, 
dass  einer  von  ihnen  in  dem  von  den  drei  andern  ge- 
bildeten Dreieck  enthalten  ist,  so  findet  das  Umge- 
kehrte statt:  Das  Punktsystem  auf  der  Transversale 
ist  hyperbolisch,  wenn  eine  ungerade  Anzahl  von  den 
vier  Mittelpunk  teil  des  Büschels,  dagegen  elliptisch, 
wenn  eine  g e r a d e A n z a h 1 zu  beiden  Seiten  der  Trans- 
versale liegt. 
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Diese  Eigenschaft  des  Kcgelschnitlbuschels,  von  jeder  Trans- 
versale in  einem  Punktsystem  geschnilten  zu  werden,  charakteri- 
sirt  dasselbe  und  nnterscbeidet  es  von  andern  Gruppen  von  Kegel- 
srlmitten;  sie  lässt  sieb  aiicli  so  iimkehren: 

Alle  Kegelscbnilte,  welche  durch  drei  feste  Punkte 
und  ausserdem  durch  je  zwei  konjugirte  Punkte  eines 
gegebenen  Punktsystems  gehen,  laufen  noch  durch 
einen  festen  vierten  Punkt  und  bilden  also  ein  Kegel - 
sciniitthüschel. 

Denken  wir  uns  nämlich  diese  Kegelschnitte  «lurch  l^aare  von 
Strahlhüscheln  erzeugt,  welche  in  zwei  von  den  drei  festen  Punk- 
ten B 7?,  und  c , nämlich  in  B und  />’, , ihre  Mittelpunkte  haben, 
und  auch  die  Gerade  2,  welche  der  Träger  des  gegebenen  Punkt- 
systems ist,  durch  zwei  perspektivische  Strahlbüschel  in  B und  /?, 
hervorgerufen,  iirul  drehen  das  ganze  Gebilde  so,  dass  Bz  und 
jP,  Cj 'auf  einander  fallen,  so  werden  aus  säinmtlicben  Kegelscbnit- 
ten  Gerade  und  aus  2 ein  Kegelschnitt  Ä';  diese  Geraden  müssen 
aber  sämmtlich  durch  einen  festen  Punkt  laufen,  weil  die  Strah- 
lenpaare von  B (oder  B nach  den  Schnittpunkten  jeder  solchen 
Geraden  mit  dem  Kegelschnitt  51  ein  SUahlsystem  bilden  (§31); 
folglich  müssen  denn  auch,  wenn  wir  wieder  zurück  «Irelien,  die 
Kegelschnitte  durch  einen  vierten  festen  Punkt  laufen. 

Die  obige  Eigenschaft  des  Kegelschnilthüschels  führt  uns 
zur  Losung  der  Aufgabe:  „Einen  Kegelschnitt  zu  kon- 
struiren,  welcher  durch  vier  gegebene  Punkte  geht 
inid  eine  gegebene  Gerade  zur  Tangente  hat“;  da  näm- 
lich alle  durch  die  vier  Punkte  gelegten  Kegelschnitte  auf  der 
Geraden  Paare  konjugirtcr  Punkte  eines  Punktsystems  bestim- 
men und,  falls  die  Gerade  Tangente  sein  soll , die  beiden  SchniM- 
punkte  Zusammenfällen  müssen,  so  werden  die  Asymptotenpunkte 
flieses  Punktsystems  die  ßerührungspunkte  zweier  Kegelschnitte 
sein,  welche  den  ße<lingungen  der  Aufgabe  genügen.  Die  Auf- 
gabe lässt  also  im  Allgemeinen  zwei  Lösungen  zu  und  wir  sind 
im  Stande,  nicht  allein  aus  der  Lage  der  vier  Punkte  zu  der 
Geraden  über  die  Realität  dieser  Lösungen  zu  entscheiden  (je 
nachdem  eine  gerade  oder  ungerade  Anzahl  von  Punkten  zu  beiden 
Seiten  der  Geraden  liegt,  giebt  es  zwei  reelle  Lösungen  der  Auf- 
gabe oder  keine),  sondern  auch  die  beiden  Kegelscbnitle,  wenn 
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sie  reell  vortiaiiden  sind,  selbst  zu  konslruiren,  indem  wir  die 
Asymplolenpunkte  eines  bekannten  Punktsystems  ermitteln. 

Das  l*unktsystem  wird  bestimmt  durch  die  Schnittpunkte  zweier 
Seitenpaare  des  von  den  vier  gegebenen  Punkten  gebildeten  voll- 
ständigen Vierecks.  Die  Asymptotenpunkte  zu  finden,  kommt 
dann  auf  eine  (§  14  und  15)  allgemein  gelöste  Aufgabe  hinaus. 

Hieran  knüpft  sich  die  aus  derselben  Eigenschaft  des  Kegel- 
schnitlbuschels  herzuleitende  Lösung  der  Aufgabe:  ,, Einen  Kegel- 
schnitt zu  konstruiren,  welcher  durch  drei  gegebene 
Punkte  geht  und  zwei  gegebene  Gerade  zu  Tangenten 
hat“;  lässt  man  nämlich  von  den  vier  Mittelpunkten  eines  Kegel- 
schnitthüschels  zwei  zusammenfallen  und  die  beiden  andern  auch 
Zusammenfällen,  so  erhält  man  ein  Büschel,  dessen  Kegelschnitte 
sich  alle  in  denselben  beiden  festen  Punkten  berühren;  die 
Tangenten  In  diesen  beiden  gemeinschaftlichen  Berührurjg.spunk- 
ten  nehmen  die  Stelle  eines  der  drei  Linienpaare  aus  dem  Büschel 
ein , die  beiden  andern  Linienpaare  fallen  zusammen  in  die  ge- 
meinschaftliche Berührungssehne  sämmllicher  Kegelschnitte  des 
Büschels;  ein  so  eigenthümlich  gestaltetes  Büschel  wird  nun  auch 
von  einer  beliebigen  Transver.sale  in  einem  F’unktsyslem  geschnit- 
ten und  dies  muss  immer  ein  hyperbolisches  sein,  wie  aus  der 
besonderen  Lage  der  vier  Mittelpunkte  bervorgeht;  wir  können 
auch  sofort  einen  Asymptotenpunkt  desselben  bestimmen;  ein  sol- 
cher ist  nämlich  der  Schnittpunkt  der  Transversale  mit  der  Be- 
rührungssehne, weil  diese  als  ein  zusammengefallenes  Linienpaar 
anzusehen  ist  oder  als  ein  besonderer  Kegelschnitt,  dessen  beitie 
Schnittpunkte  mit  der  Transversale  vereinigt  sind;  dies  ist  daher 
ein  Asymptolenpunkt  des  Punktsystems,  das  gemeinschaftliche 
Tangentenpaar  trilft  ans.serdem  die  Transversale  in  zwei  konjugir- 
ten  Punkten  desselben  Punktsystems  und  wir  schliessen  hieraus 

V 

den  Satz:  Ein  beliebiges  Tangentenpaar  eines  Kegelschnitts  und 
die  Berührungssehne  desselben  treffen  irgend  eine  Transvei'sale 
in  der  Ebene  in  einem  Punktenpaar  a <x  und  einem  Punkte  g\ 
die  Transversale  trifü,  den  Kegelschnitt  in  zwei  Punkten  als- 
dann ist  immer  g ein  Asymptotenpunkt  desjenigen  Punktsystems, 
von  welchem  au  und  bß  zwei  Paar  konjugirle  Punkte  sind.  Diese 
allerdings  auch  unmittelbar  aus  den  Polarbeziehungen  des  Kegel- 
schnitts  hervorgehende  Eigenschaft  löst  nun  die  vorgelegle  Frage; 
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seien  nämlich  die  beiden  gegebenen  Geraden,  welche  der 
gesuchte  Kegelschnitt  berühren,  und  ABC  die  drei  Punkte,  durch 
welche  er  gehen  soll,  so  ziehe  njan  ÄB^  merke  die  Schnittpunkte 
yy,  dieser  Geraden  mit  der  gegebenen  22,;  durch  die  Paare 
und  yy,  als  konjugirte  Punkte  wird  ein  Punktsystem  bestimmt, 
dessen  Asymptotenpunkte  ermittelt  werden  müssen;  sie  seien  g 
und  h\  ebenso  ziehe  man  zweitens  AC,  merke  die  Schnittpunkte 
ßß^  dieser  Geraden  mit  den  beiden  gegebenen  22,;  betrachte 
AC  und  ßß^  als  zwei  Paar  konjugirte  Ihinkte  eines  Punktsystems 
und  bestimme  dessen  Asymptotenpunkte  g'h'.  Zieht  man  nun 
eine  Verbindungslinie  zweier  solcher  Asymplolenpunkte  aus  dem 
einen  und  dem  andern  Paar,  so  muss  dieselbe  jede  der  beiden 
Geraden  2'  uml  2,  in  zwei  solchen  Punkten  trefl'en,  welche  die 
Berührungspunkte  eines  durch  ABC  gehenden  und  22,  berüh- 
renden Kegelschnitts  sind;  da  aber  die  vier  Punkte  g/i  und  g’h' 
ausser  durch  die  beiden  Geraden  AB  und  AC  auf  vier  Arten  verbun- 
den werden  können,  nämlich  durch  die  Geraden  gg',  hh',  gh',  hg\ 
so  gieht  es  im  Allgemeinen  vier  Kegelschnitte,  welche  durch 
drei  gegebene  Punkte  gehen  und  zwei  gegebene  Gerade  berühren. 
Zögen  wir  noch  BC^  bestimmten  die  Schnittpunkte  «of,  mit  den 
(leraden  2 2,  und  ermittelten  die  Asymptotenpunkte  g "}i'  des 
durch  die  Punktenpaare  B C und  « a,  bestimmten  Punktsystems, 
so  müssten  dieselben  auf  den  vorhin  gefundenen  vier  Geraden 
liegen,  weil  der  gesuchte  Kegelschnitt  durch  jene- schon  vollkom- 
men bestimmt  ist;  also  die  6 Punkte  g h g'  h’  g"  h"  können  sich 
nur  auf  vier  Geraden  schneiden,  sind  daher  die  Ecken  eines  voll- 
ständigen Vierscits;  es  muss  also  g"  ={gg',  hh'),  h'’ =:{gh',  hg') 
sein  und  es  ist  A = (gr//,  g’ li)  B = {gh,  g" h")  C =«=  {g'h',  g" h"), 
d.  h.  ABC  das  Diagonaldreieck  des  vollständigen  Vierseits,  was 
denn  wieder  einen  Satz  giebt,  den  wir  nicht  weiter  ausführen 
wollen.  Zunächst  geht  aus  der  im  Vorigen  enthaltenen  Lösung 
hervor,  dass  entweder  alle  vier  Kegelschnitte,  welche  der  Auf- 
gabe genügen,  reell  vorhanden  sind  oder  keiner,  dass  ersteres 
nur  stattfindet,  wenn  von  den  auf  AB,  AC,  BC  bestimmten 
Punktsystemen  zwei,  folglich  auch  das  dritte  hy|>erboIisch  sind, 
letzteres  dagegen,  wenn  eines  dieser  Punktsysteme  elliptisch  ist, 
woraus  zugleich  hervorgeht,  dass  noch  ein  zweites  ellijdisch  sein 
muss,  denn  wären  die  beiden  andern  hyperbolisch,  so  müsste 
auch  das  erstere  hyperbolisch  sein.  Die  Betrachtung  aller  mög- 
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liclien  Lagen  <ler  Punkte  ABC  zu  den  beiden  Geraden  zeigt, 
dass  von  den  drei  Punktsystemen  auf  den  Geraden  AB^  AC,  BC 
enluedcr  alle  drei  hyperbolisch  oder  eines  hyperbolisch  und  zwei 
ellipli.sch  sein  müssen;  im  ersten  Falle  sind  die  vier  Kegelschnitte, 
welche  der  Aufgabe  genügen,  reell,  im  zweiten  imaginär. 

Die  beiden  noch  übrigen  Fälle,  wenn  zur  Konstruktion  eines 
Kegelschnitts  gegeben  sirnl;  a)  drei  Tangenten  und  zwei  Punkte, 
h)  vier  Tangenten  und  ein  Punkt,  werden  durch  die  polare  Nehen- 
helrarhlung  in  gleicher  Weise,  wie  die  beiden  oben  behandelten, 
gelüst  und  es  finden  sich  im  Allgemeinen  bei  a)  vier  Losungen, 
hei  b)  zwei  Lösungen  der  Aufgabe;  die  nähere  Ausführung  darf 
füglich  unterbleiben , weil  sie  der  obigen  ohne  jede  Schwierigkeit 
nachgebildet  werden  kann.  Auch  die  Lösung  der  mitunter  sich 
darbietenden  Aufgabe:  „Wenn  von  zwei  in  der  Ebene  ge- 
gebenen Kegelschnitten  d rei  gemeinschaftliche  Punkte 
bekannt  sind,  den  vierten  zu  finden“,  ergiebt  sich  leicht 
aus  <lem  Vorigen;  seien  abc  die  drei  bekannten  gemeinschaftlichen 
Punkte  uml  ausserdem  de  zwei  Punkte  des  einen  Kegelshnitts  k\ 
welche  denselben  bestimmen,  (/, e,  zwei  Punkte  des  andern  Kegel- 
.schnilts  /r, , so  ziehe  man  die  Verbindungslinie  dd^  und  bestimme 
auf  ihr  die  beiden  übrigen  Schnittpunkte  dd,  der  gegebcnemKegel- 
sclmitte  k’ in  bekannter  Weise;  die  Paare  f/,  d;  f/,,  d,  bestim- 
men ein  Punktsystem , welches  von  sämmtlichen  Kegelschnitten 
desjenigen  Püsdiels,  dem  K und  angehören,  auf  diesem  Träger 
ausgeschnitten  wird;  also  auch  die  Linienpaare  dieses  Büschels 
trefien  in  konjugirten  Punkten  jenes  Punktsystems;  trifll  also 
bc  die  Verbindungslinie  dd^  in  ^ und  ist  der  konjugirte  Punkt 
von  I in  dem  bekannten  Punktsystem  x,  so  ist  cx  eine  gemein- 
schaftliche Sekante  beider  Kegelschnitte;  trifft  ca  die  Gerade  </</, 
in  r\  und  ist  der  konjugirte  Punkt  des  PunkLsystems  y,  so  ist 
auch  by  eine  gemeinschaftliche  Sekante,  folglich  der  Schnittpunkt 
[ax , by)  der  gesuchte  vierte  gemeinschaftliche  Punkt  beider  Kegel- 
schnitte; dieser  könnte  auch  dadurch  gefunden  werden,  dass  wir 
den  andern  Schnittpunkt  eines  der  beiden  Kegelschnitte  A'  (oder  A',) 
mit  der  Geraden  ax  bestimmen;  suchen  wir  noch  den  Schnitt- 
punkt ^ von  ab  und  dd^  und  seinen  konjugirten  z,  so  geht  auch 
cz  durch  den  gesuchten  vierten  gemeinschaftlichen  Punkt  beider 
Kegel.schnittc , worin  ein  Satz  enthalten  ist.  (Sind  von  den 
Punkten  abc  zwei  imaginär,  so  tritt  eine  Modification  in  tlie  Auf- 
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lösung  (1er  Aufgabe,  welclie  nach  der  in  § 30  gemachten  Hemer- 
kung  leicht  zu  Anden  ist.) 

Auf  derselben  charakteilstischen  Eigenschaft  des  K(‘gelschnilt- 
büschels  beruht  die  Lösung  der  Aufgabe:  Wenn  von  zwei  in 
der  Ebene  gegebenen  Kegelschnitten  zwei  gemein- 
schaftliche Punkte  bekannt  sind,  die  beiden  übrigen 
zu  finden.  Seien  ab  die  bekannten  gemeinschaftlichen  Punkte 
der  beiden  Kegelschnitte  KK^  und  ausserdem  vom  ersten  drei 
Punkte  ede,  vom  andern  zu  seiner  Bestimmung  gegeben; 

dann  ziehe  mau  cc, , bestimme  die  Schnittpunkte  yy^  der  Kegel- 
schnitte KK^  mit  der  Geraden  cc^\  die  Pimktenpaare  c,  y\  y^ 
bestimmeu  das  Punktsystem  des  Büsciiels  (A,  K^)\  in  gleicher 
Weise  ziehe  man  dd^  und  hestimme  die  übrigen  Schnittpunkte 
dd,  mit  den  Kegelschnitten  KK^  \ die  Paare  d,  d;  d^,  dj  bestim- 
men ein  zweites  Punktsystem  auf  dd^\  trifft  nun  die  Gerade  ah 
die  eC)  in  ^ und  dd^  in  k]  und  sind  x und  y die  konjugirten 
Punkte  in  den  bekannten  Punktsystemen,  so  ist  xy  eine  gemein- 
schaftliche Sekante  der  Kegelschnitte  A'A'j  und  ihre  Schnittpunkte 
mit  einem  derselben  sind  mithin  die  gesuchten  gemeinschaftlichen 
Punkte  beider  Kegelschnitte. 

Dieselbe  Betrachtung,  welche  im  .Vufange  dieses  Paragraphen 
zu  der  charakteristischen  Eigenschaft  des  Kegelschuittbüschels, 
von  jeder  Transversale  in>  einem  Punktsystem  geschnitten  zu  wer- 
den, geführt  hat,  lässt  sich  ein  wenig  erweitern;  denken  wir  uns 
nämlich  einen  Kegelschnitt  Si  oder  zwei  Punkte  B und  //,  als 
die  Mittelpunkte  zweier  ihn  erzeugenden  projektivischen  Strahl- 
büschel, ausserdem  ein  beliebiges  Strahlbüschel  [P)  in  der  Ebene, 
dessen  Strahlen  ^ den  Kegelschnitt  Ä'  in  zwei  Punkten  treffen, 
welche  mit  ß verbunden  ein  Strahlsystein  in  dem  Punkte  B lie- 
fern (§31);  fassen  wir  endlich  den  Strahl  als  den  perspek- 
tivischen Durchschnitt  zweier  projektivischen  Strahlbüschel  mit 
den  .Mittelpunkten  B und  B^  auf  und  drehen  nun  das  ganze  System 
von  Strahlbüschelpaaren  in  B und  B^  um  beliebige  Drehwinkel, 
so  wird  aus  dem  Strahlbüschel  [P]  ein  Kegelschnittbüschel  von 
vier  Punkten  ep,  aus  dem  Kegelschnitt  Ä ein  gewisser  anderer 
Kegelschnitt  (vorhin  drehten  wir  dergestalt,  dass  in  ein 
Linienpaar  zerfiel);  jeder  Kegelschnitt  K des  Büschels  wird  von 
in  zwei  Punkten  geschnitten,  welche  vor  der  Drehung  die 
Schnittpunkte  des  Strahles  mit  dem  Kegelschnitt  waren;  da 
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diese  inil  li  verbunden  zwei  Stralden  gaben,  welche  ein  Strahl- 
System  bilden,  so  wird  dasselbe  auch  nach  der  Drehung  stattliii- 
den  müssen;  der  Kegelschnitt  Ä"*  gehl  nun  selbst  durch  den  Dunkt 
B (und  ß,);  das  Strahlsystem  in  B trilTt  ihn  daher  in  Punkten- 
paaren,  welche  (§  31)  durch  einen  festen  Punkt  laufen  müssen; 
wir  erhalten  also  folgenden  Satz: 

Legt  man  durch  zwei  von  den  vier  Mittelpunkten 
eines  Kegelschnitthüschels  einen  beliebigen  Kegel- 
schnitt, so  hat  derselbe  mit  jedem  Kegelschnitte  des 
Düschels  im  Allgemeinen  noch  zwei  Punkte  gemein, 
deren  Verbindungslinie  durch  einen  festen  Punkt  läuft; 
dieser  feste  Punkt  liegt  auf  der  Verbindungslinie  der 
beiden  übrigen  Mitlelp  unkte  des  Dü  sch  eis. 

Ein  besonderer  Fall  dieses  Satzes  verdient  noch  bemerkt  zu 
werden;  weim  nämlich  der  Kegelschnitt,  welcher  durch  zwei  Mit- 
telpunkte des  Düschel  gelegt  wird,  insbesondere  ein  Linienpaar 
ist  (was  jederzeit  eintritt,  sobald  der  Kegelschnitt  ^ aus  zwei 
(Geraden  besteht,  deren  eine  durch  7?,  die  andere  durch  B^  geht, 
wo  dann  die  beiden  diesen  Kegelschnitt  erzeugenden  Strahl büschel 
in  dem  sogenannten  parabolischen  Fall  projektivischer  DoKiehung 
sich  beflnden,  § 19  a),  so  wird  die  eine  durch  B gehende  Gerade 
das  Kegelschnittbüschel  in  einer  Punktreihe  trelfen,  welche  pro- 
j(*ktivisclj  ist  mit  derjenigen  Punktreihe,  in  welcher  die  andere 
durch  gehende  Gerade  von  dem  Kegelschnitthüschel  getroflVn 
wird,  und  diese  beiden  Punktreihen  müssen  perspektivisch  liegen. 
Also:  .1  ed e G erad  e,  we  Ich e durch  einen  der  vier  Mittel- 
punkte eines  Kegelschnitthüschels  hiinlurchgeht,  w ird 
von  den  Kegelschnitten  des  Düschcls  (ausserdem)  in 
ei ner  Punktreihe  getroffen;  irgend  zwei  solcher  Punkt- 
reihen sind  allemal  projekti visch  rücksichtlich  derje- 
nigen Schnittpunkte,  welche  derselbe  Kegelschnitt  auf 
ihnen  bestimmt,  und  sie  liegen  perspektivisch,  wenn 
die  Träger  derselben  durch  verschiedene  Mittelpunkte 
des  D lisch  eis  laufen.  Alle  die.se  Punktreihen  sind  projekti- 
visch  mit  demjenigen  Strahlbüschel  [P),  aus  welchem  das  Kegel- 
schnitthüschel entstanden  gedacht  werden  kann,  und  auch  projek- 
livisch  mit  jedem  der  viel*  Strahlhüschel,  welche  von  den  Tan- 
genten der  Kegelschnitte  des  Düschcls  in  einem  der  vier  Mittel- 
punkte gebildet  werden;  denn  letzlere  sind,  wie  leicht  zu  sehen 
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ist,  mit  dem  Strahlbuschel  (P)  projcktiviscli  (indem  wir  berück- 
sichtigen, dass  die  Tangenten  in  ß diejenigen  Stiablen  sind, 
welclie  dem  gemeinsamen  Straid  ß,  ß für  alle  Ik*/iebungcn  ent- 
sprechen). 

Geben  zwei  Gerade  durch  denselben  Mittelpunkt  ß des 
Ilüscbels,  so  sind  die  durch  die  Schnittpunkte  der  Kegel- 
schnitte des  Büschels  auf  ihnen  ß.\irten  Punktreihen  odenhar  auch 
projektivisch,  liegen  aber  nicht  mehr  perspektivisch,  weil  ein 
Kegelschnitt  des  Büschels,  welcher  die  erste  Gerade  in  ß be- 
rührt, nicht  gleichzeitig  die  andere  berühren  kann,  also  in  dem 
Schnittpunkte  der  beiden  Geraden  nicht  zwei  entsprechende  Punkte 
vereinigt  sind.  Die  Verhindungsstrahlen  aller  entsprechenden 
Punkte  werden  daher  einen  Kegelschnitt  undiülleu,  welcher  aus- 
ser den  Trägern  der  beiden  PunktreÜKUi,  wie  leicht  einzusehen 
ist,  die  drei  Seiten  desjenigen  Dreiecks  zu  Tangenten  haben  muss, 
welches  von  den  drei  übrigen  Mittel|)uiikten  des  Büschels  gebildet’ 
wird;  mithin  haben  wir  den  Satz: 

Zieht  man  durch  einen  der  vier  Mittelpunkte  des 
Büschels  irgend  zwei  Gerade,  so  treffen  alle  Kegel- 
schnitte des  Büschels  dieselben  in  je  zwei  Punkten, 
deren  Verbindungslinie  einen  Kegelschnitt  umhüllt. 
Dieser  Kegelschnitt  berührt  die  beiden  angenommenen 
Geraden  selbst  und  ist  ausserdem  dem  Dreiecke  ein- 
heschr iehen,  welches  von  den  drei  übrigen  Mittel- 
punkten des  Büschels  gebildet  wird. 

Üie.ser  Satz  ist  nur  ein  besonderer  Fall  eines  allgemeineren, 
zu  welchem  wir  gelangen,  wenn  wir  nur  durch  einen  der  vier 
Mittelpunkte  des  Büschels  einen  beliebigen  Kegelschnitt  ^ anstatt 
des  Linienpaares  hindurchlegen.  Obgleich  dieser  Satz  später  aus 
ailgemeineren  Betrachtungen  unmittelbar  hcrvortrilt,  so  lässt  er 
sich  auch  hier  in  folgender  Art  erweisen: 

Seien  PAßC  die  vier  Mittelpunkte  des  Kegelschnittbüschels 
und  «lurch  einen  derselben  P ein  beliebiger  aber  fester  Kegel- 
schnitt 5^  gelegt;  möge  irgend  ein  Kegelschnitt  K des  Büschels 
den  ^ in  den  vier  Punkten  Pxyz  trelTeii,  so  kann  ich  Pxyz 
als  die  vier  Mittelpunkte  eines  neuen  Büschels  aulTasscn,  von 
welchem  IC  und  zwei  Individuen  sind.  Die  Verbindungslinie 
Aß  wird  von  diesem  neuen  Büschel  in  einem  Punktsystem  ge- 
.schnillen , von  w elcliem  A ß ein  Paar  konjugirte  Punkte , die  hei- 
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(len  Schnillpunkte  cy  der  Geraden  AB  inil  dem  festen  Kegel- 
schnitt ^ ein  zweites  Paar  kunjugirte  Punkte  sind,  und  da  durch 
diese  beiden  Paare  das  ganze  Punktsystem  bestimmt  ist,  so  bleibt 
es  unverändert  dasselbe,  wenn  wir  den  Kegelschnitt  K des  ge- 
gebenen Uüschels  verändern;  ein  drittes  Punktenpaar  ist  nun 
dasjenige  Paar  Schnittpunkte,  welches  von  den  Geraden  Px  mul 
yz  auf  AB  ausgeschnitten  wird.  Verändern  wir  aber  den  Kegel- 
schnitt K in  dem  gegebenen  Büschel,  so  verändert  sich  dies 
dritte  Paar  und  durchläuft  mithin  sämmtliche  Paare  konjugirter 
Punkte  eines  festen  Punktsystems  auf  AB.  Bezeichnen  wir  den 
Schnittpunkt  (/\r,  AB)  — .r,  und  [yz,  AB)  — ^^,  so  sind  .Tj  5, 
ein  Paar  koujugirte  Putiktc  eines  bekannten  Punktsystems  und 
durchlaufen  also  bei  der  Veränderung  von  K zwei  zu  einander 
projektivisclie  Punktreiben  (§  16)  auf  derselben  Geraden  AB. 
Nehmen  wir  anderseits  die  Gerade  AC,  so  gilt  für  sie  ganz  die- 
selbe Betrachtung;  wird  also  der  Schnittpunkt  {Px,  AC)  = x.^ 
und  {yz,  AC)  — bezidchnet,  so  durchlaufen  auch  .r„  und 
zwei  projektivisclie  Punktreihen  auf  dem  Träger  AC,  weil  es 
konjugirte  Punkte  eines  bestimmten  bjsten  Punktsystems  sind;  da 
nun  die  Punktreiben  a-,  und  a'j  perspektivisch  li(*gen  in  dem  von 
Px  beschriebenen  Slraldbüscbel,  so  müssen  die  von  |j  und 
durchlaufenen  Puuktreilien  projektix isch  sein,  also  ihre  Verbin- 
dungslinie, (I.  b.  yz  einen  Kegelschnitt  umhüllen,  welcher  zu- 
gleich die  Geraden  AB  und  AC  berührt;  derselbe  Kegelschnitt 
wird  aber  auch  von  den  Verbindungslinien  xz  und  xy  umhüllt, 
denn  die  Strahlen  Py  und  xz  Irelfen  AB  in  zwei  konjugirten 
Punkten  desselben  oben  ermittelten  Punktsystems  auf  AB  und 
auch  AC  in  zxvei  konjugirten  Punkten  des  zweiten  auf  AC  festen 
Punktsystems;  es  trilft  also  auch  xz  die  Träger  AB  und  AC  in 
zwei  entsprechenden  Punkten  der  Jieiden  auf  ihnen  betindlichen 
Punktreihen  §,  und  und  dasselbe  gilt  von  xy.  Die  Seiten  des 
mit  dem  Kegelschnitt  A'  veränderlichen  Dreiecks  xyz  umhüllen 
daher  ein  und  denselben  Kegelschnitt,  welcher,  wie  unmittelbar 
einleuchtet,  nicht  nur  AB  und  AC,  sondern  auch  BC  berührt 
(weil  die  sechs  Seiten  zweier  einem  Kegelschnitt  einbeschriebenen 
Dreiecke  selbst  einen  andern  Kegelschnitt  berühren,  § 28).  Wir 
haben  hiernach  folgenden  Satz: 

W e n II  III a n d u r c h e i n e n d e r v i e r .M  i 1 1 e 1 p u 11  k t e e i n es 
Kegelschnittbüschels  einen  beliebigen  (festen)  Kegel- 


DIgitized  by  Google 


Kegclsclmittbüschel  und  Kegclsclmittschaar.  39.  40.  245 

sciiiiiit  hin  (lurcli  legt,  so  hat  d er  selbe  mit  jedem  Kegel- 
schnitte des  Rüschels  im  Allgemeinen  noch  drei  an- 
dere Punkte  gemein,  weiche  ein  Dreieck  bilden;  die 
Seiten  dieser  sä  mint  liehen  Dreiecke  umhüllen  einen 
und  denselben  neuen  Kegelschnitt,  welcher  zugleich 
demjenigen  Dreieck  ein  beschrieben  ist,  das  von  den 
tirei  übrigen  Mittelpunkten  des  Rüschels  gebildet 
wird. 

Dieser  Salz,  welcher  in  dem  besonderen  Fall,  dass  der  durch 
einen  der  vier  Mittelpunkte  gelegte  Kegelschnitt  in  ein  Unienpaar 
zerfällt,  auf  den  vorhin  bewiesenen  zurückkomint,  lässt  sich  auch 
in  etwas  anderer  Form  so  aussprechen: 

Wenn  drei  Kegelschnitte  einen  Punkt  gemein  ha- 
ben, so  haben  je  zw  ei  derselben  im  Allgemeinen  noch 
drei  andere  Punkte  gemein,  welche  ein  Dreieck  bil- 
den; die  nenn  Seiten  der  hierdurch  erhaltenen  drei 
Dreiecke  berühren  denselben  Kegelschnitt.  Oder  um- 
gekehrt: 

Wenn  einem  Kegelschnitt  drei  Dreiecke  umschrie- 
ben werden,  so  liegen  die  seclis  Ecken  je  zweier  der- 
selben allemal  auf  einem  Kegelsclinitt  (§  28);  die  auf 
diese  Weise  erhaltenen  drei  neuen  Kegelschnitte  lau- 
len  durch  einen  und  denselben  Punkt. 

Die  Richtigkeit  dieser  Umkehrung  ist  ohne  Schwierigkeit  ein- 
zusehen. Der  allgemeinste  Satz,  welcher  aus  der  Verbindung 
eines  Kegelschnilthüschels  mit  einem  beliebig  liegenden  Kegel- 
schnitt hervorgeht,  kann  erst  später  aufgesneht  werden  (§  G2). 

um  erkling.  Es  ist  in  den  vorigen  Sätzen  stillschweigend 
vorausgesetzt  worden , dass  zwei  Kegelschnitte  vier  gemeinschaft- 
liche Schnittpunkte  haben;  es  ist  nun  zwar  umgekehrt  nachge- 
wiesen, dass  durch  vier  Punkte  der  Ebene  zwei  Kegelschnitte 
^iind  zugleich  ein  ganzes  Rüschel)  gehen;  auch  ist  es  an  sich 
klar,  dass  zwei  Kegelschnitte  nicht  mehr  als  vier  gemeinschaft- 
liche Punkte  haben  können,  denn  hätten  sie  fünf  Punkte  gemein, 
so  würden  sie  identisch  zusammenfallen,  weil  fünf  Punkte  den 
Kegelschnitt  vollständig  und  eindeutig  bestimmen  (§  22);  es  ist 
aber  eine  Frage,  ob  zwei  Kegelschnitte  immer  vier  reelle  Schnitt- 
punkte haben?  Diese  Frage  wird  im  Folgenden  erledigt  werden, 
wo  cs  sich  zeigen  wird,  dass  zwei  Kegelschnitte  entweder  vier 
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oder  zwei  oder  keine  reellen  Sclinittpunkle  haben;  trotzdem  sagen 
uir,  zwei  Kegelschnitte  haben  im  Allgemeinen  vier  SchniUpiinkte, 
von  denen  zwei  oder  auch  alle  vier  • imaginär  sein  können 
(§  53  und  61). 

§.  40.  Andere  Entstehungsart  des  Eegelschnittbüschels. 

Denken  wir  uns  von  einem  Kegelsclinitthüschel  mit  den  vier 
Mittelpunkten  A B C D ein  beliebiges  Individuum  durch  zwei 
Strablbüscbel  erzeugt,  deren  eines  seinen  .Mittelpunkt  in  B und 
das  andere  seinen  Mittelpunkt  in  einem  beliebigen  Punkte  X des 
Kegelschnitts  hat,  so  haben  wir  drei  Paar  entsprechende 
Strahlen  dieser  beiden  erzeugenden  Strahlbüschel:  BC  und  XC, 
BD  und  XD,  BA  und  X A.  Hallen  wir  nun  die  Gerade 
XA  lest,  verändern  aber  X auf  ihr,  so  entstehen  succes- 
sive  sämmlliche  Kegelschnitte  des  nfischels  und  von  den  bei- 
den projcklivischen  Slrahlbüscheln,  welche  jeden  solchen  Kegel- 
schnitt erzeugen,  ist  das  eine  absolut  unverändert,  das  andere 
verändert  seinen  Mittelpunkt  auf  einer  festen  Geraden  AX,  geht 
aber  beständig  durch  eine  feste  l’unklreihe  auf  der  Geraden  CD, 
welche  mit  dem  Strahlhüschel  in  B (»rojeklivisch  ist;  die  drei 
oben  angegebenen  Slrahlenpaare  bestimmen  nämlich  die  projek- 
livische  Beziehung  jenes  Strahlbnschels  mit  dieser  Punklreihe  und 
diese  drei  Paar  entsprechende  Klemenle  bleiben  bei  der  Bewegung 
von  X unverändert.  Wir  können  also  umgekehrt  folgende  neue 
Entslehungsweise  des  Kegelschnittbüschels  aussprechen: 

Ist  in  der  Ebene  ein  festes  Strahlbuschei 

B {a,  b,  c,  ..  X . .) 

und  eine  Gerade  51  als  Träger  einer  festen  mit  dem 
Strahl  b fische  1 projek  livischen  Punkt  reihe  (a  b c ...  x . •) 
gegeben  und  bew  egt  sich  ein  veränderlicher  Pu nkl  .T 
auf  einer  gegebenen  Geraden  @ als  Mittelpunkt  eines 
mit  der  Punktreihe  perspektivischen  Strahlbüschcls 
A'  (a  b c b . . V . .),  so  w ird  jedes  Mal  von  den  beiden  pro- 
jektivischen  Strahlbüscheln  (/?)  und  (A')  ein  Kegel- 
schnitt erzeugt;  alle  diese  Kegelsch nilte  laufen  durch 
vier  feste  Punkte  und  bilden  also  ein  K egclschnilt- 

1)  ü s c h e I. 

♦ 

♦ • Die  Bichligkcit  erhellt  unmittelbar  aus  der  Umkehrung  der 
vorigen  Betrachtung,  denn  die  in  der  angegebenen  Weise  kou- 
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slriiirlen  Kogelsclinitle  gehen  zunächst  sämmllich  durch  den  festen 
Punkt  By  sodann  durch  die  beiden  Doppelpunkte  C und  7)  der- 
jenigen beiden  auf  dem  Träger  befindlichen  prpjektivischen 
Punktreihen , deren  eine  die  gegebene  (a  b c . . x*  . .)  ist  und  deren 
andere  durch  das  feste  Strahlhüschel  D [a  h c . . x . .)  auf  fixirt 
wird,  endlich  noch  durch  einen  vierten  festen  Punkt  denje- 
nigen nämlich,  in  welchem  die  (ierade  @ von  einem  Strahle  des 
Slrahlbhschels  (B)  getroffen  wird,  welcher  entsprechend  ist  dem 
einzigen  Punkte  der  Punktreihe  auf^,  der  zugleich  auf  @ liegt. 
Diese  reelle  Konstruktion  der  sämmtlichen  Kegelschnitte  eines 
Dnschels  liefert  nicht  nur  das  Kegeischnittbüschel  mit  vier 
reellen  Mittelpunkten,  wie  die  frühere  (§  38),  sondern  auch  ein 
Kegclschnilthnschcl,  von  dem  nur  zwei  Mittelpunkte  reell  und  die 
beiden  andern  imaginär  sind.  Die  Mittelpunkte  A und  B sind 
nämlich  der  .Natur  der  Konstruktion  zufolge  immer  reell  vorhan- 
den; die  Punkte  C und  D sind  aber  die  Doppelpunkte  zweier  auf 
einander  liegender  projektivischer  Pnnktreihen  auf  dem  Träger 
deren  eine  die  gegebene  (q  b c . . r . .)  ist  imd  die  andere  durch 
das  gegebene  Strahlbüschel  B [a  b c . . ,x  . .)  auf  51  fixirt  wird. 
Oh  diese  beiden  zusammenliegendeii  projeklivischen  Pnnktreihen 
reelle  Doppelpunkte  haben  oder  nicht,  hängt  von  der  Natur  ihrer 
projeklivischen  Deziehnng  ah  (§  14).  Wir  können  die  das  Kegel- 
scfniitlhnschel  bestimmenden  Gebilde  offenbar  so  annehmen,  dass 
einmal  die  Doppelpunkte  reell  werden,  das  andere  Mal  nicht,  und 
beide  Gruppen  von  Kegelschnitten  werden  denselben  Namen  des 
KegelschnillhOschels  beansprucheti  können,  denn  alle  Eigenschaf- 
ten, welche  dem  einen  znkommen,  müssen,  unter  der  Modalität, 
dass  gewisse  Elemente  imaginär  werden  können,  in  gleicher  Weise 
auch  dem'  andern  znkommen. 

Wir  begnügen  uns  hier  damit,  aus  der  neuen  Entslehungsarl 
des  Kegelschniltbüschels,  welche  also  auch  zu  einem  Kuschel 
mit  zwei  reellen  und  zwei  imaginären  Mittelpunkten 
führt,  die  charakteristische  Eigenschaft  des  Kegelschniltbüschels 
herznieiten,  dass  jede  Transversale  der  Ebene  in  einem  Punkt- 
systeme geschnitten  wird.  Denken  wir  uns  nämlich  eine  be- 
liebige Transversale  T in  der  Ebene  und  werde  dieselbe 
von  dem  Strahlhüschel  B {a  b c ..  x . .)  längs  einer  l’nnkl- 
reihe  a,  b,  c,  . . . v,  . . geschnitten,  so  sind  die  beiden  Punkt- 
reihen auf  T lind  5(  projektivisch  und  die  Verbiiidnngslinic  v V| 
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wird  daher  einen  Kegelschnilt  ^ umhüllen,  welcher  selbst  T und 
berührt,  üm  nun  die  Schnittpunkte  eines  beliebigen  Kegel - 
schnitLs  des  Büschels  mit  der  Transversale  T zu  ermitteln, 
haben  wir  solche  zwei  Strahlen  Xx  und  x zu  ermitteln,  welche 
sich  auf  T schneiden,  d.  h.  wir  haben  aus  X an  den  eben  er- 
mittelten Kegelschnitt  ^ eine  Tangente  oder  das  Taugentenpaar  zu 
legen;  die  Schnittpunkte  dieser  beiden  Tangenten  mit  der  Trans- 
versale T werden  zugleich  die  Schnittpunkte  derselben  mit  dem 
Kegelschnitt  sein;  nun  ist  aber  T selbst  eine  Tangente  des 
Kegelschnitts  ^ und  es  gilt  der  Salz  (§  31),  dass,  wenn  man  aus 
den  Punkten  X einer  Geraden  G die  Tangentenpaare  an  einen 
Kegelschnitt  Ä legt,  irgend  eine  feste  Tangente  T desselben  alle- 
mal in  den  Punktenpaaren  eines  Punktsystems  von  jenen  Tan- 
gentenpaaren getroflen  wird;  folglich  wird  die  beliebige  Trans- 
versale T von  den  Kegelschnitten  des  Büschels  in  Punkten- 
paaren gelrolTen,  welche  die  Paare  konjugirter  Punkte  eines 
Punktsystems  sind,  was  zu  beweisen  war.  Diese  Eigenschaft  findet 
jetzt  also  ganz  unal)hängig  davon  statt,  ob  das  Kegelschoitt- 
hOschel  vier  reelle  Mittelpunkte  - hat  oder  zw  ei  reelle  und  zwei 
imaginäre. 

Sobald  das  Kegelsciinittbüschel  vier  reelle  Mittelpunkte  hat, 
kommen,  wie  wir  bereits  von  anderer  Seite  her  wissen,  drei 
Linienpaare  unter  den  Kegelschnitten  des  Büschels  vor;  dasselbe 
zeigt  sich  auch  hier;  denn  seien  C und  D die  beiden  reellen 
Doppelpunkte  der  in  auf  einander  liegenden  projektivischeii 
Punktreihen,  so  leuchtet  ein,  dass  für  einen  solchen  Punkt 
auf  C,  welcher  in  der  Linie  BC  sich  befindet , die  beiden  den 
Kegelschnitt  des  Büschels  erzeugenden  Strahlbüschel  perspektivisch 
werden,  der  Kegelschnitt  selbst  also  in  ein  Linienpaar  zerfallt; 
dasselbe  gilt  für  denjenigen  Punkt  X'q,  in  welchem  BI)  die  Ge- 
rade ®-tritrt.  Diese  beiden  Linienpaare  existiren  aber  nicht, 
wenn  die  Doppelpunkte  C und  D der  beiden  in  51  zusarainen- 
liegenden  projektivischen  Punktreihen  imaginär  sind.  Nun  kommt 
noch  ein  drittes  Linienpaar  vor,  welches  derjenigen  Lage  X^" 
entspricht,  welche  der  Schnittpunkt  von  @ mit  51  ist.  In  diesem 
Falle  tritt  die  schon  oft  gefundene  parabolische  Lage  ein  uml 
der  Kegelschnitt  löst  sich  in  die  beiden  Geraden  BA  und  51  auf. 
Dieses  Linienpaar  bleibt  bestehen,  auch  wenn  die  Doppelpunkte 
auf  dein  Träger  51  nicht  reell  sind.  Wir  schliessen  hieraus:  In 
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einem  Kegelschnittbnsciiel  mit  zwei  reellen  und  zwei  imaginären 
Mittelpunkten  giebt  es  nur  ein  reelles  Linieiipaar  und  das- 
selbe besteht  aus  der  Verbindungslinie  der  beiden  reellen  Mittel- 
punkte und  einer  bestimmten  arideren  Geraden  welche  als  die 
Verbindungslinie  der  beiden  imaginären  Mittelpunkte  aufgefasst 
werden  kann  und  ideelle  gemeinschaftliche  Sekante  ge- 
nannt wird.  Nimmt  man  irgend  zwei  Kegelschnitte  des  Büschels 
K und  als  gegeben  an  und  haben  dieselben  die  beiden 
reellen  Punkte  A und  B gemein,  so  sind  wir  im  Stande,  die  an- 
dere gemeinschaftliche  Sekante,  d.  h.  den  andern  Theil  des 
Linienpaares,  dessen  einer  die  reelle  gemeinschaftliche  Sekante 
AB  ist,  zu  konslruiren  unabhängig  davon,  ob  diese  eine  reelle 
oder  ideelle  gemeinschaftliche  Sekante  ist;  denn  wegen  der 
charakteristischen  Eigenschaft  des  Punktsystems  haben  wir  nur 
nöthig,  auf  einer  beliebigen  Transversale  T die  Schnittpiinkten- 
paare  a und  a,  und  der  Kegelschnitte  K und  A’*  zu  mer- 
ken und  in  dem  Punktsystem , welches  durch  die  beiden  Paare 
konjugirter  Punkte  au  und  bestimmt  wird,  denjenigen  Punkt 
a zu  bestimmen , w elcher  dem  Schnittpunkte  s der  Geraden  A B 
mit  T konjiigirt  ist;  alle  Punkte  ff,  welche  wir  auf  diese  Weise 
konstruiren,  müssen  auf  einer  bestimmten  Geraden  % liegen, 
welche  die  gesuchte  ist;  die  Konstruktion  eines  Punktes  ff  geht 
aus  § 16  unzweideutig  hervor  entweder  vermittelst  der  Gleich- 
heit der  Doppelverhältnisse  oder  der  bekannten  Relationen  für 
die  Involution  von  sechs  Punkten.  Wir  können  uns  aber  auch 
anstatt  der  Transversale  T eines  beliebigen  Kegelschnitts  bedie- 
nen, welcher  nur  durch  A und  B geht.  Sei  ^ ein  solcher  Kegel- 
schnitt, welcher  durch  A und  B geht,  übrigens  aber  ganz  will- 
kührlich  ist;  möge  er  den  Kegelschnitt  K\n  zwei  Punkten  trelfen. 
deren  Verbindungslinie  23  sei,  und  Af*  in  zwei  Punkten,  deren 
Verbindungslinie  23^  sei,  so  wird  der  Schnittpunkt  (23,  auf 
der  Geraden  21  liegen;  denn  bezeichnen  w ihn  mit  ff  und  ziehen 
durch  ff  eine  Transversale  T,  welche  K in  a und  «,  AT‘  in 
und  trifll  und  die  Gerade  AB  in  s,  endlich  den  Kegelschnitt 
^ in  ö und  ß,  so  sind  erstens  aa,  bß  und  sa  drei  Punktenpaare 
eines  Punktsystems,  zweitens  auch  a* 6/3  und  sa;  beide  Punkt- 
systeme müssen  identisch  sein,  weil  zwei  Paar  konjugirte  Punkte 
dieselben  sind:  bß  iimb^ff;  folglich  sind  auch  aa,  und  sa 
drei  Paar  konjugirte  Punkte  dieses  Punktsystems;  also  liegt  a auf 
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der  andern  genieinschalXIichen  Sekante  ^ <lcr  beiden  Kegelschnitte 
K und  K^\  wir  können  mithin  folgenden  Satz  anssprechen: 

Haben  irgend  drei  Kegelschnitte  zwei  reelle  Punkte 
gemeinschaftlich  oder  eine  reelle  gemeinschaftliche 
Sekante,  so  haben  je  zwei  derselben  allemal  noch  eine 
zweite  (reelle  oder  ideelle)  gemeinschaftliche  Sekante 
(die  Verbindungslinie  der  beiden  übrigen  Schnitt’ 
punkte);  die  auf  diese  Weise  erhaltenen  drei  geraden 
Linien  laufen  durch  einen  Punkt. 

Hierdurch  ist  ein  einfaches  Mittel  gegeben,  die  ideelle  gemein- 
schaftliche Sekante  zweier  Kegelschnitte,  welche  nur  zwei  reelle 
Schnittpunkte  haben,  zu  konstruiren;  -sind  nämlich  K und  die 
beiden  gegebenen  Kegelschnitte,  welche  die  reellen  Schnittpunkte 
A und  B haben,  so  lege  man  durch  A und  B einen  beliebigen 
Kegelschnitt  der  K in  zwei  andern  Punkten  tritll  und 
ebenfalls;  die  beiden  Verbindungslinien  dieser  je  zwei  1‘unkte 
trefl'eti  sich  in  einem  Punkte  a derjenigen  Gera«len  ?(,  welche 
die  gesuchte  (ideelle)  gemeinschaftliche  Sekante  der  gegebenen 
Kegelschnitte  K und  Ä’*  ist;  es  reicht  also  hin,  einen  zweiten 
Punkt  a vermittelst  eines  andern  Kegelschnitts  ^ zu  konstruiren, 
um  «lie  Gerade  ^ zu  erhalten.  Halten  wir  den  Kegelschnitt  ^ 
fest  und  verändern  K,  indem  wir  ihn  sämmtliche  Kegelschnitte 
des  Büschels  durchlaufen  lassen,  so  bleibt  der  1‘unkt  a fest  und 
wir  erkennen  hieraus  die  Gültigkeit  eines  in  § 89  für  den  Fall 
eines  Kegelschnitthüschels  mit  vier  reellen  Mittelpunkten  bewie- 
senen Salzes  auch  in  dem  Falle,  dass  nur  zwei  Mittel()unkle  reell 
und  die  beiden  andern  imaginär  sind. 

Die  Bestimmung  der  Gattung  der  einzelnen  Kegelschnitte, 
welche  in  dem  Büschel  Vorkommen,  ist  bei  der  hier  zu  Grunde 
gelegten  Entstehungsart  nicht  schwieriger,  wie  bei  der  in  § 38 
gegebenen.  Um  zu  entscheiden,  oh  ein  Kegelschnitt  des  Bü- 
schels Ellipse,  Hyperbel  oder  Parabel  ist,  haben  wir  nur  nach- 
zusehen, wie  oft  in  den  beiden  projeklivischen  Strahlbüscbcln, 
welche  ihn  erzeugen,  zwei  entsprechende  Strahlen  parallel  laufen; 
denken  wir  uns  daher  zu  jedem  Strahl  x des  festen  Slrahlbüschels 
{B)  eine  Parallele  durch  den  entsprechenden  Punkt  r der  gege- 
benen Punktreihe  (51)  gezogen,  so  wird  diese  Parallele  die  Gera»le 
@ in  einem  solchen  Punkte  X Ireflen,  dass  A'i  und  x zwei  ent- 
sprechende parallele  Strahlen  sind,  also  der  Kegelscluiill,  welcher 
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dieser  Lage  von  X entspricht,  einen  unendlich -enliernten  Punkt 
hat.  Nun  umhüllen  aber  alle  diese  Parallelen,  welche  durch  die 
Punkte  r den  Strahlen  a:  parallel  gezogen  werden,  eine  bestimmte 
Parabel  wie  leicht  zu  erkennen  ist,  denn  die  Strahlen  x des 
Strahlhüschels  (B)  treffen  die  unendlich -entfernte  (lerade  in 
einer  Punktreihe,  welche  mit  der  vom  Punkte  x beschriebenen 
projektivisch  ist;  die  durch  v parallel  dem  Strahle  x gezogene 
Gerade  verbindet  milhin  ents|)rechende  Punkte  zweier  projeklivi- 
scher  Punktreihen  und  umhüllt  daher  einen  Kegelschnitt,  welcher 
zur  Tangente  hat,  folglich  eine  Parabel  ist.  Es  ist  auch  auf 
andere  Weise  leicht  einzusehen,  dass  die  durch  die  Punkte  einer 
Punktreihe  zu  den  entsprechenden  Strahlen  eines  mit  ihr  pro.jek- 
tivischen  Strahlbüschels  gezogenen  l*arallelen  eiiie  Parabel  um- 
hüllen, indem  man  aus  der  Gleichheit  der  Doppelverhällnisse  und 
den  durch  den  Parallelismus  gegebenen  Proportionen  nachweist, 
dass  der  gesuchte  Ort  das  Erzeugniss  zweier  projektivisch -fdin- 
lichen  Punktreihen  ist.  Denken  wir  uns  diese  Parabel  her- 
gestellt, so  können  zwei  Fälle  eintreten:  1)  Die  (leradc  @ schnei- 
det die  Parabel  nicht;  alsdann  sind  sämmtliche  Kegelschnitte 
des  Ilüschels  Hyperbeln,  weil  durch  jeden  Punkt  A’  der  (k'raden 
@ ein  Tangentenpaar  an  die  Parabel  geht,  also  der  dem  Punkte 
X zugehörige  Kegelschnitt  des  Hüschels  zwei  unendlich -etitfernte 
Punkte  hat;  oder  2)  die  Gerade  ® schneidet  die  Parabel  P^-^  in 
zwei  reellen  Punkten;  alsdann  giebt  es  in  dem  Kegelschnitlbüschel 
eine  Gruppe  von  Hyperbeln  und  eine  Gruppe  von  Ellipsen,  welche 
durch  zwei  Parabeln  von  einander  getrennt  werden;  die  letzteren 
geliören  denjenigen  beiden  Punkten  X der  Geraden  @ zu,  in 
w eichen  dieselbe  von  der  Parabel  geschnitten  w ird ; die  zw  i- 
schen  den  beiden  Schnittpunkten  liegenden  Punkte  X könihen  nur 
Ellipsen  hervorrufen,  da  durch  sie  keine  Tangenten  der  Parabel 
y>(2)  gehen;  die  ausserhalb  jener  beiden  Schnittpunkte,  d.  h.  ausser- 
halb der  Parabel  liegenden  1‘unkte  X der  Geraden  @ liefern 
nur  Hyperbeln.  Im  ersten  wie  im  zweiten  Falle  giebt  es  nur 
eine  gleichseitige  Hypcrpel  in  dem  Kegelschnitlbüschel;  diese  ent- 
spricht dem  Schnittpunkte  der  Geraden  ® mit  der  Leitlinie  der 
l’arahel  P^^\  weil  die  Leitlinie  der  Ort  aller  rechtwinkligen  Tan- 
gentenpaare an  die  Parabel  ist;  in  dem  besonderen  Falle,  dass 
die  Gerade  @ die  Leitlinie  selbst  ist,  besteht  das  Düschel  aus 
lauter  gleichseitigen  Hyperbeln,  und  in  dem  besonderen  Falle,  dass 
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<lie  (lerade  @ die  Parabel  berüiirt,  findet  sich  in  <lein  Büschel, 
welches  aus  lauter  Hyperbeln  besteht,  nur  eine  einzige  Parabel 
vor  und  die  Gruppe  von  Ellipsen  geht  vollständig  fort.  Die 
Parabel  entscheidet  auch  darüber,  ob  das  Kegelschiiittbüschel 
vier  reelle  oder  nur  zwei  reelle  und  zwei  imaginäre  Mittelpunkte 
hat,  denn  das  aus  B an  diese  Parabel  gelegte  Tangentenpaar 
trifft  die  Gerade  ^ offenbar  in  den  beiden  festen  Punkten  C und 
I),  durch  welche  sätnnitliche  Kegelschnitte  des  Büschels  gehen; 
liegt  also  der  Punkt  B ausserhalb  der  Parabel  so  hat  das 
Büschel  vier  reelle  Mittelpunkte,  liegt  B innerhalb  der  Parabel, 
so  hat  es  zwei  reelle  und  zwei  imaginäre  Mittelpunkte.  Wii- 
könnten  endlich  für  den  Fall  von  vier  reellen  Mittelpunkten  auch 
aus  der  neuen  Entstehungsweise  ohne  Schwierigkeit  das  Kriterium 
herleiten,  welches  wir  in  § 38  gefunden  haben  und  wonach  aus 
der  relativen  Lage  der  vier  Mittelpunkte  sofort  zu  entsclieiden  ist, 
welcher  der  beiden  Fälle  1)  oder  2),  die  nach  dem  Obigen  ein- 
treten  können,  wirklich  stattfindet.  Doch  ist  diese  Herleitung 
üherflüssig. 

§ 41.  Erzeugung  des  Eegelschnittbüsohels  vermittelst 

zweier  Punktsysteme. 

Wir  haben  im  Vorigen  zwei  Kegelschnittbuschei  kennen  ge- 
lernt, die  in  ihren  charakteristischen  Eigenschaften  übereinstim- 
men,  aber  in  den  sie  bestimmenden  Elementen  verschieden  sind, 
nämlich  das  Kegelschnittbüschel  mit  vier  reellen'  Mittelpunkten 
und  das  Kegelschnittbüschel  mit  zwei  reellen  und  zwei  imaginären 
Mittelpunkten.  Die  sämmtlichcn  Kegelschnitte  des  einen,  wie  des 
anderen  Büschels  haben  wir  auf  reellem  Wege  konstruiren  ge- 
lehrt und  uns  aus  diesen  Konstruktionen  von  der  Uebereinslim- 
mung  der  wesentlichen  Eigenschaften  beider  Büschel  überzeugt; 
es  giebt  nun  noch  ein  drittes  K egelschnittbuschel  mit  vier 
imaginären  Mittelpunkten  und  es  kommt  darauf  an,  auch 
für  diesen  Fall  die  sämmtliclien  Kegelschnitte  eines  solchen 
Büschels  auf  reellem  Wege  zu  konstruiren.  Diese  Konstruktion 
muss  auch  die  beiden  vorigen  Fälle  involviren  und  wir  gelangen 
zu  ihr  am  kürzesten,  indem  wir  von  dem  Fall,  dass  die  vier 
Mittelpunkte  des  Büschels  reell  sind,  aiisgehen.  Seien  g fi  g"  h" 
vier  beliebige  Punkte  in  der  Ebene  als  die  Mittelpunkte  eines 
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Kegelschnittbüscliels  (Fig.  58)  gewählt  und  mögen  sich  die  Seiten- 
paare g g'  und  ht  }C  in  g,  g' h"  und  Ji  g"  in  h treffen,  so  wird 

(Fig.  58.) 


die  Gerade  gh  vun  sämmtiiehen  Kegelschnitten  des  Büschels,  des- 
sen vier  Mittelpunkte  g It  g" h"  sind,  in  den  konjugirten  Funkten- 
paaren  u u eines  Punktsystems  getroffen,  dessen  Asymptotenpunkte 
g und  h sind,  so  dass  also  immer  uct  zugeordnete  harmoniscln*. 
Punkte  zu  g und  h sind;  insbesondere  IrifU  auch  das  Linienpaar 
g'  fl  und  g"  h"  in  zwei  konjugirten  Punkten  p und  n desselben 
Punktsystems.  Wir  können  also  irgend  zwei  konjugirte  Punkte  acc 
«lieses  Punktsystems  als  die  .Mittel])unkte  zweier  projektivischen 
Strahlhüschel  aimehmen,  welche  einen  bestimmten  Kegelschnitt 
des  Büschels  erzeugen , und  die  projektivische  Beziehung  dieser 
beiden  Strahlhüschel  ist  vollständig  hestimmt,  da  der  Kegelschnitt 
durch  die  vier  gemeinschalllichen  .Mittelpunkte  gehen 

soll.  Biese  beiden  den  Kegelschnitt  erzeugenden  projektivischen 
Strahlhüschel  mit  den  Mittelpunkten  a und  c<  treffen  nun  die 
(ierade  g' h’  in  zwei  projektivischen  Punktreihen,  deren  Doppel- 
punkte g und  h'  sind;  die  beiden  sich  entsprechenden  Strahlen 
«(/"  und  ag"  treffen  in  b und  /3  die  Gerade  g ti  und  die  Punkte 
bß  sind  zugeordnet  harmonisch  zu  g' /t\  weil  aa  zu  gh  harmo- 
nisch liegen.  Hierdurch  sind  schon  drei  Paare  entsprechender 
Punkte  der  beiden  projektivischen  Punktreihen  auf  g'//  bekannt, 
nämlich  der  Doppelpunkt  g,  der  Doppeljiunkt  /i'  und  das  Puukten- 
paar  bßj  also  die  ganze  projektivische  Beziehung  ist  vollständig 
bestimmt.  Sämmtliche  Paare  entsprechender  Punkte  dieser  beiden 
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auf  einunder  liegenden  projektivisclien  Punktreilien  bilden,  wie 
leidit  zu  erkennen  ist,  ein  Punktsystem,  dessen  Asymptoten- 
{Minktc  <j  sind;  <lenn  umgekehrt  besteht  ein  solclies  Punkt- 
system aus  zwei  auf  einander  liegenden  projektivisclien  Punkt- 
reihen, deren  Doppelpunkte  die  Asymptotenpunkte  gU  sind,  und 
von  denen  zwei  entsprechende  Punkte  zugeordnet  harmonisch 
liegen  zu  g H.  Dieses  durcli  die  beiden  festen  Mittelpunkte  g' 
unveränderlich  gegebene  Punktsystem  auf  g'  h'  bestimmt  also  die 
projektivische  Beziehung  zweier  Slrahlbüschel,  die  ihre  Mittel- 
punkte in  a und  a.  haben  und  einen  Kegelschnitt  des  Büschels 
erzeugen;  verändern  wir  das  Punktenpaar  au  in  dem  ersten 
Punktsysteme,  dessen  Asymptotenpunktc  gh  sind,  so  erhalten  wir 
sämmtliche  Kegelschnitte  des  Büschels  und  wir  gelangen  daher 
zu  folgender  neuen  Konstruktion  derselben,  welche  allgemein 
aufgefasst  unabhängig  davon  ist,  oh  die  Mittelpunkte  des  Büschels 
rexill  oder  imaginär  sind: 

Sind  auf  zwei  geraden  Trägern  51  und  93  zwei 
Punk  tsysteme  (rt,  «)  und  (/>, /S)  beliebig  gegeben  und  man 
nimmt  irgend  ein  Paar  konjugirter  Punkte  au  des 
ersten  Punktsystems  zu  Mittelpunkten  zweier  Strahl- 
hüschel,  deren  entsprechende  Strahlen  nach  allen 
Paaren  konjugirter  Punkte  hß  des  andern  Punkt- 
systems hingehen,  so  erzeugen  diese  beiden  Strahl- 
hüscliel  einen  Kegelschnitt  den  Ort  des  Schnitt- 
punktes [ab,  aß)  oder  auch  [aß,  ab).  Verändert  man 
das  Punktenpaar  aa  auf  dem  ersten  Träger  51,  so  ge- 
hören sämmtliche  Kegelschnitte  //  einem  Kegelschnitt- 
hüschel  an. 

In  der  That,  da  zwei  konjugirte  Punkte  eines  Punktsystems 
immer  zwei  entsprechende  Punkte  zweier  auf  einander  liegender 
projektivischer  Punktreihen  sind,  so  ist  der  Ort  des  Schnitt- 
punktes [ab,  aß)  das  Erzeugniss  zweier  projektivischer  Strahl- 
büschel («)  und  («),  also  ein  Kegelschnitt  K;  weil  aber  beim 
Punktsystem  alle  Paare  entsprechender  gleicher  Strecken  verkehrt 
auf  einander  fallen  (§  IG),  so  ist  der  Ort  des  Schnittpunktes 
[aß,  ab)  derselbe  Kegelschnitt  K.  Dieser  geht  offenbar  durch  die 
beiden  Asymptotenpunkte  g' h'  des  auf  dem  Träger  93  gegebenen 
•Punktsystems,  wenn  dasselbe  hyperbolisch  ist,  und  alle  Kegel- 
schnitte /r,  die  wir  bei  iler  Veränderung  von  aa  erhallen,  gehen 
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wenn  wir  zu- 


(lurcli  dieselben  beiden  festen  Punkte  (J  h\  welche  reell  vorhan- 
den sind,  sobald  das  gegebene  Punktsystem  auf  33  hyperbolisch, 
ilagegen  imaginär  sind,  sobahl  dasselbe  elliptisch  ist.  Sei  ferner 
in  ilem  Schnittpunkte  der  beiden  Träger  (91,  93)  ein  Punkt  p des 
ersten  Punktsystems  auf  9(  und  ein  Punkt  c3  des  andern  Punkt- 
systems auf  93  vereinigt  und  seien  die  zu  diesem  konjugirten 
Ihinkte  in  dem  einen  und  andern  Fhinktsystcm  n und  o,  so  ziehen 
wir  oTc  = Q eine  Gerade,  die  natürlich  immer  reell  vorhanden 
sein  muss.  Nehmen  wir  jetzt  irgend  ein  Punktenpaar  aa  des 
ersten  und  ein  beliebiges  Punktenpaar  /jß  des  zweiten  Punkt- 
systems heraus  und  möge  die  Gerade  6 von  «/>  in  c und  von 
in  y getrotfen  werden  (Fig.  59),  so  werden, 
nächst  a und  a festhalten, 

, , O K I-  (f'ig*  Ö9.) 

aber  bß  bewegen,  die 
Punkte  c und  y zwei  auf 
einander  liegende  projek- 

tivische  Punktreihen  \ 

durchlaufen  und  überdies.^J^ 
ein  Ihmktsystem  bilden, 
denn  ebenso  wie  dem 
Punkt  c der  ersten  Punkt- 
reihe der  Punkt  y der 
zweiten  entspricht,  muss 
auch  dem  Punkt  y der 
ersten  Punktreihe  der 
Punkt  c der  zweiten  ent- 
sprechen ; zielntn  w ir  näm- 
lich ay  und  uc,  so  trelTen 
dieselben  die  (icrade  93  in 
den  Punkten  b' ^ eines 

Paares  konjugirter  Punkte  des  auf  93  gegebenen  Punktsystems, 
weil  die  drei  Seitenpaare  des  Vierecks  aacy  die  Transversale  93 
in  drei  [hinktenpaarcn  eines  l^unktsystems  treneii  müssen,  welche 
sind  bß,  0(0,  b'ß'.  Wir  sehen  also,  dass  bei  den  von  c und  y 
besciiriebenen  projektivischen  Punktreihen  zwei  entsprechemh'. 
gleiche  Strecken  verkehrt  auf  einander  fallen,  mithin  cy  die  kon- 
jugirten  Punkto  eines  Punktsystems  sind;  diesem  Punktsystem 
gehört  auch  o und  n als  ein  Paar  konjugirter  Punkte  und  ebenso 
diejenigen  Ihinkle  cy  an,  in  welchen  (v  von  aß  und  ba  ge- 
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troiren  wird.  Wenn  daher  irgend  ein  auf  die  oben  angegebene 
Weise  konstruirter  Kegelschnitt  K als  das  Erzeugniss  zweier  pro- 
jeküvischer  Stiahlbüschel  aufgefassl  wird,  welche  in  einem  Paare 
ua  ihre  Mittelpunkte  haben,  so  trefl'eu  zwei  entsprechende  Strah- 
len die  Gerade  (£  immer  in  zwei  konjugirten  Punkten  cy  eines 
Punktsystems;  es  zeigt  sich  ferner,  dass  dieses  [Punktsystem  für 
alle  Kegelschnitte  K dasselbe  bleibt.  Denken  wir  uns  nämlich 
für  den  .\ugenblick  ein  Paar  bß  fest  und  verändern  aa  auf  dem 
Träger  51,  so  werden  ba  und  ßa  in  zwei  konjugirten  Punkten 
c und  y eines  Punktsystems  die  Gerade  6 treffen,  weil  Ü durch 
den  Punkt  n geht,  der  dem  im  Schnittpunkte  (isö,  51)  liegenden  ;> 
konjugirt  ist  und  also  auch  by  und  ßc  in  einem  Paar  konjugirter 
Punkte  aa  die  Gerade  5t  treffen  müssen;  es  folgt  daraus,  dass 
dieses  neue  Punktsystem  [c,  y),  welches  wir  bei  Festhaltung  von 
b und  ß auf  (£  erhalten,  mit  dein  vorigen  identisch  ist,  weil  ein 
Paar  cy  und  das  Paar  on,  welche  zur  Bestimmung  ausreichen, 
coincidireii.  Nelinien  wir  nun  irgend  zwei  Paare  konjugirter 
Punkte  und  ytj  der  beiden  auf  5t  und  33  gegebenen  Punkt- 
systeme willkührlich  heraus,  so  werden,  weil  ba  und  ßa  in  einem 
[Paar  konjugirter  Punkte  cy  des  eben  bestimmten  Punktsystems 
die  Gerade  d treffen,  auch  bx  und  ß^  in  einem  andern  Paare 
desselben  treffen,  und  weil  xb  und  in  einem  .solchen  Paare 
treffen,  auch  xy  und  in  einem  neuen  Paar  konjugirter  Punkte. 
Wir  erhalten  mithin  auf  der  Geraden  d ein  festes  durch  die 
beiden  auf  5t  und  gegebenen  Punktsysteme  initbestimintes  Punkt- 
system (c,  y)  und  sehen,  dass,  wenn  die  Verbindungslinie  irgend 
zweier  Punkte  x und  y auf  den  Geraden  5t  und  53  die  dritte 
(i  in  ; trifft,  die  N erbindungslinie  der  beiden  zu  x und  y kon- 
jugirten Punkte  I und  tj  die  Gerade  d in  dem  zu  z konjugirten 
Punkte  ^ trifft,  so  dass  z und  ^ ein  Punktenpaar  des  dritten 
Punktsystems  sind.  Die  drei  Punktsysteme  (a:,  §)  {y,  tj]  (c,  auf 
den  Trägern  5t,  53,  6 stehen  noch  in  der  allgemeineren  Beziehung 
zu  einander,  dass,  wenn  man  aus  jedem  derselben  ein 
beliebiges  Paar  konjugirter  Punkte  herausnimmt, 
diese  drei  Punktenpaare  x^,  ytj,  z^  immer  sechs  Punkte 
eines  Kegelschnitts  sind,  wovon  die  vorige  Eigenschaft,  dass, 
wenn  xyz  in  einer  Geraden  liegen,  auch  die  drei  konjugirten 
in  einer  Geraden  liegen  müssen,  nur  ein  specieller  Fall  ist.  Der 
allgemeine  Fall  lässt  sich  aber  so  erweisen:  Seien  x,  $;  y,  z,  ^ 
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die  beiden  Piinktsyslenie  auf  51  und  53  gleichartig,  d.  li.  beide 
elliptisch  oder  beide  hyperbolisch,  so  ist  das  Punktsystem  auf  (S 
hyperbolisch;  sind  sie  dagegen  ungleichartig,  d.  h.  eines 
elliptisch  und  das  andere  hyperbolisch,  so  ist  das  dritte  Punkt- 
system auf  (5  elliptisch.  Wir  sehen  hieraus,  dass  von  den  drei 
Punktsystemen  auf  5153  (£  nothwendig  entweder  alle  drei  hyper- 
bolisch oder  eines  elliptisch  und  die  beiden  andern  hyperbolisch 
sein  müssen.  Wir  können  daher  folgende  vier  Fälle  unterscheiden : 


Punktsystem 
auf  51: 

Punktsystem’ 
auf  53: 

Das  Kegelschnittbüschel  hat: 

I.  hyperbolisch 

II.  hyperbolisch 
Hl.  elliptisch 
IV.  elliptisch 

hyperbolisch 

elliptisch 

hyperbolisch 

elliptisch 

vier  reelle  Mittelpunkte  (j  U g” 
vier  imaginäre  Mittelpunkte 
zwei  reelle  Mittelpunkte  g'  li 
zwei  reelle  Mittelpunkte  g"  h” 

und  in  diesen  vier  Fällen  ist: 


das  Punktsystem  auf 


I. 

hyperbolisch 

H. 

elliptisch 

HL 

elliptisch 

IV. 

hyperbolisch. 

Wir  sehen  hieraus,  dass  nur  in  dem  Falle  I drei  reelle  Linien- 
paare unter  den  Kegelschnitten  des  Ilüschels  aid’treten,  dass 
aber  in  jedem  der  drei  übrigen  Fälle  nur  ein  und  immer  ein 
Linienpaar  53>  in  dem  ßüschel  vorkommt.  Dieses  Linienpaar 
geht  nämlich  hervor,  wenn  das  besondere  Punktenpaar  pn  zu 
.Mittelpunkten  zweier  erzeugenden  Strahlbüschel  gewählt  wii-d,  wo- 
bei dann  wieder  der  ))arabolische  Fall  projektivischer  lleziehung 
eintritt  (§  19);  sonst  kann  der  kegelschnitt  K auf  keine  andere 
Weise  in  ein  Linienpaar  zerfallen , als  wenn  die  Mittelpunkte  der 
ihn  erzeugenden  Strahlbüschel  a und  a zusammenfallen,  also 
das  Punktsystem  auf  51  hyperbolisch  ist,  und  auch  dann  wird  ein 
solches  Linienpaar  nur  reell  vorhanden  sein,  wenn  gleichzeitig 
«las  Punktsystem  auf  53  hyperbolisch  ist,  also  im  Falle  (I),  wie 
leicht  zu  erkennen.  Zugleich  sehen  wir,  dass  in  diesem  vcdl- 
ständig  reellen  Falle  die  sechs  .Vsymptotenpunklc  zn  je  dreien  auf 
vier  (leradcn  liegen,  also  ein  vollständiges  Vierseit  bilden,  dessen 
drei  Diagonalen  «lie  (Geraden  5l5Hv  sind.  Hieraus  ergiebt  sich 
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bciläuüg  der  elementare  Satz:  Sind  die  drei  Gegen  ecken 
eines  vullständigen  Vierseits  gh,  gfi,  g" fi'  und  trifft 
irgend  eine  Gerade  in  der  Ebene  diese  drei  Diago- 
nalen gh,  g h\  g'U'  bezieblicb  in  den  Punkten  s s' 

SU  liegen  die  zugeordneten  vierten  barinonischen 
IMinkte  a ö' a"  zu  jenen,  indem  jedes  Paar  Gegenecken 
das  andere  Paar  zugeordnet  - harmonischer  Punkte 
ist,  allemal  in  einer  neuen  Geraden.  (Crelle’s  Journal 
Hd.  111  Seite  212.  Aufgabe  und  Lehrsätze  von  J.  Steiner.) 

Das  vorhin  gefundene  Resultat,  dass  die  Kegelschnitte  Af  des 
Rüscliels  sämmtlicli  durch  die  Asymptotenpunkte  der  auf  den 
Trägern  23  und  6 befindlichen  Punktsysteme  {b,  ß)  und  (c,  y)  liin- 
durchgehen,  falls  diese  Punktsysteme  oder  eines  von  ihnen  hyper- 
bolisch sind,  lässt  sich  etwas  anders  aussprechen  und  wird  da- 
durch unuhhängig  von  der  Natur  der  beiden  Punktsysteme.  Es 
ist  ersichtlich,  dass  die  beiden  festen  Punktsysteme  auf  und  (£ 
• in  Bezug  auf  jeden  Kegelschnitt  A'  des  Büschels  diejenigen  sind, 
welche  diesem  Kegelschnitt  zugehören  (§  29),  d.  h.  für  alle  Kegel- 
schnitte A'  sind  b und  ß ein  Paar  konjugirte  Punkte  (§  30)  oder 
die  Polare  von  b geht  durch  ß und  ebenso  ist  es  mit  c,  y;  denn 
nehmen  wir  irgend  ein  Paar  Punkte  aa  auf  21  als  Mittelpunkte 
der  den  Kegelschnitt  A'  erzeugenden  Strahlbüschel,  so  sind  die 
Schnittpunkte  {ab,  aß)  und  aß,  ab)  zwei  Punkte  dieses  Kegel- 
schnitts, der  auch  durch  a und  a geht,  und  das  Viereck  im  Kegel- 
schnitt hat  b und  ß zu  zwei  Diagonalpunkten,  folglich  sind  es 
konjugirte  Punkte  iM  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  (§  30).  Also 
für  sämmtliche  Kegelschnitte  A'  des  Büschels  ist  das 
auf  23  befindliche  Punktsystem  {b,  ß)  und  ebenfalls  das 
auf  befindliche  Punktsystem  (c,  y)  dasjenige,  wel- 
ches jedem  Kegelschnitt  zugehört.  Diese  Eigenschaft 
iuvolvirt  die  obige,  dass,  wenn  eines  oder  beide  Punktsysteme 
hyperbolisch  sind,  sämmtliche  Kegelschnitte  des  Büschels  durch 
die  .\syinptotenpunkte  gehen  müssen;  sie  bleibt  aber  auch  be- 
stehen, wenn  eines  oder  beide  I'unktsysteme  elliptisch  sind,  und 
ist  überhaupt  unabhängig  von  der  besonderen  Natur  dieser  Ihinkt- 
Systeme;  sie  wirft  auch  ein  klareres  Licht  auf  die  hier  betrachtete 
Entstehungsart  des  Kegelschnittbüschels,  denn  anstatt  von  den 
beiden  willkührlich  angenommenen  r*unktsystemen  (a,  a)  und  {b,  ß) 
auf  den  Trägern  21  und  iß  auszugehen,  können  wir  die  beiden 
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lesten  Punktsysteme  {b,  ß)  und  {c,  y)  auf  den  Trägern  23  und  (a 
als  gegeben  anselien;  dadurcli  ist  das  Punktsystem  {«,  a)  auf  5t 
vollständig  mitbestiinmt,  wie  aus  der  vorigen  ßetraciitung  bervor- 
geht,  und  beliebig  viele  Paare  konjugirler  Punkte  sind  leicht  zu 
konstruiren.  Wir  können  also  folgendes  Ergebniss  ausspreeben : 
Sind  zwei  feste  Punktsysteme  {b,  ß)  und  (c,  y)  auf  den 
geraden  Trägern  23  und  gegeben,  so  bilden  sämmt- 
lichc  Kegelschnitte  in  der  Ebene,  für  welche  diese 
Punktsysteme  die  ihnen  zugehörigen  sind  (d.  li.  jedes 
Paar  konjugirter  Punkte  eines  Punktsystems  ein  Paar  konjugirter 
Punkte  in  Pezug  auf  den  Kegelschnitt! , ein  Kegelscbnitt- 
büscliel,  und  zwar  hat  «lassclbe  vier  reelle  Mittel- 
punkte, die  Asymptotenpunkte  der  beiden  Punkt- 
systeme, sobald  dieselben  hyperbolisch  sind,  z\\ei 
reelle  und  zwei  imaginäre  Mittelpunkte,  sobald  eines 
der  beiden  gegebenen  Punktsysteme  hyperbolisch, 
das  andere  elliptisch  ist,  und  vier  imaginäre  Mittel- 
punkte, wenn  beide  Punktsysteme  elliptisch  sind. 
Diejenige  Gerade  51,  welche  die  konjugirten  Punkte 
zu  den  in  dem  Schnittpunkte  (23,  C^)  = o vereinigten 
Punkten  verbindet,  ist  die  Polare  von  o für  sämmt- 
lichc  Kegelschnitte  des  Ilüschels;  irgend  zwei  Ver- 
bindungslinien bc  und  ßy  treffen  5t  beziehiieh  in 
zw  ei  Punkten  </ und  a,  w' eiche  konjugirte  Punkte  eines 
und  desselben  festen  Punktsystems  («,  a)  auf  51  sind, 
und  zwar  desjenigen,  in  welchem  das  K ege  1 schnitt - 
büschel  die  Gerade  51  schneidet;  hiernach  lassen  sich 
sämmtliche  Kegelschnitte  des  Dü  sch  eis  auf  reelle 
Weise  konstruiren,  wie  oben  angegeben  ist,  mögen 
die  Mittelj)unkte  des  Düschels  reell  oder  imaginär 
sein.  Die  Träger  53,  (S  selbst  bilden  ein  Linien- 
paar, welches  ein  besonderer  Kegelschnitt  des  Bü- 
schels ist. 

Die  charakteristische  Eigenschaft  des  Kegelschnittbüschcls, 
dass  eine  beliebige  Transversale  in  der  Ebene  desselben  von  jedem 
Kegelschnitte  des  Ilüschels  in  je  zwei  konjugirten  Punkten  eines 
Punktsystems  getrofl’en  wird,  lässt  sich  nun  auch  aus  dieser 
neuen  Konstruktion  des  Ilüschels  nachweisen  und  bleibt  also  be- 
stehen, (»b  die  Mittelpunkte  des  Büscluds  alle  vier  reell  oder  nur 


DIgitized  by  Google 


Kc"cI.schnittbÜ8chel  uml  Kepclschuittschaar.  §41. 


261 


zwei  oder  keiner  reell  vorhanden  ist.  Trefl’e  {Fi‘,^  60)  eine  be- 
liebige gerade  Transversale  ^ die  drei  (ieraden  5123(5  in  <len 
resp.  Funkten  abc  und  .seien 
eeßy  die  zu  diesen  konju- 
girten  Punkte  in  den  drei  auf 
51236  betindlichen  Punkt- 
systemen, so  liegen  nach 
dem  Vorigen  aßy  in  einer 
neuen  (ieraden  X*  und  der 
Schnittpunkt  der  Geraden  ^ 
und  X*  sei  s.  Nehmen  wir 
nun  ein  beliebiges  Punkten- 
paar des  auf  51  ge- 

gebenen Punktsystems  zu 
•Mittelpunkten  zweier  pro- 
jektivischen  Strahlbuschei, 
welche  einen  Kegelschnitt  IC 
des  Ilüschels  erzeugen,  so 
werden  leicht  vier  Paare  entsprechender  Strahlen  dieser  beiden 
Slrahlbüschel  anzugehen  sein,  nämlich  die  folgenden: 

fi^{b,  ß,  c,  y)  und  «•  (|3,  b,  y,  r). 

Die  Doppelverhältnisse  dieser  beiden  Strahlbüschel  von  je 
vier  Strahlen  sind  also  gleich  und  weil  identisch: 

''''  Yi  = ß*  y)  ist  {§6,  1), 

.‘iO  folgt: 

a^{b,  ß,  c,  y)=ci^b,  ß,  c,  y), 

(1.  h.  die  sechs  Punkte  a^cc^bßcy  liegen  auf  einen»  Kegelschnitt  ^ 
(der  olfenbar  nicht  zum  Düschel  gehört).  Fassen  wir  aber  die 
vier  Punkte  a^a^ßy  dieses  Kegebschnitts  ^ auf,  so  lassen  sich 
durch  dieselben  drei  Unienpaare  legen.  Der  Kegelschnitt  ^ selbst 
und  diese  drei  Linienpaarc  bestimmen  nun  auf  der  Transversale 
vier  Paare  konjugirter  Punkte  eines  gewissen  Punktsystems  {§  39), 
nämlich  das  Paar  bc,  das  Paar  ns  und  die  Schnittpunkte  der  X 
mit  den  Idnienpaaren  n^ß,  n'y  und  n^y,  a^ß,  welche  wir  nicht 
besonders  bezeichnen  wollen.  Diese  beiden  letzten  Punktenpaare, 
welche  das  Punktsystem  vollständig  bestinimen , liegen  gleich- 
zeitig mit  denjenigen  beiden  Punkten  xt/  in  Involution,  in  denen 
der  Kegelschnitt  IC  die  Transversale  X IrilU,  denn  wegen  der 
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Projeklivität  der  beiden  den  Kegelschnitt  K erzeugenden  Stralil- 
büschel  mnssen  die  Doppelverhältnisse  gleich  sein  : 

[h,  y,  X,  y)  = (/3,  c,  X,  y) 

= y«  A (§  !}• 

Die  vier  Strahlen  a^[byxy)  trellen  also  ^ in  vier  Punkten, 
deren  Doppelverludtniss  gleich  demjenigen  zwischen  den  vier 
Punkten  ist,  in  welchen  die  andern  vier  Strahlen  n^(cßyx)  die- 
selbe treffen,  und  da  zwei  entsprechende  gleiche  Strecken  {.r^' 
und  yx)  verkehrt  auf  einander  fallen,  so  erhalten  wir  auf  X ein 
Punktsystem,  dessen  eines  Paar  koiijugirter  Punkte  xy,  ein  zweites 
Paar  öc  und  ein  drittes  Paar  die  Schnittpunkte  des  Linienpaares 
a^y,  sind.  Dieses  Punktsystem  ist  identisch  mit  dem  vorhin 
ermittelten,  weil  zwei  Punktenpaare  dieselben  sind;  in  ähnlicher 
Weise  können  wir  ans  der  Oleichheil  der  Doppelverhältnisse: 

c,  X,  y)  = (ö.  y,  x,  y)  = (y,  b,  y,  x) 

schliessen,  dass  bc,  xy  und  die  Schnittpunkte  des  Linienpaares 
n^ß,  ci^y  mit  X sechs  Punkte  in  Involution  sind,  was  fihrigens 
nicht  mehr  nöthig  ist.  Wir  sehen  also,  dass  die  sechs  Punkte 
bc,  as,  xy  Involution  bilden,  und  verändern  wir  das  Pnnkteii- 
paar  also  den  Kegelschnitt  K,  so  erkennen  wir,  weil  bc 

und  as  unverändert  bleiben,  dass  .sämmtliche  Kegelschnitte  des 
Büschels  die  Transversale  X in  Paaren  konjngirter  Punkte  eines 
INmktsystems  schneiden  w.  z.  h.  w.  Die  Schnittpunkte  bc  ent- 
sprechen «lern  besonderen  Kegelschnitt  K,  welcher  in  das  Linien- 
paar 33(5  degenerirt,  und  die  Schnittpunkte  as  demjenigen  Kegel- 
schnitt K,  welcher  als  das  Erzengniss  zweier  projektivischer 
Strahlbüschel  auftritt,  deren  Mittelpunkte  a und  « sind. 

Aus  der  hierdurch  nachgewiesenen  Grnndeigenschaft  des  Kegel- 
schnittbüschels ergiebt  sich  nun  auch  unabhängig  davon,  ob  das- 
selbe reelle  oder  paarweise  imaginäre  Mitteljuinkte  hat,  die  Folge- 
rung, dass  durch  jeden  beliebigen  Punkt  der  Ebene  ein 
und  immer  nur  ein  einziger  reeller  Kegelschnitt  geht, 
welcher  dem  Büschel  an  gehört;  denn  ziehen  wir  durch 
einen  beliebigen  Punkt  der  Ebene  P eine  Transversale,  so 
fixiren  die  Kegelschnitte  des  Büschels  auf  ihr  ein  Punktsystem, 
welches  schon  durch  irgend  zwei  Paare  konjngirter  Ihinkte  be- 
stimmt wird.  Der  dem  Punkte  P konjugirte  Punkt  des  Punktsystems 
auf  dieser  Transversale  gehört  dem  einzigen  Kegelschnitt  des 
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Büschels  an,  welcher  durch  P geht,  und  drehen  wir  die  Trans- 
versale um  P,  so  erhalten  wir  als  Anfeinanderrolge  der  kon- 
jngirten  Ihinkte  den  ganzen  reell  vorhandenen  Kegelschnitt.  Es 
können  aber  durch  P keine  zwei  verschiedenen  Kegelschnitte  des 
Büschels  gehen,  denn  sonst  müsste  es  in  einem  Punktsystem  zu 
irgend  einem  Punkte  mehr  als  einen  konjugirten  Punkt  gehen, 
was  der  Natur  des  Punktsystems  widerspricht. 

Es  folgt  ferner,  dass  das  Kegelschnitthüschel  durch 
zwei  beliebig  in  der  Ebene  anzu nehmende  Kegel- 
schnitte vollständig  bestimmt  ist,  weil  durch  dieselben 
auf  jeder  Transversale  das  Punktsystem  durch  zwei  Paar  kon- 
jugirte  Punkte  bestimmt  wird.  Aber  eine  solche  Transversale 
in  der  Ebene  braucht  nicht  von  jedem  Kegelschnitte  des  Büschels 
getrollen  zu  werden,  oder  es  kann  auch  imaginäre  PunktenpaaiM; 
eines  Punktsystems  geben.  Um  dieses  Verhalten  klarer  zu  über- 
sehen, denken  wir  uns  die  beiden  Schnittpunkte  der  Trans- 
versale X mit  einem  Kegelschnitte  des  Büschels  als  die  .Asymp- 
tutenpunkte  desjenigen  Punktsystems,  welches  der  Geraden  X in 
Bezug  auf  den  Kegelschnitt  K zugehört  {§  29);  ist  dieses  Punkt- 
system hyperbolisch,  so  sind  die  Schnittpunkte  reell,  ist  cs 
elliptisch,  .so  sind  sie  imaginär.  Für  jeden  Kegelschnitt  K er- 
halten wir  also  auf  der  Transversale  X ein  anderes  Punktsystem 
utid  alle  diese  unendlich  vielen  Punktsysteme  auf  X stehen  in 
dem  Zusammenhänge  mit  einander,  dass  ihre  Asymptotenpunkte 
selbst  ein  PnnktsystÄn  (.r,  |)  bilden,  welches  von  dein  Kegel- 
.schnitlbüschel  auf  X ausgeschnitten  wird.  Nehmen  wir  nun  einen 
beliebigen  Ilülfskegelschnitt  in  der  Ebene  und  verlegen  in 
irgend  einen  Punkt  B desselben  die  Mittelpunkte  von  Strahl- 
systenien,  welche  mit  den  auf  X bcnndlichen  unendlich  vielen 
Punktsystemen  perspektivisch  liegen,  so  wird,  wenn  wir  ein 
Slrahlsystem  der  Art  bilden,  jedes  Paar  konjugirter  Strahlen  eine 
Sehne  auf  ^ ausschnciden,  die  durch  einen  festen  Punkt  P 
läuft  (§  31),  und  wir  verwandeln  also  ein  jedes  Punktsystem  auf  X 
in  einen  l*unkt  P oder  ein  einfaches  Strahlbüschel  (P).  Ist  das 
betrachtete  Punktsystem  auf  X hyperbolisch,  so  muss  P ausser- 
halb des  llülfskegelschnilts  liegen,  nämlich  der  Schnittpunkt 
der  beiden  Tangenten  sein  in  denjenigen  Punkten,  in  welchen 
die  Asymptoten  des  in  B benndlichen  mit  jenem  Punktsystem 
jierspcklivischen  Slrahlsystems  den  5?  trellen.  P ist  also  jedesmal 
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der  Pol  derjenigen  Geraden,  welclic  die  beiden  ScbniU|iunk(e  des 
llfdfskegelsclinitts  mit  den  Strahlen,  welehe  von  B nach  den  beiden 
Asyinptotenpunklen  eines  auf  % benndlicben  Punktsystems  hin- 
laufen,  verbindet.  Da  mm  diese  Asymptotenpuiiktc  selbst  ein  Punkt- 
system {x,  ^),  welches  durch  das  Kegelschuitlbüschel  ausgeschnilten 
wird,  bilden,  so  laufen  <lie  Sehnen  alle  durch  einen  festen  Punkt  O 
und  der  Punkt  P bewegt  sich  also  auf  einer  festen  Geraden  üi, 
der  Polare  von  0 in  Bezug  auf  den  Ilfdfskcgelschuilt  Alle 
Punktsysteme  auf  £ sind  also  in  die  sammllichen  Ihiukte  P einer 
bestimmten  Geraden  2 verwandelt,  der  Art,  dass,  weiui  wir  nun- 
mehr von  irgend  einem  ihinkle  P der  Geraden  2 die  l*olare  kon- 
struiren  und  ihre  Schnittpunkte  auf  ^ mit  B verbinden , dieses 
Slrahlenpaar  die  Transversale  ^ in  einem  Punktenpaar  (.r,  tritlt. 
Hieraus  zeigt  sich,  dass,  wenn  das  Punktsystem  {x,  auf  X 
elliptisch  ist,  <lcr  IMmkt  0 innerhalb  des  Hülfskegclschnitls  Ä 
liegen  muss,  also  die  Gerade  2 denselben  gar  niebt  trillt,  mithin 
alle  unendlich  vielen  Punktsysteme  auf  X hyperbolisch  sind,  oder 
was  dasselbe  sagt:  Alle  Kegelschnitte  des  Büschels  tref- 
fen eine  Transversale  X in  reellen  Punkten  paaren, 
sobald  das  Punktsystem  auf  X elliptisch  ist,  welches 
die  Schnittpunkte  je  eines  Kegelschnitts  des  Büschels 
zu  einem  Paar  konjugirter  l*unkte  hat.  Wenn  dagegen 
das  Punktsystem  (o:,  |)  auf  X hyperbolisch  ist,  so  liegt  0 ausser- 
halb des  Hülfskegelschnitts  die  Gerade  2 schneidet  ihn  daher 
in  zwei  reellen  l*unkten,  welche  die  beiden  Gebiete  auf  2 ab- 
grenzen, innerhalb  deren  solche  Punkte  P liegen,  die  reelle 
Tangentenpaare  an  ^ zulassen,  und  solche  P,  durch  welche  keine 
Tangente  geht.  Von  den  unendlich  vielen  Punktsystemen  auf  X 
ist  also  eine  Gruppe  hyperbolisch  und  die  andere  eili[itisch.  Den 
Uebergang  bilden  zwei  parabolische  Punktsysteme,  welche  <len 
,\syniptotenpunktcn  des  I’unktsysleins  {x,  zugehören,  oder  es 
giebt  zwei  Kegelschnitte  des  Büschels,  welche  die  Transversale  X 
berühren,  wie  hinlänglich  bekannt  ist.  Ist  also  das  Punkt- 
system (x,  §),  welches  von  den  Kegelschnitten  eines 
Büschels  auf  einer  Transversale  X ausgeschnitten 
wird,  hyj)erbolisch,  so  treffen  nicht  alle  Kegel- 
schnitte desselben  die  X in  reellen  Punktenpaaren. 
Das  hyperbolische  Punktsystem  hat  also  auch  imagi- 
näre Paare  konjugirter  Punkte,  was  beim  elliptiscben  Punkt- 
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systom  nicht  der  Fall  ist.  Ist  das  Fnriklsysteni  {x,  auf  der 
Transversale  X hyperbolisch  und  sind  p und  q die  Asymptoten- 
punkle  desselben,  so  muss  jedes  reelle  SehniUpunktenpaar  eines 
Kegelschnitts  des  llüschels  mit  X ein  Paar  zugeordnet -harmo- 
nischer IHmktc  mit  p und  q sein ; diese  Eigenschaft  hört  aber  auf, 
wenn  das  Schnittjuinktenpaar  imaginär  ist;  wir  können  an  ihre 
Stelle  eine  allgemeinere  Eigenschaft  setzen,  welche  jene  nicht 
nur  ersetzt,  sondern  auch  von  der  Healität  der  Schnittpunkte 
unahhängig  ist,  nämlich  folgende:  Die  Asymptoten  punkte 
pq  des  auf  der  Transversal  e X durch  das  Kegelschnitt- 
hüschel  ausgeschnittenen  l*unktsystems  sind  ein  Paar 
konjngirle  Punkte  in  Dezug  auf  sämmtliche  Kegel- 
schnitte des  Büschels.  Hieraus  folgt,  wenn  wir  irgend  zwei 
Kegelschnitte  des  Büschels  auffassen,  deren  jeder  auf  der  Trans- 
versale X ein  bestimmtes  ihm  zugehöriges  Punktsystem  inducirt, 
dass  diese  beiden  Punktsysteme  ein  gemeinschaftliches  Paar  kon- 
jugirler  Punkte  haben,  die  Asymplotenpimkle  des  auf  X durch 
das  Kegelschnittbüschel  ausgeschnittenen  Punktsystems  [x,  ^),  und 
umgekehrt,  sobald  zwei  das  Kegelschnilthüschel  bestimmende  Kegel- 
schnitte gegeben  sind  und  eine  Transversale  X,  von  welcher  nicht 
erforderlich  ist,  dass  .sie  die  beiden  Kegelschnitte  in  reellen 
Punkten  IrelTe,  so  wird  das  Punktsystem  [x,  auf  X dadurch 
gefunden  werden  können,  dass  wir  das  gemeinschaftliche  l'aar 
konjugirter  Punkte  der  beiden  auf  X durch  die  beiden  gegebenen 
Kegelschnitte  inducirten  I*unktsysteme  aiifsuchen  (§  16);  ist  die.ses 
pq  gefunden,  so  werden  pq  die  Asymptotenpunkte  des  l*nnkt- 
sy.slems  (ar,  |)  sein,  welches  dadurch  vollständig  bestimmt  ist. 
Das  Kegelschnitthüschel  besitzt  also  folgende  Eigenschaft:  Alle 
Punktsysteme,  welche  auf  einer  heliehigen  Trans- 
versale als  den  verschiedenen  Kegelschnitten  des 
Büschels  zugehörig  inducirt  werden,  haben  ein  ge- 
meinschaftliches l^iar  konjugirter  Punkte,  nämlich 
die  Asymptotenpunkte  des  auf  der  Transversale  durch 
die  Kegelschnitte  des  Büschels  ausgeschnittenen 
Punktsystems  [x,  ^).  Diese  Eigenschaft  wird  später  hei  «len 
l’olar- Eigenschaften  des  Kegelschnitthüschels  noch  näher  erörtert 
werden  (§  46).  Es  drängt  sich  hiernach  die  noch  zu  erledigende 
Frage  auf,  oh  aus  der  in  diesem  Paragraphen  ang«*gehenen  Er- 
zeugungsweise des  Kegelschnitthüschels  in  allen  vier  oben  unter- 
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schiedenen  Fällen  sämintliciic  Kegelschnitte  hervorgehen,  die  in 
dem  Büschel  enthalten  sind.  Dies  ist  nach  dem  Vorigen  evident 
it)  den  Füllen  lli  und  IV,  wo  das  erzeugende  Ihinklsyslem  auf  51 
elliptisch  ist;  in  den  Ffdlen  1 und  II  aber,  wo  es  hyperbolisch 
ist,  fragt  es  sich,  ob  für  jeden  Punkt  s der  Ebene  der  durch  s 
gehende  einzige  Kegelschnitt,  welcher  zum  Büschel  gehört,  durch 
zwei  projektivische  Strahlbüschel  erzeugt  werden  kann,  welche 
ihre  Mittelpunkte  in  einem  Paar  konjugirter  Punkte  a und  a des 
auf  51  gegebene]!  Punktsystems  haben,  oder  ob  durch  s zwei 
solche  Strahlen  ab  und  aß  gehen,  deren  Schnittpunkte  mit 
51  und  S3,  nämlich  aa  und  bß  zwei  Paar  konjugirte  Punkte  der 
beiden  auf  5C  und  33  gegebenen  Punktsysteme  sind.  Legen  wir 
durch  s zwei  Strahlsysteme  perspektivisch  mit  {a,  a)  und  {b,  ß), 
so  haben  dieselben  (nach  § 16  und  § 31)  ein  gemeinschariliches 
Paar  konjugirter  Strahlen,  sobald  eines  der  beiden  StrahI.systeine 
elliptisch  ist,  also  immer  in  <len  Fällen  II,  III,  IV;  sind  dagegen 
beide  hyperbolisch,  also  im  Falle  I so  haben  sie  nur  dann  ein 
gemeinsames  Paar,  wenn  die  Asymptoten  des  einen  durch  die  des 
andern  nicht  getrennt  werden,  im  andern  Falle  keins.  Mithin 
werden  in  der  That  durch  unsere  Konstruktion  in  dem  Falle  I 
nicht  sämintliche  Kegelschnitte  des  Büschels  erhalten;  dies  ist 
aber  gerade  der  bequemste  Fall  von  vier  reellen  Mittelpunkten, 
welcher  am  einfachsten  durch  die  in  § 38  ausgeführte  Betrach- 
tung erledigt  wird.  In  dem  Falle  II  eines  Kegelschnittbüschels 
mit  vier  imaginären  Mittelpunkten,  für  den  die  in  diesem  Para- 
graphen -mitgetheiite  Konstruktion  die  einzige  war,  zeigt  sich  also, 
dass  dieselbe  sämintliche  (reellen)  Kegelschnitte  des  Büschels 
liefert;  denn  es  giebt  durch  irgend  einen  reellen  Punkt  s der 
Ebene  nur  einen  Kegelschnitt  des  Büschels;  dieser  ist  unter  den 
von  uns  konstruirten  enthalten,  weil  durch  s ein  Paar  reelle 
Strahlen  sab  und  saß  gehen,  wenn  (im  Falle  II)  das  Punkt- 
system auf  51  hyperbolisch , auf  33  elliptisch  ist;  die  Strahlbüschel 
(o)  (a)  erzeugen  aber  diesen  Kegelschnitt.  Mithin  darf  ein 
Kegelschnitt  des  Büschels,  dessen  Schnittpunkte  mit  5(  imaginär 
wären,  überhaupt  keinen  reellen  Punkt  s liaben,  muss  also  ganz 
imaginär  sein.  Diese  eigenthümliche  Erscheinung,  dass  durch  die 
oben  mitgetheiite  reelle  Konstruktion  des  Kegelschnitlbüschels  mit 
vier  imaginären  Mittelpunkten  sämintliche  reellen  Kegelschnitte 
des  Büschels  erhalten  werden,  obwohl  das  erzeugende  Punktsystem 
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auf  hyperbolisch  ist,  hat  ihren  Grund  in  der  hesoruleren  Be- 
ziehung, welche  die  Gerade  51  zu  dem  Kegelsrhnitihfischel  hat. 
In  diesem  Kegelschnitthüschci  mit  vier  imaginären  Mittelpunkten 
kommt  nämlich  ein  reelles]  Linienpaar  23,  (5^,  dessen  Schnittpunkt 
o ist,  und  zwei  imaginäre  Linienpaare  vor,  deren  jedes  einen 
reellen  (Doppel-)  Punkt  hat;  die  letzteren  sind  die  Asymptoten- 
punkte g und  Ä des  auf  gegebenen  hyperbolischen  Punktsystems; 
jeder  dieser  beiden  Punkte  ist  als  ein  Kegelschnitt  (Null -Kegel- 
schnitt, analog  den  Null- Kreisen  oder  Grenzpimkten  einer  Kreis- 
schaar mit  ideeller  gemeinschaftlicher  Sekante),  der  sich  auf  einen 
Punkt  zusammengezogen  hat,  oder  als  ein  imaginäres  Linienpaar 
(^  25)  anzusehen,  weil  das  Strahlsystem  g (/>,  ß)  elliptisch  ist,  ebenso 
h [h,  ß).  Die  Geraile  51  hat  also  die  eigenlhümliche  Beziehung 
zum  Kegelschniltbfischel,  dass  sie  die  beiden  Nullkegelschnitte 
enthält.  Sie  ist  zugleich  die  Polare  des  Punktes  o für  sämrnt- 
liche  Kegelschnitte  des  Büschels,  weil,  wie  leicht  zu  sehen  ist 
aus  der  angegebenen  Konstruktion,  die  beiden  Tangenten  in 
a und  a für  einen  Kegelschnitt  des  Büschels  durch  o gehen.  Ist 
das  Punktsystem  («,  «)  auf  51  hyperbolisch,  was  in  den  Fällen 
(I)  und  (II),  d,  h.  hei  einem  Kegelschnilthüschel  mit  vier  Teellen 
und  bei  einem  Kegelschnittbüschel  mit  vier  imaginären  Mittel- 
punkten einirift,  so  sind  die  beiden  Asymptotenpunkte  g und  k 
harmonisch  zugeordnet  zu  jedem  Sohnittpunktenpaar  net,  also 
konjugirte  Punkte  in  Bezug  auf  jeden  Kegelschnitt  des  Büschels; 
da  nun  5t  die  Polare  von  o ist,  so  sind  die  drei  Punkte  ogh  ein 
Tripel  konjugirter  Punkte  für  alle  Kegelschnitte  des  Büschels; 
also  ebenso  wie  bei  dem  Kegelschnittbüschel  mit  vier  reellen 
Mittelpunkten  die  drei  Diagonalpunktc  des  von  jejien  gebildeten 
vollständigen  Vierecks  oder  die  Doppelpunkte  der  drei  reellen  in 
dem  Kegelschnittbüschel  enthaltenen  Linienpaare  ein  gemein- 
schaftliches Tripel  konjugirter  Punkte  für  alle  Kegel- 
schnitte des  Büschels  sind,  giebt  es  auch  bei  dem  Kegelschnilt- 
hüschel  mit  vier  imaginären  Mittelpunkten  ein  reelles  gemein- 
schaftliches Tripel  konjugirter  Punkte  (o,  g,  h)  für  alle  Kegelschnitte 
des  Büschels;  der  eine  Tripelpunkt  ist  der  Durchschnittspunkt 
des  einzigen  reellen  Linienpaares,  welches  in  dem  Büschel  ent- 
halten ist;  die  beiden  andern  Tripcipunkte  sind  jeder  als  der 
Durchschnittspunkt  eines  imaginären  Linienpaares  anzusehen.  Bei 
dem  Kegelschnitthüschci  mit  zwei  reellen  und  zwei  imaginären 
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i>litlel[)iinktt‘ii  isl  von  dem  ^eineinscharilicheii  Tripel  mir  ein 
Punkt  (o),  der  Doppelpunkt  des  einzigen  iin  Düschel  enthaltenen 
Linienpaars  und  die  Polare  von  ihm  ('^l)  reell,  die  beiden  andern 
Tripelpunkte  aul'  ihr  und  h)  sind  imaginär. 

§ 42.  Uebor  dio  besondere  Natur  der  in  einem  Büschel 

enthaltenen  Kegelschnitte. 

Die  Frage,  wie  viel  llyperheln,  Parahein,  Ellipsen  in  einem 
Kegelschnilthüschel  Vorkommen,  ist  zwar  schon  in  88  und  40 
Tür  den  Fall,  dass  dasselbe  vier  oder  wenigstens  zwei  reelle 
Mittelpunkte  besitzt,  beantwortet  worden,  soll  aber  hier  noch 
<‘inmal  unabhängig  davon,  ob  die  Mittelpunkte  reell  oder  paar- 
weise imaginär  sind,  allgemeiner  und  umfassender  erörtert  werden, 
indem  wir  nUr  die  charakteristische  Eigenschaft  des  Kegelschnitt- 
büschels, dass  jede  geradlinige  Transversale  dasselbe  in  einem 
Punktsystem  schnehlet,  welche  oben  für  alle  Fälle  i*rwiesen  ist, 
voraussetzen.  Nehmen  wir  nämlich  statt  einer  solchen  willkühr- 
lichen  Transversale  die  unendlich -entfernte  Gerade  so  wird 
auch  auf  ihr  durch  das  Düschel  ein  bestimmtes  Punktsystem  (a-, 
lixirt.  Dieses  ist  durch  zwei  Paar  konjugirte  Punkte  vollständig 
bestimmt;  setzen  wir  die  Entstehungsart  des  Kegelschnittbüschels 
im  vorigen  Paragraphen  voraus,  so  können  wir  zwei  reelle  Paare 
konjugirter  Punkte  des  Punktsystems  {x,  auf  G^  dadurch  er- 
halten, dass  wir  einmal  die  beiden  unendlich -entfernten  1‘uiikte 
des  einen  immer  reellen  Linienpaars  (33,  6)  als  ein  Paar  nehmen 
und  zweitens  den  unendlich -entfernten  Jhinkt  des  Trägers  und 
den  unendlich -entfernten  Punkt  derjenigen  Geraden  ÜK  als  zweites 
Paar  wählen,  welche  die  Mittelpunkte  der  drei  Punktsysteme  auf 
3133(S  enthält;  der  Mittelpunkt  des  Punktsystems  [n,  a)  und  sein 
konjugirter,  der  unendlich -entfernte  auf  sind  nämlich  die  Mittel- 
punkte zweier  eine  Hyperbel  erzeugenden  projeklivischen  Strahl- 
büschel und  der  andere  unendlich -entfernte  Punkt  dieser  Hyperbel 
liegt  im  Unendlichen  der  Geraden  9}?,  welche  die  Mittelpunkte 
der  gegebeneti  Punktsysteme  auf  31  und  93  verbindet.  Ist  das 
Punktsystem  (.r,  |)  auf  G^  bekannt,  welches  von  dem  Kegelschnitt- 
büschel ausgeschnitten  wird , so  können  wir  unmittelbar  daraus 
auf  die  Natur  der  Kegelschnitte  schliessen,  welche  in  dem  Düschel 
enthalten  sind;  jede  Hyperbel  des  Düschels  schneidet  nämlich  G^ 
in  zwei  reellen  konjugirten  Punkten  dieses  1‘unktsyslems,  jede 
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Ellipse  in  zwei  iinüginären  und  eine  Parabel  in  zwei  zii.sammen- 
i'allenden.  Es  giebt  also  in  dem  kegel.schnitlbüseiiel  allemal  zw  ei 
Parabeln,  sobald  das  Punktsystem  {x,  |)  auf  hyperbolisch 
ist;  die  Asymplotenpunkle  desselben  sind  die  Rcrülirungspunkte 
dieser  Parabeln,  sie  bestimmen  die  Hiebtungen  ihrer  Axen;  es 
giebt  dagegen  keine  Parabel  in  dem  Ilüschel,  sobald  das  Piinkl- 
system  [x,  |)  auf  G^  elliptisch  ist;  ist  es  insbesondere  parabolisch, 
d.  h.  fallen  die  beiden  Asymptotenpunkte  zusammen  (§  10),  .so 
i.st  dieser  Punkt  einer  der  vier  Mittelpunkte  des  liüschels,  welches 
dann  nur  eine  Parabel  enthält.  Wir  können  nun  ein  genaueres 
Kriterium  dafür  ermitteln,  wann  das  PunkLsystem  {x,  auf  G^ 
ellij)li.sch  und  wann  es  hyperholisch  ist;  da  nämlich  die  (leraden 
und  (:?  ein  Paar  konjugirle  Ilichlungcn  und  die  Geraden  und 
ein  zweites  Paar  konjugirte  lUchtnngen  für  das  Punktsystem  {x, 
auf  G^  bestimmen,  so  ist  nachzusehen,  oh  die  ersten  beiden 
Hichlungen  durch  die  andern  beiden  getrennt  werden  oder  nicht; 
im  ersten  Falle  wird  das  Pimklsystein  elliptisch,  im  zweiten  Falle 
hyperbolisch  sein;  wir  hahen  also  nur  durch  den  Schnittpunkt 
li)  eine  Parallele  zu  zu  zielini  und  nachznsehen,  (di  die- 
selbe zwischen  den  Punkten  und  7t  (Fig.  00)  durchgeht  oder 
nicht;  im  ersten  Falle  ist  das  zu  untersuchende  Pnnklsysiein 
elliptisch,  im  andern  hyperholisch.  Wir  werden  nun  alh;  vier 
(§41)  untersc.hiedenen  Fälle  ins  Auge  zu  fassen  haben,  um  die; 
Lage  der  Gerailen  3)1  zu  bestimmen.  Fa.^^sen  wir  das  xm  den 
drei  Geraden  3133(5  gebildete  Dreieck  auf,  dessen  Ecken  paar- 
weise konjugirte  Punkte  für  jedes  der  drei  Punktsy.steme  auf 
3133(5  sind,  und  bezeichnen  demgemäss  diese  Ecken  dop|)elt  mit 
p und  c5,  7t  und  r,  q und  o,  sodass  die  Paare  und  7t  auf  3t, 

o und  €0  auf  33.  r und  q auf  (5  konjugirte  Ihinktc?  sind  (Fig.  On  -, 
hezeichnen  wir  ferner  die  drei  Miltel|)unkle  der  ihmktsysteme, 
welche  in  der  (icraden  ü)l  liegen,  hezichlich  mit  nia,  in(,,  ni(,  so 
wird,  wenn  das  Punktsystem  auf  31  hyperbolisch  ist,  nio  ausser- 
halb pji  liegen,  wenn  es  elliptisch  ist,  zwischen  pn  und  ebenso 
bei  den  beiden  andern;  von  den  Asymptotenpunkten  liegt  aber 
immer  einer  zwischen  jedem  Ihiar  konjugirter  und  der  ändert; 
ausserhalh;  endlich  wird  jede  Seite  des  Dreiecks  durch  tlie  beitlen 
in  ihr  hetindlichcn  Ecken  in  ein  endliches  Stück  und  zwei  nn- 
endliche  zerlegt,  z.  D.  31  in  die  «Irci  Strecken  p bis  oo,  tt  bis  cx^ 
und  p bis  7t.  Dies  festgehallen,  hahen  wir  jetzt: 
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I.  Das  FunkLsyslcni  auf  ^ hyperbuHsch . $ hyperboliscli, 
byperboliscli;  das  KegeiscbniUbuscbel  bal  vier  reelle  Miltel- 
puiikte,  die  Asyinplolenpunkle  auf  S und  6.  Die  Mittelpunkl- 
liiiie  muss  alle  drei  Dreiecksseilea  in  ibren  Verifingerungen 
IrelTen,  d.  b.  Irilll  entweder 


1)  33  in  der  Strecke  von  ca  bis  oo  und  (S.  von  q bis  oo 


oder  2)33-- 

- 0-00 

- 6 - 

r 

- oo 

-3)S8-- 

- CO  - oo 

- (S  - 

r 

- oo 

- 4)  33  - - 

-0-00 

- 6 - 

9 

- oo; 

in  den  beiden  Fidlen  1)  und  2)  ttird  eine  mit  Wl  parallel  durch 
o gelegte  (lerade  zwischen  pn  durcbgebeii,  in  den  Frillen  3)  und  4} 
ausserhalb;  also  in  1)  und  2)  ist  das  zu  untersuchende  Punkt- 
system elliptisch , in  3)  und  4)  hyperbolisch.  Die  beiden  ei-stcn 
Fülle  unterscheiden  sich  aber  von  den  beiden  lelzten  rücksichtlicli 
der  Lage  der  vier  Asymptotenpunkte  (der  Mittelpunkte  des  Kegel- 
schnitlbnschels)  folgendermassen:  In  den  beiden  ersten  Ffilien 
trennt  die  Verbindungslinie  zweier  die  beiden  andern,  wogegen 
die  Verbindungslinie  der  letzteren  die  beiden  ersteren  nicht  trennt; 
in  den  Fällen  3)  und  4)  trennt  die  Verbindungslinie  zweier  die 
beiden  andern  nicht  und  auch  die  Verbindungslinie  der  letzteren 
die  ersteren  nicht,  o<ler  es  trennt  gleichzeitig  die  Verbindungs- 
linie zweier  die  beiden  andern  und  die  Verbindungslinie  der 
letzteren  die  beiden  ersten.  Dies  lässt  sich  auch  so  aussprecheii : 
In  den  Fällen  1)  und  2)  liegen  die  vier  .\symptotenpunkte  auf 
^ und  (Mittelpunkte  des  Kegelschnitlbüschels)  so,  dass  einer 
innerhalb  des  von  den  drei  amlern  gebildeten  Dreiecks  sich  be- 
findet, und  das  Punktsystem  (x,  |)  auf  ist  dann  elliptisch;  in 
den  Fällen  3)  und  4)  liegen  die  vier  Punkte  so,  dass  jeder  ausser- 
halb des  von  den  drei  anderen  gebildeten  Dreiecks  sich  befindet, 
und  das  Punktsystem  (.r,  ist  dann  hyperbolisch.  Dies  stimmt 
mit  unserem  früher  (§  38)  gefundenen  Kriterium  überein. 

II.  Punktsystem  auf  3t  hyperbolisch,  33  elli|)lisch,  ellip- 
tisch; das  kegelschnittbüschel  hat  vier  imaginäre  Mittelpunkte; 
die  Gerade  3)1  muss  die  Dreiecksseiten  33  und  (£  in  Punkten 
trefl'en,  die  zwischen  den  Ecken  des  Dreiecks  liegen;  sie  selbst, 
«lalier  auch  die  durch  o zu  ihr  gezogene  Parallele  wird  iioth- 
weiidig  die  dritte  Dreiecksseite  3t  ausserhalb  pn  treffen,  also  das 
zu  unt«*rsucliende  PnnkLsystem  ist  hyperbolisch:  Ein  Kegel- 
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sciinitthüscli ei  inil  vier  imaginären  Mittelpunkten 
schneidet  auf  der  unendlich >enti'ernten  Geraden  ein 
Punktsystem  aus,  welches  allemal  hyperbolisch  ist. 

111.  Punktsystem  auf  51  elliptisch,  iB  hyperbolisch,  (y  ellip- 
tisch; das  Kcgelsclmittbüschel  hat  zwei  reelle  Mittelpunkte,  die 
.Vsymptotenpunkte  auf  23  und  zwei  imaginäre  auf  (y,  der  ideellen 
gemeinschaftlichen  Sekante  oder  dem  zweiten  Theil  des  reellen 
Linienpaars,  dessen  einer  Theil  die  reelle  gemeinschaftliche 
Sekante  ist.  Die  Gerade  307  trifft  31  und  6 zwischen  den  Drei- 
ecksecken und  23  ausserhalb;  es  sind  hier  zwei  Fälle  zu  unter- 
scheiden, nämlich  3D7  triift  entweder 


1)  23  in  der  Strecke  von  o bis  oo 
oder  2)  23  - - •-  -c5-cx); 


im  ersten  Falle  wird  die  zu  3D7  gezogene  Parallele  durch  o die 
(Gerade  31  zwischen  p Und  rt  treffen,  im  zweiten  Falle  ausserhalb 
pii,  also  im  ersten  Falle  ist  das  zu  untersuchende  Punktsystem 
elliptisch,  im  zweiten  hyperbolisch;  wir  sehen  aber  zugleich,  dass 
im  ersten  Falle  die  ideelle  gemeinschaftliche  Sekante  zwisclu-n 
den  beiden  reellen  Mittelpunkten  durchgeht,  im  andern  Falle 
nicht,  also: 

Ein  Kegelschnitthfischel  mit  zw  ei  reellen  und  zwei 
imaginären  Mittelpunkten  (auf  der  ideellen  gemein- 
schaftlichen Sekante)  schneidet  auf  der  unendlich- 
entfernten  (Geraden  ein  elliptisches  Punktsystem  aus, 
wenn  die  ideelle  gemeinschaftliche  Sekante  zwischen 
den  beiden  reellen  Mittelpunkten  hindurciigeht,  da- 
gegen ein  hyperholisclies  Punktsystem,  wenn  dies 
nicht  <ler  Fall  ist. 


IV.  Punktsystem  auf  3t  olli(ftiscli,  23  elliptisch,  (y  liyj)er- 
holisch;  das  Kegelschnitthfischel  hat  zwei  reelle  Mittelpunkte,  die 
.‘Vsymptotenpunkte  auf  (y  und  zwei  imaginän;  auf  23.  In  ganz 
gleicher  Weise,  wie  im  Falle  111  stellt  sich  hier  dasselbe  Krite- 
rium heraus. 


Die  Schnittpunkte  eines  Kegelschnitts  und  einer  (Jeraden  können 
wir,  ganz  abgesehen  davon,  oh  sie  reell  oder  imaginär  sind,  durch 
ein  immer  reelles  Gebilde  vertreten  lassen,  nämlich  das  Punkt- 
system, welches  der  Geraden  in  llezug  auf  den  Kegelschnitt  zn- 
gehört  (§  29);  ist  dieses  hyj»erholisch,  so  sind  die  Asymplolen- 
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punkto  (lessolhen  die  rocllcii  Scluiillpunktc,  ist  cs  elliptisch,  so 
sind  die  Sclnnttpimkle  imaginär,  ist  es  j)arahoIiscli,  so  heridirt 
die  (ierade  den  KegeI.sclinitt.  Der  gehört  nun  in  Bezug  an! 
einen  Kegelschnitt  dasjenige  I*nnktsyslem  zu,  in  welchem  das 
System  der  konjngirlen  Durchmesser  des  Kegelschnitts  (§  32)  die- 
selbe triirt;  letzteres  liegt  im  Endlichen,  während  die  nnendlich- 
entfernte  (lerade  sich  der  Anschauung  entzieht;  wir  fassen  daher 
zweckmässiger  die  Strahlsysteme  der  konjngirten  Dnrchine.sser  für 
sämmtliche  Kegelschnitte  des  Büschels  ins  Auge  und  ziehen  durch 
irgend  einen  Punkt  /?  der  Ebene  l*arallele  zu  den  Paaren  kon- 
jugirter  Strahlen  dieser  .<<ämmtlichen  Slrahlsysteme  oder  ver- 
schiehen  dieselben  parallel,  ohne  sit;  zu  drehen,  nach  irgend 
einem  gemcirischafllichen  Centrum  /?.  Dadurch  erhalten  wir  in 
B unendlich  viele  auf  einander  liegende  Strahlsysteme,  welche 
die  in  denjenigen  Punkts^ steinen  treffen,  die  ihr  in  Bezug 
auf  alle  Kegelschnitte  des  Büschels  zugehören.  Diese  Strahl- 
svsUmie  in  B haben  nun  einen  leicht  zu  ermittelnden  Zusammen- 

•i 

hang  mit  eiumider.  Legen  wir  nämlich  durch  B einen  beliebigen 
Hülfskegelschnilt  ^ und  fassen  eines  jener  Strahlsysteme  ins  Auge, 
so  .schneidet  jedes  Paar  konjugirtcr  Strahlen  desselben  eine  Sehne 
in  aus,  welche  iluroh  einen  fesUm  1‘unkt  P geht  (§  31),  und 
umgekehrt  bestimmt  der  Punkt  P das  ganze  Strahlsysicin  in  />, 
imlem  jede  durch  P gehende  Transversale  den  Kegelschnitt  ^ in 
zwei  solchen  Punkten  trifft,  da.ss  ihre  Verbindungslinien  mit  />  ein 
l*aar  konjugirtcr  Strahlen  dieses  Strahlsystems  .sind;  «las  aus  P 
au  «len  Kegelschnitt  Ä gel«;gte  Taugentenpaar  li«!fert  also,  wenn 
man  «lie  Berühruugs|>unkte  mit  B verbindet,  die  Asymptoten  des 
Strahlsystenis.  Jedes  von  «len  nach  B verh'gten  Strahlsy.stemeii 
liefert  also  einen  hesimmten  Punkt  P und  der  Ort  der  Punkte  P 
für  sämmtliche  Slrahlsysteme  in  B kann  dadurch  bestimmt  wenhui, 
«lass  wir  P als  den  P«d  «lerjenigen  Sehne  des  K«'gelschnitts 
auffa.sseu,  welche  die  beiden  Asymptoten  eines  jener  Strahlsysteme 
aus.schneiden.  Di«*se  Asymptoten  bilden  aber  .selbst  ein  eig«*nes 
Strahlsystem,  welcims  nach  dem  Punktsystem  (.r,  ^)  auf  hin- 
gehl.  Diese  Sehnen  laufen  daher  durch  einen  festen  Punkt  O 
uml  «1er  Ort  «los  Punktes  P ist  die  Polare  von  0 in  Bezug  auf 
«len  llülfskegcls«dinitt  also  eine  Cera«!«!.  Wir  haben  hiernacli 
zunächst  folgenden  Salz: 

Verse  hi«!  bl  mau  all«*  Slrahlsysteme  «ler  konjugir- 
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len  Durcfimesser  säinintlicher  Kegelsclniille  eines  Bü- 
schels inil  Beibehaltung  der  ursprünglichen  Bichluiig 
ihrer  Strahlenpaare  nach  irgend  einem  Punkte  B der 
Peripherie  eines  beliebigen  Kegelschnitts  ^ und  macht 
sie  concentrisch,  so  bestimmen  die  konjugirlen  Strah- 
lenpaare jedes  Strahlsystems  für  sich  solche  Seh- 
nen auf  die  durch  einen  Punkt  P laufbn,  und  alle 
solche  Purikte  P,  die  den  gesaminten  Strahlsystemen 
entsprechen,  liegen  auf  ein  und  derselben  Geraden  ü! 
(und  erfüllen  dieselbe). 

Schneidet  die  Gerade  2 den  llülfskegelschnilt  ^ nicht,  so 
besteht  das  Kegelschnitthüschel  aus  lauter  Hyper- 
beln; jedes  aus  einem  Punkte  P der  Gera<len  2 an  ^ ge- 
legte Tangentenpaar  berührt  in  zwei  Punkten,  welche  mit  B 
verbunden  die  Richtungen  der  Asymptoten  dieser  Hyperbeln  an- 
gehen;  da  der  Pol  der  Geraden  2 in  Bezug  auf  in  diesem  Fall 
innerhalb  des  Kegel.schnitts  ^ liegt,  so  ist  das  Ihinktsyslem  (ar, 
auf  elliptisch,  oder  die  durch  den  Punkt  ^ den  Asymp- 
toten sämmtlicher  Hyperbeln  des  Büschels  parallel 
gezogenen  Strahlen  paare  bilden  selbst  ein  ellip- 
tisches Slra hlsystem.  Berührt  die  Gerade  2 den  Kegel- 
schnitt so  zeigt  dies  an,  dass  alle  Kegelschnitte  des  Büschels 
einen  unendlich -entfernten  Punkt  gemein  haben,  also  einer  der 
vier  Mittelpunkte  des  Büschels  im  Unendlichen  liegt;  das  Kcgel- 
schnilthüschel  enthält  in  diesem  Fall  eine  einzige 
Parabel  und  lauter  Hyperbeln;  das  Punktsystem  (x,  |) 
auf  ist  jiarabolisch. 

Schneidet  die  Gerade  2 den  Kegelschnitt  ^ in  zwei  reellen 
Punkten,  so  besteht  das  Kegelschnitthüschel  aus  einer 
Gruppe  Hyperbeln,  einer  Gruppe  Ellipsen  und  zwei 
Parabeln,  welche  jene  beiden  Gruppen  von  einander  tienncn; 
denjenigen  Punkten  T nämlich , welche  auf  der  Geraden  2 ausser- 
halb des  Kegelschnitts  ^ liegen,  entsprechen  die  Hyperbeln  des 
Büschels,  denjenigen  Punkten  P,  welche  innerhalb  ^ liegen,  die 
Ellipsen  und  den  beiden  Schnilt|)unkten  der  Geraden  2 mit  ^ 
die  beiden  Parabeln.  In  der  That,  sobald  das  nach  B parallel 
verlegte  System  der  konjugirlen  Durchmesser  hyperbolisch  ist, 
ist  auch  der  zugehörige  Kegelschnitl  eine  Hyperbel,  und  sobald 
es  elliptisch  ist,  eine  Ellipse;  der  Punkt  P erzeugt  aber,  wenn 
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er  ausserhalb  ^ liegt,  in  B ein  hyperholiselies  Strahlsystem,  und 
wenn  er  innerhalh  ^ liegt,  ein  elliptisches,  daher  ist  der  ihm 
zugehörige  Kegelschnitt  des  Büschels  im  ersten  Falle  Hyperbel, 
im  zweiten  Kllipse.  Liegt  P in  einem  der  beiden  Schnittpunkte 
der  Geraden  2 mit  K,  so  wird  das  Strahlsystem  in  B |>araholisch, 
weil  die  beiden  Asymptoten  zusammeiifallen,  und  der  zugehörige 
Kegelschnitt  des  Büschels  aus  demselben  Grunde  Parabel,  weil 
seine  beiden  Schnittpunkte  mit  zusammenrallen ; es  giebt  also 
zwei  Parabeln  in  dem  Büschel.  Das  Punktsystem  (a:,  auf 
ist  hyperbolisch  und  die  beiden  Asymptolenpunkle  desselben  gehen 
die  lUchlungen  der  Axen  der  beiden  zum  Büschel  gehörigen 
Parabeln  an. 

Da  jeder  Fhinkt  P der  Geraden  2 dasjenige  Slrahlsystem  in  B 
hervorruft,  welches  dem  konjugirten  Durchmesser*  Systeme  des- 
jenigen Kegelschnitts  des  Büschels  parallel  läuft , welcher  P ent- 
spricht, und  da  alle  Punkte in  derselben  Geraden  2 liegen,  so  , 
haben  alle  Strahlsysteme  in  B ein  gemeinschaftliches  Paar  konjii- 
girter  Strahlen,  die  nach  den  Schnittpunkten  der  Geraden  2 mit 
dem  Kegelschnitte  ^ hingehen,  denn  durch  jeden  Punkt  P geht 
eben  auch  die  Gerade  2 selbst,  welche  dies  Paar  bestimmt,  also: 

Sämmtliche  Kegelschnitte  eines  Büschels  haben 
je  ein  besonderes  Paar  koiijugirter  Durchmesser, 
weiches  dieselben  zwei  festen  Richtungen  hat;  diese 
Richtungen  sind  die  der  Axen  derjenigen  beiden 
Parabeln,  welche  in  dem  Büschel  Vorkommen;  sie 
sind  also  mit  diesen  selbst  reell  oder  imaginär. 
Hieraus  lassen  sich  die  beiden  Parabeln  eines  Büschels  finden, 
sobald  dasselbe  durch  irgend  zwei  Kegelschnitte  gegeben  ist.  Man 
verlege  in  irgend  einen  Punkt  B der  Ebene  zwei  Strahlsysteine, 
welche  resp.  parallel  laufen  den  Systemen  der  konjugirten  Durch- 
messer der  beiden  gegebenen  Kegelschnitte,  und  bestimme  das 
gemeinschaftliche  Paar  koiijugirter  Strahlen  dieser  beiden  con- 
ccntrischen  Systeme  (§  16);  dasselbe  ist  immer  reell,  sobald  nur 
einer  der  beiden  Kegelschnitte  Ellipse  ist,  oder  falls  beide  Hyper- 
beln sind,  sobald  die  beiden  Asymptoten  der  einen  in  denselben 
Winkelraum  zwischen  die  .Asymptoten  der  andern  ihrer  Richtung 
nach  hineinfallen;  nur  wenn  die  Asymptoten  der  einen  durch  die 
der  andern  getrennt  werden,  gieht  es  kein  reelles  gemeinschaft- 
liches Paar  konjugirter  Strahlen,  also  auch  keine  Parabel. 


Kegelschniltbüschel  und  Rej^elsclinittschaHr.  § 42. 


275 


Es  ist  von  besoiulerem  Interesse,  den  lliilfskegelschnitl  dahin 
zu  spedalisimi,  dass  man  für  ihn  einen  Kreis  anniinmt;  dann 
wird  ein  solcher  durch  den  veränderlichen  Punkt  P gehender 
Strahl,  welcher  Durchmesser  des  Kreises  ist,  denselhen  in 
zwei  Ihmkten  trelTeri,  welche  mit  B verhunden  die  Axen  des 
zugehörigen  Strahlsystems  gehen ; das  Tangenteuj»aar  aus  P an 
deti  Kreis  ^ (falls  P ausserhalb  liegt)  liefert  zwei  Derührungs- 
punkle,  die  mit  B verhunden  die  Asymptoten  des  Strahlsystems 
geben.  Der  .Asymptotenwinkel  einer  Hyperbel  wird  aber  durch 

das  Verhältniss  der  Axen  bestimmt  (§  34)  tg  ^ ^ der 


Winkel  des  aus  P an  den  lliilfskreis  gelegten  Tangentenpaars  ist 
aber  180^  — 2-0’;  nehmen  wir  au,  die  Gerade  ü!  (der  Ort  des 
Punktes  P)  treffe  den  Ilülfskreis  ^ nicht,  also  das  ganze  Kegel- 
schnilthü.schel  bestehe  aus  Hyperbeln,  so  verändert  sich  der  Winkel 
180’^  — 2 oder  .sein  Nebenwinkel  2o>,  indem  er  von  0 (für 
den  unendlich-entfernten  Punkt)  bis  zu  einem  gewissen  grössesten 
Werthe  wächst,  welcher  demjenigen  Punkte  m der  Geraden  2 
entspricht,  der  dem  Kreise  am  nächsten  liegt,  also  dem  Fuss- 
piinkt  des  aus  dem  Kreisinittelpunkte  auf  die  Gerade  L gefällten 
Per|)cndikeis,  und  ebenso  wieder  von  diesem  .Maximumswerthe  bis 
0 abnimmt,  wobei  für  zwei  gleichweil  von  m abstehende  i^inkte, 
der  Winkel  2 also  auch  O denselben  Werth  annimmt.  Zwei 


Kegelschnitte,  für  welche  das  Verhältniss  der  Axen 


densel- 


ben Werth  hat  (oder  deren  Asymptoten  denselben  Winkel  bilden), 
heissen  ähnlich.  Wir  schliessen  also: 


D c s t e h t das  K e g e 1 s c h n i t th  ü s c h e 1 aus  lauter  Hyper- 
beln, so  kommt  unter  ihnen  eine  u n d (i rn  .Allgemeinen) 
nur  eine  gleichseitige  Hyperbel  vor  (sie  entspricht  dem 
unendlich-entfernten  Punkte  der  Geraden  2),  ferner  eine  Hy- 
perbel, welche  von  der  gleichseitigen  am  m<risten  ab- 
weicht (sie  entspricht  dem  Fusspunkte  tn  des  aus  dem  Kreis- 
miltel|)unkte  auf  herahgelassenen  Perpendikels),  d,  h.  eine 
solche,  für  welche  das  Verhältniss  der  Axen  einen 
.Alaximumsw  erlh  hat;  ausserdem  besteht  das  Düschel 
aus  Hyperbeln,  welche  paarweise  ähnlich  sind  (indem 
je  zwei  Punkte,  welche  von  m gleich  weit  abstehen,  zweien  Hy|>er- 
heln  entsprechen,  deren  .Asymptoten  denselhen  Winkel  mit  ein* 
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ander  bilden).  Ereignet  es  sieh  insliesondere,  dass  die 
(ierade  2 ganz  im  Unendlichen  liegt,  mit  zusam- 
men fällt,  so  besteht  das  ganze  Oüschel  ans  gleichsei- 
tigen Hyperbeln;  die  Unienpaare,  welche  in  dem  Büschel 
Vorkommen  (eines  oder  drei),  müssen  je  ein  Paar  rechtwinklige 
Strahlen  sein;  also  wenn  die  vier  Mittelpunkte  reell  sind,  müssen 
sie  so  liegen,  dass  jeder  der  llöhenpnnkt  des  von  den  drei  an- 
dern gebildeten  Dreiecks  ist  (§  38;. 

Nehmen  wir  anderseits  an , die  Gerade  ü!  treffe  den  Kreis  ^ 
in  zwei  reellen  Punkten,  so  besteht  das  Kegelschnittbüschel  aus 
Hyperbeln,  Ellipsen  und  zwei  Parabeln.  Einem  Punkte  7*  inner- 
halb des  Kreises  entspricht  eine  Ellipse;  derjenige  Durchmesser 
des  Kreises,  welcher  durch  P geht,  schneidet  in  zwei  Punkten, 
die  mit  P verbunden  die  Axen  des  Strahl.systems  geben,  welche 
den  Axen  des  Kegelschnitts  parallel  laufen;  die  durch  den  Punkt 
P (innerhalb  des  Kreises)  gehende  kleinste  Sehne  des  Kreises, 
welche  auf  dem  Durchmesser  senkrecht  steht,  schneidet  in  zwei 
Punkten,  die  mit  Z?  verbunden  Strahlen  geben,  welche  den  glei- 
chen konjngirten  Durchmessern  der  Ellipse  parallel  laufen  (§  33), 
denn  die  Winkel  zwischen  den  gleichen  konjugirten  Durchmessern 
werden  halbirt  durch  die  Axen  und  der  Winkel  -ff  zwischen  den 
gleichen  konjugirten  Durchmessern  wird  bestimmt  durch  das 

Verhältniss  der  .4xen  ^tg  ^ 0 Zwei  Ellipsen,  bei  denen 

das  Paar  gleicher  konjugirter  Durchmesser  denselben  Winkel  ein- 
schliessen,  heissen  daher  ähnlich,  weil  das  Verhältniss  der  Axen 
dasselbe  ist.  Bezeichnen  wir  nun  die  Schnittpunkte  der  Ge- 
raden 2 mit  dem  Kreise  ^ durch  p und  q,  so  entsprechen  den 
Punkten  zwischen  p q in  dem  Büschel  Ellipsen  und  unter  diesen 
wird  diejenige,  welche  dem  Mittelpunkte  m zwischen  pq  ent- 
spricht, den  grössten  Werth  des  Axenverhältnisses  liefern,  d.  h. 
dem  Kreise  am  nächsten  kommen;*)  zwei  solchen  Punkten,  die 
gleichweit  von  m ah.stehen,  eiiLsprechen  zwei  ähnliche  Kegel- 
schnitte; wir  schliessen  also: 


*)  Vp^l.  Steiner:  Auflösung  einer  geometrisclien  Aufgabe,  iu  Crel- 
le’.s  Journal  für  Mathenmtik,  Bd.  II  Seile  G4,  und  ,, Vermischte  Sätze 
und  Aufgaben“  von  J.  Steiner  im  56.  Bde.  des  Crelle-Borchardt’schen 
Jonrnal.s,  Seite  .‘172. 
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Deslelit  das  Kegclscli lutllifisch el  aus  einer  Gruppe 
von  Kllipsen  und  einer  (ir tippe  von  Hyperbeln,  welche 
durch  zwei  Parabeln  von  einander  getrennt  werden, 
so  giebt  es  iin ter  den  Ellipsen  eine  bestimmte,  welche 
sich  dem  Kreise  am  meisten  nähert;  ihre  gleichen  kon- 
jugirten  Durchmesser  sind  parallel  demjenigen  Paar 
konjugirter  Durchmesser,  welches  ffir  alle  Kegel- 
schnitte des  Diischels  dieselben  Dichtungen  hat,  oder 
den  .Vxen  der  beiden  im  Dusch  cl  en  th  alte  neu  Parabeln; 
sie  entspricht  der  Mitte  m der  Sehne,  welche  die  Gerade  L im 
Kreise  ausschiieidet;  je  zweien  Punkten,  die  gleich  weit  von  m 
abstehen,  entsprechen  zwei  ähnliche  Kegelschnitte  des  Düschels 
und  zwar  zwei  Ellipsen  oder  zwei  Hyperbeln,  je  nachdem  jene 
Punkte  innerhalb  oder  ausserhalb  des  Kreises  liegen,  so  dass 
also  die  Kegelschnitte  des  Düschels  paarweise  ähnlich 
sind,  aber  n i c h t ä h n 1 i c h 1 i e g e n ; in  d e m D ü s c h e I k o m m t 
nur  eine  einzige  gleichseitige  Hyperbel  vor,  >\elche  dem 
unendlich-enirernten  Punkte  der  Geraden  entspricht.  Geht  die 
(Gerade  S insbesondere  durch  den  Mittelpunkt  des  Hülf.skreises, 
so  befindet  sich  ein  Kreis  in  dem  Düschel,  weicher  dem 
Mittelpunkte  des  Hülfskreises  entspricht.  Es  muss  also  die  eben 
genannte  Dedingung  erfüllt  werden,  damit  unter  den  Kegelschnit- 
ten des  Düschels  ein  Kreis  vorkomme;  sind  die  vier  Mittelpunkte 
des  Düschels  reell,  so  kommt  sie  mit  der  überein,  welche  aus 
den  Elementen  bekannt  ist  für  die  Lage  von  vier  I'unkten  auf 
einem  Kreise.  Sie  stimmt  mit  der  in  § 38  gefundenen  überein: 
Damit  untei  den  Kegelschnitten  eines  Düschels  ein 
Kreis  vor  komme,  müssen  die  .4xen  der  beiden  Para- 
beln, welche  das  Düschel  enthält,  auf  einander  senk- 
recht stehen. 

Ausser  diesem  einen  Kreise  kann  in  dem  Kegelschnittbüschel 
kein  zweiter  Vorkommen;  dies  steht  im  scheinbaren  Widerspruch 
mit  dem  früheren  Ergebniss,  dass  das  Kegelschnittbüschei  durch 
zwei  beliebig  anzunehmende  Kegelschnitte  vollständig  bestimmt 
wird;  es  hindert  uns  nämlich  nichts,  zwei  Kreise  für  die  <las 
DüscIk'I  beslimmendeti  Kegelschnitte  zu  wählen,  ln  diesem  Eaile 
wird  das  eine  Strahlsystem  in  B ein  Kreissystem  (.'Jämmtliche 
Paare  rechtwinkliger  Strahlen),  der  zugehörige  Punkt  P also  der 
Mittelpunkt  iM  des  Hülfskreises  das  zweite  Strahlsysiem  in  B 
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wiffl  aber  aurh  fin  Krel<svst<?iii,  abo  identisch  mit  ticm  Tariüen; 
der  zugehörige  I*unkt  P fällt  datier  wieder  mit  M zasamnieD  und 
diese  beiden  in  M zusarnmenfalleiideu  Punkte  P hestiiDmeo  gar 
keine  Gerade  welche  als  der  Ort  sämrntlicher  Punkte  P an- 
ziiselien  wäre.  Wir  isehen  nun  anderseits,  dass  auch  auf  die 
den  beiden  Kreisen  zugehörigen  PunkUysteine  identisch  wenlen, 
also  ihre  'imaginären  Asyinptotenpnnkte  notliw endig  als  gemein- 
schaftliche iMiiikle  der  beiden  Kreise  aufgefasst  werden  müssen. 
Pas  Itüschel  hat  daher  auf  G^  zwei  .Mittelpunkte,  die  beiden  un- 
endlich-entfernten imaginären  Kreispunktc  3Ö , .Anmerkung], 
und  da  alle  Kegelschnitte  des  i{ö.scbels  durch  dieselben  vier  Mit- 
telpunkte gehen,  so  muss  das  ihmktsystcm  auf  G^  für  alle  das- 
selbe sein,  also  sie  .sind  in  diesem  Falle  sämmtlicli  Kreise:  Kom- 
men zw  ei  Kreise  in  ei  nein  K egelschnit  tböschel  vor,  so 
besteht  dasselbe  aus  lauter  Kreisen  und  diese  bilden 
die  aus  den  Fl e menten  bekannte  Kreisschaar  mit 
reeller  oder  ideeller  gemeinschafllicher  Sekante.  Die 
unendlich-entfernte  (ierade  ö’  ist  selbst  als  eine  ideelle  gemein- 
schaflliche  Sekante  aller  Kreise  anzusehen  und  macht  den  einen 
Theil  des  einzigen  in  dem  liüschel  enthaltenen  ,Finienpaars  aus, 
de.ssen  anderer  Theil  die  endliche  gemeinschaftliche  Sekante 
{I’olenzlinie  der  Kreisschaar)  ist.  Die  Kreisschaar,  welche  passen- 
der Kreisbüscliel  genannt  werden  müsste,  zeigt  sich  also  hier  als 
specieller  Fall  des  Kegelschniltbüschels. 

Dieselbe  Demerkung  führt  zugleich  zu  einem  allgemeineren 
ftesiillal,  nämlich:  In  dem  Kegelschniltbüschel  sind  im 
.Ml  ge  meinen  keine  zwei  Kegelschnitte  ähnlich  und 
ä h n I i ch  - 1 iegend ; kommen  insbesondere  zwei  ähn- 
liche und  ähn  lieb  - liegende  Kegelschnitte  in  deni- 
s (!  1 1)  c n vor,  s o besteht  d a s ganze  D fl  s c h e 1 a u s ä h n - 
lieben  Kegelschnitten  und  bat  zwei  seiner  M i 1 1 e 1 [i  ii  n k t e 
auf  der  u neu  d lieh- entfern  teil  Geraden  G^  ; sind  diese 
beiden  reell,  so  besteht  das  liüschel  aus  lauter  ähn- 
lichen Hyperbeln;  sind  sie  imaginär,  aus  lauter  ähn- 
lichen Fllipsen  (insbesondere  Kreisen);  jezwei  Kegel- 
schnitte des  liüschels  sind  in  diesem  Fall  ähnlich  und 
ä h II 1 i c h - 1 i e g e n d. 
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^ 43.  Entstehung  der  Kegelschnittschaar  aus  der  geraden 

Punktreihe. 

Khe  wir  in  der  Untersuchung  des  Regel.schnitthüscliels  weiter 
rortschreiten , ist  es  angemessen,  das  polare  Nehengehilde  des- 
selben, die  Kegelscli  nittschaa  r,  d.  h.  sänirntiiche  Kegel- 
schnitte, welche  dieselben  vier  gcmeinschaftliclien  Tangenten 
haben,  uidier  ins  .\uge  zu  lassen.  Alle  Betrachtungen  und  Knl- 
stehungsarlen  des  Kegelschnittbnschels,  welche  in  den  §§  38—42 
auseinandergesetzt  sind,  und  alle  dort  erlangten  Hesultate  und 
Eigenschaften  haben  ihre  analogen  bei  der  Kegelschnitl.schaar  und 
es  ist  ohne  Schwierigkeit,  diese  Analogie  vollständig  herzustellen 
nach  den  uns  bereits  bekannten  Prinzipien.  Wir  werden  daher 
diese  Uehertragung  oder  Wiederholung  hier  unterlassen  und  uns 
darauf  beschränken,  nur  die  Kegelschnitlschaar  mit  vier  reellen 
gemeinschaftlichen  Tangenten  aus  der  geraden  Punktreihe  (analog 
§ 38)  entstehen  zu  lassen,  wobei  wir  besonders  die  abweichen- 
den Umstande  angeben  wollen. 

ISehmen  wir  zwei  gerade  Träger  und  in  der  Ebene 
an  und  einen  beliebigen  Punkt  Ti  als  <len  ihojektionspunkt  zweier 
perspektivisch  liegenden  Punktreihen  auf  die.sen  Trägern,  so  be- 
stimmt derselbe  diese  beiden  projektivischen  I^unktreihen  auf  dln 
Träg  ein  '31,  der  Art,  dass  in  dem  Schnittpunkte  (31,  31,)  zwei 
entsprechende  Punkte  c c,  vereinigt  liegen;  denken  wir  uns  nun, 
nachdem  diese  Beziehung  durch  den  Punkt  B hergestellt  ist,  die 
Träger  fest,  aber  die  beiden  auf  ihnen  betindlichen  Pimklreihen 
um  zwei  beliebige  Strecken,  ohne  die  Beziehung  in  sich  zu  än- 
dern, auf  den  resp.  Trägern  verschoben,  so  wird  dadurch  die 
vorige  perspektivische  Lage  aufgehoben  und  das  Erzeugniss  der 
beiden  projektivischen  Punktreihen  wird  ein  Kegelschnitt,  welcher 
die  Träger  31  31,  zu  Tangenten  hat  und  noch  eine  dritte  leicht 
angebbare  Tangente,  nämlich  den  Verbindungsstrahl  derjenigen 
beiden  Punkte  der  Träger  nach  der  Verschiebung,  welche  vor- 
her im  Schnittpunkte  c c,  vereinigt  waren.  Diese  bestimmte 
Gerade  @ ist  nur  von  der  Grosse  und  Richtung  der  „Schieb- 
strecken“ abhängig,  nicht  von  der  Lage  des  Projeklions- 
punktes  B.  Verändern  wir  also  die  I.,age  des  Punktes  P in  der 
Ebene,  so  erhalten  wir  dadurch  immer  neue  Kegel.schnilte  hei 
derselben  Verschiebung  und  sämmtlichen  Punkten  B der  Ebene 
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cnlsprechen  miendlidi  viele  Kegelsclinille , welche  dieselben  drei 

festen  Tangenten  G haben 
(Fig.  61)  oder  demselben  Ürei- 
seit  einbeschrieben  sind.  IMes 
ist  eine  doppelte  Unendlich- 
keit oder  eine  Schaar -Schaar 
von  Kegelschnitten.  Lassen 
^ s \ ^<wir  B mir  die  sännntlichen 

Punkte  einer  Geraden  2 durch- 
^ ianfen,  so  werden  die  beiden 
Schnittpunkte  der  Geraden  2 mit  ^ und  9t j ein  Paar  entspre- 
chende Punkte  b und  bj  sein,  wo  übrigens  auch  B auf  ÜJ  liegen 
mag;  nehmen  nach  der  Verschiebung  b und  bj  die  Lagen  b’  und  b'i 
an,  so  ist  der  Verbindungsstrahl  b’b’j=£’  eine  Tangente  für 
alle  Kegelschnitte,  welche  den  Punkten  B auf  der  Geraden  2 
entsprechen;  aus  einer  geraden  Punktreihe  entstellt 
also  eine  Kegelschnittschaar  mit  vier  festen  Tan- 
genten und  diese  Kegelschniltschaar  ist  von  einfacher 

Unendlichkeit,  d.  h.  gleich  mächtig  mit  den  unendlich -vielen 
l^unkten  einer  Geraden. 

Um  zu  wissen,  ob  für  eine  bestimmte  Lage  von  B der  durch 
ilie  Verschiebung  entstehende  Kegelschnitt  Ellipse,  Hyperbel  oder 
Parabel  wird,  suchen  wir  diejenigen  beiden  Punkte  a und  b,  auf 
den  Trägern  51  und  5(,  auf,  welche  nach  der  Verschiebung  in 
den  Schnittpunkt  der  Träger  hineiiifallen ; ac  und  bjC,  sind  also 
die  Schiebstrecken  ihrer  Grösse  und  Uichtung  nach  und  durch 
iliese  sind  die  Punkte  a und  bj  gegeben;  die  Verbindungslinie  ab, 
sei  die  Gerade  durch  die  drei  Geraden  5151,®  (und  die 
unendlich -entfernte  Gerade  G ) zerfällt  die  ganze  Ebene  in  sieben 
Itäurne,  den  endlichen  Dreiecksraum,  die  drei  den  Ecken  an- 
liegenden unendlichen  Winkelräume  und  die  drei  den  Seiten  an- 
liegenden unendlichen  Känme;  es  wird  sich  nun  zeigen,  dass. 


\\enn  der  Punkt  B in  einem  der  vier  ersten  Häume  liegt,  der 
entsprechende  Kegelschnitt  eine  Ellijise  wird,  wenn  7^  dagegen  in 
einem  der  drei  letzteren  liegt,  derselbe  eine  Ilyjierbel  wird  und 
dass  die  Uebergänge  in  eigenthümlicher  Weise  durch  die  vier 
begrenzenden  Geraden  5(  5f,  @ vermittelt  werden.  Wir  be- 
dürlen  zu  diesem  Nachweis  «1er  in  § 26  erörterten  Kriterien, 
welche  enlsclieideii , \Nann  der  durch  zwei  projektivische  Punkt- 
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reUi<;n  erzeugte  Kegelschnitt  Ellipse  oder  Hyperbel  ist.  Der  von 
zwei  projektivischen  Punktreihen  erzeugte  Kegelsclinilt  ist  nämlich 
Ellipse,  wenn  auf  jedem  der  beiden  Träger  (oder  einem,  was 
ausreichend  ist)  der  den  vereinigten  I^unkten  entsprechende  (De- 
rrihrungspunkt)  innerhalb  der  Strecke  liegt  zwischen  dem  Schnitt- 
punkt der  Träger  und  den  Durchsclmittspunkteii  der  Parallel- 
strahlen (rund  q,),  dagegen  Hyperbel,  wenn  er  ausserhalb  dieser 
Strecke  liegt.  Sind  also  (Fig.  62)  51  die  beiden  Träger  und 


@ die  Verbindungslinie  derjenigei\  beiden  Punkte  a und  bj , welche 
nach  der  Verschiebung  in  den  Schnillpunkt  der  Träger  gelangen, 
so  wird,  wenn  B z.  li.  in  einem  der  Scheitelräume  (c)  liegt,  der 
Strahl  /?a  in  a,  die  Gerad<?  51,  trelfen  und  der  Parallelstrahl  zu 
51  in  q,,  a,  aber  nothwendig  zwischen  b,q,  liegen,  was  denn 
natürlich  auch  nach  der  Verschiebung  der  Fall  ist;  a,  wird  aber 
der  entsprechende  zu  dem  im  Schnittpunkte  (51,  51,)  befindlichen  a, 
also  der  Derfdirungspunkt  des  erzeugten  Kegelschnitts;  folglich 
ist  dieser  eine  Ellipse,-  weil  a,  zwischen  b,  q,  liegt.  In  gleicher 
W eise  lehrt  die  unmittelbare  Anschauung,  dass,  wenn  B in  einem 
der  vier  Räume  (c)  liegt,  der  Kegelschnitt  immer  Ellipse  wird, 
und  wenn  B in  einem  der  drei  läbrigen  Räume  (/<)  liegt,  der 
Kegelschnitt  Hyperbel  wird.  Wenn  nun  insbesondere  B in  die 
Gerade  ® hineinfällt,  so  werden  a und  b,  entsprechende  Punkte, 
welche  also  nach  der  Verschiebung  in  den  Schnittpunkt  (5(,  5f,) 
hineinfallen;  in  diesem  Falle  werden  nun  die  beiden  projek- 
livischen  Punktreihen  auch  nach  der  Verschiebung  perspektivisch 
bleiben,  also  alle  Projeklionsstrahlen  durch  einen  Punkt  laufen; 
der  Kegelschnitt  löst  sich  also  in  diesem  Febergangsfalle  in 
ein  IVinktenpaar  auf:  jenen  Projektionspunkl  und  den  Schnitt- 
punkt (51,  5f,),  und  dies  Punktenpaar  ist  in  der  Thal  (§  26)  als 
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da  Dd)eryan^  von  Kllipsc  zu  Ilyperbel  anzusdien , iadoni  die 
Verhindungsslreokc  zwischen  den  hoiden  Pnnklen  als  unendlich- 
sclnnale  Ellipse  oder  die  beiden  nnendlicben  Strecken  auf  der 
Verbindnn^'slinie  beider  Punkte  ausserhalb  derselben  als  unendlich* 
sclnnale  IIyj)erbel  aufgefassl  werden  können,  also  der  Kegelsclinitt 
^deicbzeilig  Ellipse  und  Hyperbel  ist.  Derselbe  Uebergangsfall 
tritt  nun  auch  aut,  wenn  Z>  in.sbesondere  in  einen  der  beiden 
'Fräger  “Jl  oder  '51,  Inneinffdlt,  indem  die  projektivisebe  Heziebung 
den  besonderen  parabolischen  Eliarakter  anninnnt  (§  IDa));  fällt 
nämlich  fi  in  hinein,  so  enlsi)richt  allen  Punkten  der  Geraden 
der  einzige  Punkt  li  der  Geraden  '21  und  allen  [hinkten  der  Ge- 
raden der  einzige  Schnittpunkt  (^}(,  'SIJ  der  beiden  Träger  in 
d(*r  Geraden  "Jl, ; die.se  Deziebung  bleibt  nach  der  Verschiebung 
iingeändert  und  der  Kegelschnitt  löst  sieb  also  in  dasjenige  Punkten- 
paar auf,  welches  von  dem  Schnittpunkt  und  dem  Punkt  li 

nach  der  Verschiebung  eingenommen  wird ; .ein  Gleiches  tritt  ein. 


wenn  der  Punkt  7?  auf  dem  andern  Träger 


liegt. 


Die  Punkte 


B der  drei  abgrenzenden  Geraden  liefern  also  sämmtlicb 

Kegelschnitte  welche  in  Punktenpaare  ausarten.  Es  bleiben 
noch  diejenigen  Punkte  B zu  untersneben,  welche  auf  der  vierten 
begrenzenden  Geraden  6'^  liegen;  hier  tritt  ein  anderer  IJeber- 
gang  von  Ellipse  zu  Hyperbel  auf,  nändicli  durch  die  Parabel. 
SobaM  D im  Unendlichen  liegt,  wird  die  Beziehung  der  beiden 
Träger  projektivisch  ähnlich  und  dieses  muss  auch  nach  der 
Verschiebung  bleiben,  weil  die  entsprechenden  unendlich -ent- 
fernten Punkte  im  Unendlichen  bleiben;  das  Erzeiigniss  nach  der 
Verschiebung  \\ird  akso  eine  Parabel  (§  2G)  und  für  alle  Punkte  B 
»1er  unendlich -entfernten  Geraden  wird  also  der  durch  die 
V'erschiebung  hervorgehende  Kegelschnitt  allemal  eine  Parabel; 
diese  sämmtlichen  Parabeln  bijden  einen  besonderen  Fall  »1er 
Kegelschnittschaar  von  vier  gemeinschaftlichen  Tangenten,  die 
Parabelschaar;  sie  haben  nämlich  die  drei  gemeinschaftlichen 
Tangenten  51  (5  und  ausserdem  selbstverständlich  6’^  zur  viert»*n 

genwinschaftlichen  Tangente.  Wir  könnten  noch  die  speciellen 
Fragen  erörtern,  für  welche  Punkte  B in  der  Ebene  wird  der 
durch  die  V- erschiebung  hervorgehende  Kegelschnitt  ein  Kreis  und 
eine  gleichseitige  Hyperbel;  die  erste  Frage  wird  a pri»)ri  aus 
bekannten  Elementarsätzen  dahin  beantwortet  werden  können,  dass 
es  nur  vier  Punkte  B in  der  Ebene  giebt,  für  welche  »lie  pro- 
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jektivisrln?  IU‘zifthuiig  der  Art  wird,  dass  nach  der  Vei-^ihiehung 
als  Erzeugniss  der  Kreis  auflritl,  da  es  bekanntlich  nur  vier  Kreise 
gieht,  welche  die  drei  Geraden  zu  Tangenten  haben;  ans 

unserem  in  § 24  angegeben  Kriterium  für  die  Erzeugung  des 
Kl  •eises  durch-  prujektivische  I’unktreihen  würde  dieses  Uesultat, 
wenn  auch  etwas  umständlich,  ebenfalls  hervorgehen;  die  zweite 
Frage,  wo  der  Punkt  I>  liegen  muss,  damit  nach  der  Verschiebung 
das  Erzeugniss  eine  gleichseitige  Hyperbel  wird,  ist  mit  Hülfe  iles 
in  § 2G  angegebenen  Kriteriums  für  die  Erzeugung  iler  gleich- 
seitigen Hyperbel  «lurch  projeklivische  l’unktreihen  zu  beantworten; 
es  zeigt  sich,  dass  der  Ort  für  solche  Punkte /?  ein  Kreis  wird, 
der  eine  eigenthümliche  Lage  in  der  Ebene  hat.  Zieht  man 
nämlich  durch  die  Ecken  des  von  den  drei  Geraden  ^l,  und  @ 
gebildeten  Dreiscits  Parallele  zu  den  Seilen,  so  hihlen  diese  ein 
neues  Dreieck;  der  dem  letzteren  konjugirte  Kreis  ist  der  Ort 
des  Punktes  B,  d.  h.  derjenige  Kreis,  für  welchen  die  Ecken 
dieses  Dreiecks  ein  Tripel  konjugirter  Punkte  sind  § 30);  der 
Hrdienpunkt  des  Dreiecks  ist  der  .Mittelpunkt  dieses  Kreises  und 
das  (Jiiadrat  des  Uadius  gleich  dem  konstanten  Hechleck  aus  den 
Abständen  <les  Höhenpunktes  von  je  einer  Ecke  und  der  gegen- 
überliegenden Seite  lies  Dreiecks;  dieser  Kreis  ist  aber  nur  reell, 
d.  h.  das  Quadrat  des  Hadius  positiv  oder  die  beiden  Abschnitte 
auf  jeder  Höhe  gleich  gerichtet.) , wenn  das  Dreieck  stumpfwinklig 
ist ; der  Ort  des  Punktes  B ist  also  auch  nur  dann  ein  reeller 
Kreis,  wenn  das  von  den  drei  Geraden  gehihh;te  Dreiseit 

'*  stumpfwinklig  ist.  Dieses  Resultat  tritt  aber  hier  nicht  so  un- 
mittelbar hervor,  sondern  folgt  erst  aus  einer,  wenn  auch  elemen- 
taren, doch,  wie  es  scheint,  unerlässlichen  Rechnung;  wir  ziehen 
es  daher  vor,  dasselbe  erst  an  einer  späteren  Stelle  nachzu- 
weisen (§  44),  wo  es  leichter  sich  ergieht.  Gm  mm  eine  Kegel- 
schniltschaar  von  vier  gemeinschaftlichen  Tangenten  zu  erhalten, 
haben  wir  den  Ih'ujeklionspunkt  B eine  Gerade  durchlaufen  zu 
lassen.  Die  (ierade  ütl  muss,  wie  sie  übrigens  auch  in  der  Ebene 
liegen  mag,  im  Allgemeinen  in  zwei  elliptischen  Räumen  (c)  und 
zwei  hyperholisclien  Räiim«*n  \h)  enthalten  sein  (Fig.  02),  denn 
durch  die  drei  Geraden  und  wenlen  vier  Punkte 

auf  ihr  lixirt,  zwischen  denen  vier  Strecken  liegen;  zwei  von 
diesen  gehören  <len  elliptischen,  die  beiden  andern,  dazwischen 
liegenden,  den  hyperbolischen  Räumen  an;  den  drei  Schnittpunkten 
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(lt‘r  Geraden  2 mit  den  Geraden  gehören  insbesondere 

Kegelsciinitte  zu,  welciie  sich  in  Ihinklenpaare  auflösen;  dem 
unendlich  - enlfernlen  Punkt  der  Geraden  £ entspricht  die  einzige 
Paralxd,  welche  in  der  KegelschnitLschaar  vorkouimt.  Also: 

Die  s ä nun t liehen  Kegelschnitte  einer  Schaar  von 
vier  geineinschaltlichen  Tangenten  zerfallen  in  zwei 
Gruppen  von  Ellipsen  und  zwei  Gruppen  von  Hyper- 
heln,  die  mit  eina  iider  ahwechseln;  der  Uebergang  von 
einer  Gruppe  zu  einer  andern  geschieht  drei  Mal 
durch  ein  Punktenpaar  (die  drei  Paar  Gegenecken  des 
von  den  vier  gemeinschaftlichen  Tangenten  gebil- 
deten vollständigen  ViHjrseits)  und  ein  Mal  durch  eine 
Parabel,  die  einzige,  welche  im  Allgemeinen  in  der 
K«;gelschnitlschaar  vorkommt. 

Bemerken  wir,  dass  die  beiden  durch  den  Projektionspunkt  B 
parallel  zu  ^ und  '2lj  gezogenen  Projektionsstrahlen  in  den  Punkten 
r und  q,  dieselben  trelfen  und  dass  diese  Punkte  nach  der 
Verschiebung  ihre  Eigenschaft  behalten,  Durchschnitlspunkte  der 
Parallelstrahlen  zu  s(dn  oder  den  unendlich -entfernten  Punkten 
zu  entsprechen,  so  erkennen  wir,  dass,  während  2?  die  Gerade  1^ 
durchläuft,  die  Ihinkle  r und  q,  zwei  projektivisch  ähnliche  Punkt- 
reihen beschreib(‘ii , ihre  Verbindungslinie  (nach  der  Verschiebung) 
also  eine  Parabel  umhidlt;  denken  wir  uns  nach  der  Verschie- 
bung die  Parallelstrahlen  hergestellt,  welche  sich  in  /?‘  trelfen 
mögen,  so  wird  der  Punkt  zu  den  (leraden  ^ und  51,  dieselbe 

relative  Lage  haben  müssen,  wie  der  Punkt  B zu  zwei  durch* 
a und  b,  gezogenen  l‘arallelen  mit  5(  und  51,,  «lenn  diese  gehen 
nach  der  Verschiebung  in  51  und  5f,  über;  wenn  also  B eine 
gerade  Linie  £ durchläuft,  so  muss  auch  nach  der  Verschiebung 
72’  eine  bestimmte  Gerade  durchlaufen,  welche  zu  51  und  51,  die- 
selbe relative  Lage  hat,  wie  £ zu  jenen  beiden  durch  b,  und  a 
gedachten  Parallelen.  Nun  ist  i?'  immiT  die  Ecke  eines  dem  Kegel- 
schnitt der^  Schaar  umschriebenen  Parallelogramms,  dessen  zwei 
Seiten  die  festen  Tangenten  51  und  51,  sind ; die  Verbindungs- 
linie ihres  Schnittpunktes  c(cj)  mit  /?’  wird  also  halbirt  durch  den 
Mittelpunkt  M des  Kegelschnitts,  welcher  dem  Parallelogramm  ein- 
beschrieben ist,  und  da  7?’  eine  gerade  Linie  durchläuft,  so  muss 
auch  d/ eine  Gerade  durchlaufen , die  jener  parallel  ist,  aber  halb 
so  weit  von  c(c,)  absteht,  als  sie;  wir  schliessen  hieraus: 
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Die  Mittelpunkte  s ä in  in  1 1 i c h e r K e g e 1 s c ti  n i 1 1 c einer 
Schaar  von  vier  gemeinschaftlichen  Tangenten  liegen 
in  einer  Geraden,  .welche  insbesondere  auch  die  Mit- 
telpunkte der  drei  Diagonalen  des  von  den  vier  ge- 
meinschaftlichen Tangenten  gebildeten  vollständigen 
Vierseits  enthält  (was  schon  für  sich  ein  bekannter  elemen- 
tarer Satz  ist).  Diese  Mittelpunktslinie  zerfällt  durch  die  drei 
Mitten  der  Diagonalen  und  den  unendlich- entfernten  Punkt,  dim 
Mittelpunkt  der  einzigen  Parabel  der  Schaar,  in  vier  Abschnitte, 
welche  abwechselnd  die  Mittelpunkte  der  beiden  Gruppen  von 
Kllipsen  und  die  Mittelpunkte  der  beiden  Gruppen  von  Hyperbeln 
enthalten. 

Dieselbe  Detrachtung,  aus  welcher  die  Kegelschnittschaar  ent- 
sprang, zeigt  auch,  wie  die  Dcrühning.spunkte  eines  Kegelschnitts 
der  Schaar  auf  zweien  gemeinschaftlichen  Tangenten  sich  ver- 
ändern; denn  Fig.  62  zeigt,  dass  Ba  und  /?bj  die  Berührungs- 
punkte a,  und  b bestimmen,  also  wenn  B eine  Gerade  ü durch- 
läuft, so  beschreiben  aB  und  b,  i?  zwei  perspektivische  Strahl- 
büschel,  mithin  aj  und  b zwei  projcklivische  Punktreihen  auf 
^ und  welche  nach  der  Verschiebung  in  perspektivische  Lage 
gelangen,  weil  auch  a und  b,  zwei  eiiLsprechende  Punkte  dieser 
beiden  projektivischen  Punktreihen  werden  und  diese  Punkte 
nachher  in  den  Schnittpunkt  hineinfallen.  Also: 

Die  Berührungssehnen  sämmtlicher  Kegelschnitte 
einer  Schaar  von  vier  festen  Tangenten  mit  irgend 
zwei  der  letzteren  laufen  durch  einen  festen  Punkt 
und  zwar  einen  der  drei  Diagonal  punkte  (Ecken  des  von 
den  Diagonalen  gebildeten  Dreiseits);  dies  lässt  sich  auch  so  aus- 
sprechen : 

Fasst  man  bei  einer  Kegelschnittschaar  von  vier 
festen  Tangenten  die  Berührungspunkte  ins^  Auge, 
welche  der  veränderliche  Kegelschnitt  mit  irgend 
zweien  von  den  vier  festen  Tangenten  gemein  hat, 
so  bilden  dieselben  zwei  projekti  vische  Punk  treiben 
welche  perspektivisch  liegen;  ihr  Projektionspunkt 
ist  immer  einer  der  drei  D i a g o n a 1 p u n k t e des  voll- 
ständigen Vierseits,  welches  die  vier  gemeinschaft- 
lichen Tangenten  bilden. 

Dieser  Satz  ist  der  analoge  von  dem  im  Anfänge  des  § 38 
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gefundenen  .und  kann  ebenso  wie  jener  ans  den  Eigenscliafleu 
des  einem  Kegelscimilte  uins(  liriel)enen  ViersciLs  (§§  23,  27)  ab- 
geleitet werden;  liier  erkennen  wir,  dass  jede  von  den  Ile- 
rülirungsiiiinkten  gebildete  Punktreibe  zugleich  projektiviscb  ist 
mit  der  erzeugenden  Punktreibe,  welche  li  auf  der  Geraden  ^ 
durchläuft. 

Es  bleibt  noch  der  besondere  Fall  ins  Auge  zu  fassen,  dass 
die  Gerade  welche  der  Projektionspunkt  durchlfiuft,  die  im- 
emllich  - entfernte  Gerade  (?^Jst;  in  diesem  Falle  wird  die  pro- 
jektivische  Heziehung  immer  eine  projektivisch  - ähnliche,  also  nach 
der  Verschiebung  sind  die  entstehenden  Kegelschnitte  sämmtlicb 
l'arabeln,  also:  Wenn  in  einer  K eg  elsch  n i tt  sc  h aa  r zwei 
Par a b c;  1 n v o r k o m m n , so  Im^ s t e h t d i e S c h a a r a u s lauter 
Parabeln,  welche  ausser  der  unendlich  - entfernten  Geraden 
ilic  allen  l*arabeln  gemeinschaftliche  Tangente  ist,  noch  drei  ge- 
meinschaftliche Tangenten  halum  mul  eine  specielle  Kegelschnill- 
schaar  bilden  ähnlich,  wie  das  Huschei  gleichseitiger  Hyperbeln 
ein  besonderes  Kegclschnittbfiscbel  bildete  38).  Unter  diesen 
Parabeln  giebt  es  drei  besondere,  die  in  je  eine  einzige  (dop- 
|»clt  zu  zählende)  Gerade  übergeben,  nämlich  die  drei  durch  die 
Ecken  des  übrig  bleibenden  Dreiseits  paralbd  den  Seiten  des- 
selben laufenden  Geraden.  Die  .Millelpunktslinie  dieser  Parabel- 
schaar ist  natürlich  wieder  die  unendlich  - entfernte  Gerade.  Von 
dem  vollständigen  V^ierscit,  dessen  eine  Seite  wird,  bleibt 

nur  ein  Dreiseil  a b c in 
(l‘ig.  63.)  Endlichen  der  Ebene 

zurück;  die  Diagonalpunkte 
xyz  des  vollständigen  Vier- 
seits  w(‘i*den  die  Ecken  des- 
jenigen Drei.scits  (Diagonal- 
dreiseits),  dessen  Seiten 
durch  die  Ecken  des  er- 
Steren  abc  und  parallel  den 
\ Seiten  desselben  laufen 
^ (Fig. G3).  Hei  jeder  «lern 
Drei  seit  n b c ein  be- 
schriebe neu  Para  bei  gehen  also  <lie  Herüh rungsehnen 
b e z i e b I i c h d u r c h drei  f e s t e Punkte,  durch  die  E c k e n 
des  dem  Dreiseit  ubc  parallel  umschriebeneu  Drei- 
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seits  xt/z.  Nimmt  man  einen  l»eliel>ij(en  Punkt  l auf  hc  als  lle- 
rühningspunkt  einer  einbescliriehencn  Parabel,  so  wird  [z(,  ac)  = t' 
und  {yt,  ab)  z=.  t’  uml  die  Punkte  it  t'  sind  die  drei  Herfdirungs- 
punkte,  woraus  zugleich  folgt,  dass  t t"  durch  x gehen  muss, 
bekanntlich  laufen  hei  einem  dem  Kegelschnitt  umschriebenen 
Drciseit  die  Verhindungsstrahlen  der  Ecken  mit  den  ÜerfduMings- 
punkten  der  gegenüberliegenden  Seiten  durch  einen  Punkt  o(§21); 
wir  können  daher  hier  nach  dem  Orte  des  l’unktes  o fragen  /ür 
sämmtliche  dem  Dreiseit  einbeschriehem;  Parabeln.  Derselbe  ist 
leicht  zu  ermitteln,  wenn  wir  den  Punkt  t auf  der  Geraden  bc 
bewegen  und  den  Scbnitt|)unkl  («/,  bt)  verfolgen;  da  nämlich 
t und  l perspektivische  Punktreiben  durchlaufen,  so  beschreiben 
at  und  bt  projektiviscbe  Slrablbfischel ; der  Ort  des  Ihmkles  n 
ist  also  ein  Kegelschnitt,  und  da  der  Verbindungslinie  ah  in  den 
beid<*n  Straldbüsciieln  bz  und  nz  entsprechen,  so  sind  dies  die 
Tangenten  <les  gefundenen  K(‘gelsclmilts,  welcher  auch  durch  c 
geht  und  xy  berührt;  der  Oii  des  Punktes  o ist  also  ei  in; 
Ellipse,  welche  d(‘in  Dreiseil  ubc  um-  und  zugleich 
dem  Dreieck  xyz  einbeschrieben  ist  oder  den  ge- 
meinschaftlichen Schwerpunkt  beider  Dreiecke  zum 
.Mittelpunkte  bat. 

(.\nm erkling.  Diese  besondere  Ellipse  bildet  eim*  eigenthüm- 
liche  Grenze  zwischen  zwei  Gebieten  di*r  Ebene.  Jeder  Punkt  o 
in  der  Ebene  eines  Dreiseits  mit  den  Ecken  desselben  verbunden 
bestimmt  auf  den  gegenüberliegenden  Seiten  drei  l*unkte,  in 
welchen  ein  Kegelschnitt  K das  Dreiseit  berührt ; es  fragt  sieb, 
wie  der  Punkt  « liegen  müsse,  wenn  der  Kegelschnitt  A'  Ellipse, 
Parabel  oder  Hyperbel  werden  soll,  und  diese  Frage  wird  durch 
das  obige  Ilesultat  beantwortet;  die  besondere  Ellipse,  welche  dem 
Dreiseit  umschrieben  ist  und  den  Schwerpunkt  desselben  zum 
.Mittelpunkt  hat,  bildet  nämlich  die  Grenze  zwischen  denjenigen 
Gebieten  der  F^bene,  in  denen  o liegen  muss,  damit  der  Kegel- 
schnitt K Ellipse  oder  Hyperbel  wird;  und  zwar  ist  K eine  Ellipse, 
wenn  o innerhalb,  eine  Hyi  M'rbel,  wo  o ausserhalb,  eine  Parabel, 
wenn  o auf  jener  Grenz  - Elliji.se  liegt;  die  besomlcren  Fälle,  wenn 
K ein  Kreis  oder  eine  gleichseitige  Hyperbel  wird,  erfordern  eine 
besondere  Untersuchung.  Die  analoge  Frage  der  polaren  Neben- 
betraclitung  führt  zu  einem  ebenso  interessanten  Orte,  woran  sich 
noch  manche  naheliegende  Frage  anschliesst.) 
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Denken  wir  un.'<  die  einzige  Parabel , welche  einem  gegebenen 
Vierseit  ('31 53 (5 X))  einbesebrieben  werden  kann,  s<j  gehört  die- 
selbe vier  verschiedenen  Parabelschaaren , welche  den  Dreiscilen 
(51336)  (316'2))  (3133^0  (336'iT)  einbeschrieben  sind,  gleichzeitig 
an;  die  vier  diesen  Dreiseiten  parallel  iimscbriebenen  Dreiseite 
haben  also  ihre  zwölf  Ecken  paarweise  auf  sechs  Geraden,  welche 
durch  die  drei  Diagonalpnnkte  ri)5  des  vollständigen  Vierseils 
(31336^)  gehen  und  die  Derfihrungssehnen  jener  l*arabel  sind, 
wobei  durch  jeden  Punkt  immer  zwei  von  diesen  sechs 
Geraden  gehen. 

Die  Parabelschaar,  welche  einem  Dreiseit  einbeschrieben  ist, 
und  das  Düschel  gleichseitiger  Hyperbeln,  welche  einem  Dreieck 
umschrieben  sind  und  zugleich  durch  den  Ilöhenpunkt  dieses 
Drei(‘cks  gehen,  stehen  in  einem  unmittelbaren  Zusammenhänge 
vermittelst  des  Prinzips  der  Polarisation  (§  30).  l>enken  wir  uns 
nämlich  das  Düschel  gleichseitiger  Jlyperbeln  und  beschreiben  um 
einen  der  vier  Mittelpunkte  dieses  Düschels  einen  Kreis,  so  wird 
die  Polarfigur  des  llyperbelbiiscbels  in  Dezug  auf  diesen  Kreis 
als  Basis  die  Parabelschaar  wer<len;  denn  aus  jeder  gleichseitigen 
Hyperbel  wird  ein  Kegelschnitt,  der  vier  fe.ste  Tangenten  hat,  die. 
Polanm  d«‘r  vier  Mittelpunkte  des  Büschels,  uml  da  der  Mittel- 
punkt des  Kreises  zu  seiner  Polare  in  Bezug  auf  den  Kreis  selbst 
die  unendlich  - entfernte  Gerade  hat,  so  muss  der  IVdarkegel- 
sclinitt  G^  berühren,  also  Parabel  sein;  wir  erhallen  daher  säinml- 
liehe  Parabeln,  die  demselben  festen  Dreiseit  einbeschrieben  siiul, 
welches  von  den  drei  Polaren  der  übrigen  drei  Mittelpunkte  des 
"51  )erbelbüschels  gebildet  wird.  Aus  der  bekannten  dein  Kreise 
zukommenden  Eigenschaft,  dass  <lic  Polare  senkrecht  steht  auf 
der  Verbindungslinie  des  Kreismittelpunktes  mit  dem  Pol,  weil 
das  konjugirle  Diirchmessersystem  des  Kreises  ein  Krei'ssystein 
ist,  gebt  hervor,  dass  der  Mittelpunkt  M der  Kreis -Basis  nicht  nur 
Hötien|)unkt  des  gemeinschaftlichen  Dreiecks  des  Hypcrbelbüschels, 
sondern  auch  Höhenpunkt  des  gemeinschaftlichen  Dreiseils  der 
Parabelschaar  ist;  da  nun  für  jede  gleichseitige  Hyperbel  ilie 
unendlich -entfernten  Punkte  in  zwei  zu  einander  rechtwinkligen 
Dichtungen  liegen,  so  werden  ihre  Polaren,  d.  h.  die  beiden  in 
M sich  schneidenden  Tangenten  einer  jeden  Parabel  <I<t  Schaar 
ebenfalls  z.u  einander  rechtwinklig  sein  inü.ssen;  der  Ort  des 
Schnittpunktes  aller  rechtwinkligen  Tangenlenpaare  einer  Parabel 
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ist  aber  die  Leitlinie  (§  34) ; also  gehen  die  Leitlinien  summtlicher 
Parabeln  der  Schaar  durch  den  Punkt  M,  d.  h.;  Von  sainmt- 
lichen  einem  gegebenen  Dreiseit  einheschriehenen 
Parabeln  gehen  die  Leitlinien  durch  denselben  festen 
Punkt,  welcher  der  llöhenpunkt  dieses  Dreiseits  ist. 

Nehmen  wir  jetzt  die  einzige  Parabel,  welche  einem  ge- 
gebenen Vierseit  einbeschriebon  werden  kann  und  die  also  eine 
bestimmte  Leitlinie  hat,  so  folgt,  dass  in  ihr  die  vier  Hrdieh- 
punkte  derjenigen  vier  Dreiseite  liegen  müssen,  welche  sich  aus 
je  dreien  der  vier  gegebenen  Seiten  des  Vierseits  bilden  lassen. 
Dies  giebt  einen  bekannten  elementaren  Satz  über  das  voll- 
ständige Vierseit,  welcher  einer  ganzen  Reihe  von  Eigenschaften 
desselben  angehurt,  deren  eine  oder  die  andere  wir  gelegentlich 
als  specielle  Fälle  allgemeinerer  Eigenschaften  erwähnen  wenlen. 
Sie  hängen  zumeist  mit  der  Parabel  zusammen,  welche  dem  voll- 
ständigen Vierseit  einbeschrieben  werden  kann,  oder  treten  als 
besondere  Fälle  der  Eigenschaften  unserer  Kcgelschnittschaar  mit 
vier  gemeinschaftlichen  Tangenten  auf  (Crelle's  Journ.  Bd.  II  p.  97). 

Schliesslich  wollen  wir  nur  noch  eine  Eigenschaft  der  Parabel- 
schaar erwähnen,  welche  sich  auf  ihre  Brennpunkte  bezieht.  Es 
war  eine  unmittelbare  Folgerung  aus  der  Rrundeigenschaft  der 
Brennpunkte  (§  36),  dass  das  Strahlenpaar  von  irgend  einem 
Punkte  a nach  den  Brennpunkten  eines  Kegelschnitts  symmetrisch 
liegt  zu  dem  Tangentenpaar  aus  a an  den  Kegelschnitt.  Haben 
wir  nun  irgend  eine  dem  Dreieck  ahe  einbeschriebene  Parabel, 
welche  einen  ihrer  Brennpunkte  im  Unendlichen  hat  (in  der  Rich- 
tung der  Axe),  und  ziehen  durch  a eine  Parallele  zur  Axe,  so 
wird  die  symmetrisch  liegende  Gerade  in  B<‘zug  auf  das  Tangenten- 
paar ab,  ac  durch  den  Brennpunkt  der  Parabel  gehen  müssen; 
ebenso  wenn  wir  durch  b eine  Parallele  zur  Axe  ziehen  und  die 
.symmetrisch  liegende  Gerade  in  Bezug  auf  das  Tangentenpanr 
bc,  ba  bestimmen.  Der  Schnittpunkt  dieser  beiden  konstruirten 
Geraden  ist  also  der  Brennpunkt  F der  Parabel.  Verändern  wir 
nun  die  einbcschriebene  Parabel,  indem  wir  sie  die  ganze  Parahel- 
schaar durchlaufen  lassen,  so  beschreiben  die  beiden  durch  a und  b 
zur  jedesmaligen  Parabelaxe  gezogenen  Parallelen  zwei  projek- 
tivisch- gleiche  und  gleichlaufende  Strahlbüschel;  die  symmetiLsch- 
liegende  « F beschreibt  aber  ein  mit  der  ersten  Parallelen  gleiches 
und  ungleichlaufendes  Strahlbüschel , die  symmetrisch -liegende  bF 
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du  mit  (lor  zweiten  Parallelen  gleidies  und  nngleichlaufendes 
Straldbfischel,  also  aF  und  bF  wiedennn  zwei  gleiche  und  gleicli- 
ianfendc  Strahlhnsrhel,  deren  Erzengniss  ein  Kreis  ist;  der  Ürl 
des  Brennpunktes  F ist  also  ein  Kreis,  welcher  ausser  durch  a 
und  h auch  durch  c geht,  wie  leicht  zu  sehen  ist;  also: 

D i e B r e n n p u n k t e s a m in  1 1 i c h e r c i n e in  D r e i s e i t e i n - 
heschri eben  en  Parabeln  liegen  auf  demjenigen  Kreise, 
welcher  dem  Drei  seit  umschrieben  ist. 

Durch  dasselbe  Baisonneinent  erhalten  wir  den  etwas  allge- 
meineren Satz:  Für  alle  Kegelschnitte,  welche  einem  Dreiseit  ein- 
beschriehen sind  und  ilen  einen  ihrer  Brennpunkte  auf  einer  geraden 
Linie  haben,  ist  der  Ort  des  andern  Brennpunktes  ein  bestimmter 
Kegelschnitt,  welcher  dem  gegebenen  Dreiseit  umschrieben  ist. 

Hieraus  folgt  beiläufig,  wenn  wir  die  einzige  einem  vollstän- 
digen  Vierseit  einbeschriebene  Parabel  auffassen,  welche  zu  gleicher 
Zeit  vier  Parabclschaaren  angehort,  dass  die  den  vier  Dreiseiten 
eines  vollständigen  Vierseits  nmschriehenen  Kreise  durch  einen 
Punkt  laufen,  den  Brennpunkt  dieser  Parabel;  ferner,  da  die  Ens.s- 
piinkte  der  aus  dem  Brennpunkt  auf  die  Tangenten  einer  l’arabel 
herabgclassenen  Perpendikel  sich  in  einer  Geraden,  der  Tangente  am 
Scheitel  der  Parabel,  befinden,  müssen  die  aus  einem  Peripherie 
punkte  des  einem  Dreiseit  umschriebenen  Kreises  auf  die  Dreiecks- 
seiten herabgelasscncn  Perpendikel  ihre  Fnsspnnkte  in  gerader  Linie 
haben;  die  weitere  Folgerung  fürs  Vierseit  übergehen  wir,  sowie 
die  bekannten  elementaren  Sätze,  welche  sich  hier  anschlicssen. 

§ 44.  Charakteristische  Eigenschaft  der  Eegelschnittschaar 
und  einige  Folgerungen  aus  derselben. 

Der  charakteristischen  Eigenschaft  des  Kegelschnittbüschels, 
dass  jede  gerade  Transversale  in  Paaren  konjugirler  Punkte  ein 
und  desselben  Punktsystems  gctrolTen  wird,  steht  die  gleichlau- 
fende der  KegelschnitLschaar  zur  Seile: 

Die  Tange  Ute  11  paare  aus  einem  beliebigen  festen 
1' unkte  an  die  Kegelschnitte  einer  Schaar  sind  Paare 
konjugirter  Strahlen  eines  Strahls ystems. 

Dies  folgt  unmittelbar  ans  der  Enlstehimg  der  Kegelschnilt- 
schaar  {§  43).  Denken  wir  uns  nämlich  einen  gegebenen  Punkt  P 
in  der  Ebene  als  den  Projeklionspnnkt  für  zwei  neue  projek- 
livische  Pnnklreihen  auf  den  Geraden  5f  und  9(,  in  perspektiviseber 
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Lago,  so  werden  dieselben  vor  der  Verschiebung  im  Allgemeinen 
nicht  perspektivisch  gewesen  sein,  sondern  die  Projektionsstrahlcn, 
welche  jetzt  alle  durch  P laufen,  werden  vor  der  Verschiebung 
einen  Kegelschnitt  ^ umhiillt  haben , welcher  und  seihst 
zu  Tangenten  hat;  so  oft  nun  zwei  solche  Projektionsstrahlen  vor 
der  Verschiebung  sich  in  einem  Punkte  B der  Geraden  2 treffen, 
werden  dieselben  nach  der  Verschiebung  zwei  durch  P laufende 
Tangenten  des  Kegelschnitts  sein,  welcher  aus  B hervorgeht. 
Alle  Tangentenpaare  aus  den  Punkten  B einer  Geraden  2 an  den 
. Kegelschnitt  fixiren  aber  auf  der  Tangente  Pimktenpaare 
eines  Punktsystems  {§  31),  welches  nach  der  Verschiebung  ein 
Punktsystem  bleibt;  die  von  P nach  den  Punktenpaaren  desselben 
hingehenden  Strahlen  bilden  daher  ein  Strahlsyslem , also  die 
Taiigcntenpaare  aus  P an  die  Kegelschnitte  der  Schaar  bilden  ein 
Slrahlsystem.  Ein  besonderer  Fall  dieses  Salzes  ist  bereits  in  § 18 
bewiesen  worden,  indem  als  besondere  Kegelschnitte  der  Schaar 
die  drei  Punktenpaare,  welche  in  ihr  verkommen,  oder  die  drei 
Pöar  Gegenecken  des  vollständigen  Vierseits  aufgefasst  werden; 
der  dort  gefiihrte  Beweis  des  besonderen  Falles  lässt  sich  auch 
unmittelbar  auf  den  allgemeinen  Salz  übertragen.  Seien  aa  und  bß 
zwei  Paar  Gegenecken  des  vollständigen  Vierseils  und  Irelfe  irg(;iid 
ein  aus  P an  einen  Kegelschnitt  der  Schaar  gelegtes  Tangenlcii- 
paar  die  Seile  ab  in  .r  und  y,  die  Seite  aß  resp.  in  § und 
so  findet  zwischen  den  Schnittpunkten  zweier  Tangenten  ab  und  aß 
des  Kegelschnitts  durch  vier  andere  die  Gleichheit  der  Doppel- 
verhältnisse (abxy)  = ißa^i])  statt, 

also  auch  nach  § G,  1) 

(abxy)  = 

die  von  P nach  diesen  vier  Paar  Punkten  lilngehendcn  Strahlen 
sind  also  vier  Paar  entsprechende  Strahlen  zweier  projektivischer 
Strahlhusclicl  und  da  dem  Strahl  Px  der  Strahl  Py,  dem  Py 
der  P^  entspricht,  .so  fallen  in  diesen  beiden  auf  einander  liegen- 
den projeklivischen  Slrahlhnscheln  die  Schenkel  zweier  ent- 
sprechender gleicher  Winkel  verkehrt  auf  einander;  mithin  sind 
(§  17)  die  drei  Strahlenj)aare:  Pa,  Pa;  Pb,  Pß;  Px,  Py  (das 
Tangentenpaar  aus  P an  einen  beliebigen  Kegelschnitt  der  Schaar) 
sechs  Strahlen  in  Involulion  oder  drei  Paar  konjugirte  Strahlen 
eines  Slrahlsystcms;  die.ses  ist  schon  durch  zwei  Paare  vollständig 
bestimmt;  lassen  wir  also  «hm  Kegelschnil.t  die  ganze  Schaar 
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iliirchlaufen , so  bleiben  aa,  unverändert,  also  die  Tangcnten- 
paarc  aus  P an  säinmlUchc  Kegelschnitte  der  Schaar  sind  immer 
Paare  konjugirtcr  Strahlen  ein  und  desselben  Strahlsyslems  >v.  z.b.  w. 

Pas  in  § 18  angegebene  Kriterium  für  die  Lage  des  Punktes  P, 
damit  das  in  ihm  cnLstehendc  Strahlsystem  elliptisch  oder  hyj)er- 
holisch  sei,  unterschied  von  den  elf  Räumen,  in  welche  die  ganze 
Khone  durch  die  vier  Seilen  des  vollständigen  Vierseits  zerschnitten 
wird  (Fig.  25),  fünf  hyperbolische  [h]  und  sechs  elliptische  (c); 
die  ersteren  sind  diejenigen,  in  welche  die  drei  Diagonalen  des 
vollständigen  Vierseits  hineinfallen,  und  letztere  die  übrig  bleiben- . 
den,  welche  von  keiner  Diagonale  getrolTen  werden.  Wenn  nun 
das  Slrahlsystem,  welches  von  den  Tangentenpaaren  aus  einem 
Punkte  P an  die  Kegelschnitte  der  Schaar  gebildet  wird,  hyper- 
bolisch ist,  so  hat  es  zwei  reelle  Doppelstrahlcn  oder  Asymptoten; 
jede  .\symptote  muss  daher  in  P selbst  eine  Tangente  sein  für 
einen  besonderen  Kegelschnitt  der  Schaar,  weil  das  Tangentenpaar 
aus  P an  diesen  Kegelschnitt  zusammcnfällt.  Wir  schliessen  also: 
Ks  giebl  im  Allgemeinen  zwei  Kegelschnitte,  welche 
vier  gegebene  Gerade  berühren  und  durch  einen  ge- 
gebenen Punkt  gehen;  sie  sind  aber  nur  dann  reell  vor- 
handen, wenn  der  gegebene  Punkt  in  einem  der  fünf  hyper- 
bolischen Räume  liegt,  in  welche  die  vier  gegebenen  Geraden 
die  Ebene  zerschneiden,  d.  h.  in  einem  derjenigen  Räume,  welche 
die  drei  Diagonalen  des  von  den  vier  Geraden  gebildeten  voll- 
ständigen Vierseits  enthalten.  Liegt  P auf  einer  der  vier  Geraden 
selbst,  so  giebt  es  selbstverständlich  nur  einen  Kegelschnitt,  der 
sie  berührt  und  durch  diesen  Punkt  geht,  weil  dann  das  Strahl- 
system paraholisch  wird.  Liegt  P in  einem  der  sechs  elliptischen 
Räume,  so  sind  die  beiden  Kegelschnitte  imaginär.  Die  Aufgabe, 
diese  beiden  Kegelschnitte  zu  finden , ist  also  darauf  zurückge- 
führt, die  Asym])toten  (oder  Doppelstrahlen)  eines  bekannten  Strahl- 
systems zu  hestimmen,  welche  sich  mit  Hülfe  eines  festen  Kreises 
losen  lässt  (§  15).  Wir  ersehen  hieraus-,  dasssämmtliche  Ke- 
gelschnitte einer  Schaar  nicht  die  ganze  unendliche 
Ebene  erfüllen,  sondern  nur  die  fünf  hy j)erholischen 
Räume,  während  die  sechs  elliptischen  frei  bleiben. 

Es  knüpft  sich  hieran  die  Frage,  wo  der  Punkt  P liegen 
müsse,  damit  das  Slrahlsystem,  welches  durch  die  Kegelschnitl- 
schaar  in  ihm  hervorgerufen  wird,  insbesondere  ein  Kreissystem 
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wird?  Da  b<*i  Krdssyslein  je  zwei  kuiijiigirle  Strahlen  zu 

einander  rechtwinklig  sind,  so  wäre  für  einen  solchen  Punkt  P 
erforderlich,  dass  jedes  Tangentenpaar  aus  ihm  an  einen  Kegel- 
schnitt der  Schaar  aus  zwei  zu  einander  rechtwinkligen  Strahlen 
bestände.  Nehmen  wir  P willkühriich  in  der  Ebene  an,  so  sind 
die  Axen  des  in  ihm  bestimmten  Slrahlsyslems  ein  Paar  recht- 
winklige Tangenten  für  einen  bestimmten  Kegelscbnitt  der  Schaar; 
damit  aber  in  P ein  Kreissystem  entstehe,  müsste  es  noch  ein 
zweites  Paar  rechtwinklige  konjugirte  Strahlen  geben.  Wir  wissen 
nun  (§  34),  dass  für  jeden  Kegelscbnitt  der  Ort  des  Schnittpunk- 
tes je  zweier  rechtwinkligen  Tafigenten  ein  bestimmter  Kreis  ist, 
welcher  denselben  Mittelpunkt  mit  dem  Kegelschnitt  hat;  für  die 
ganze  Kegelschnittschaar  erhalten  wir  dadurch  unendlich  viele 
Kreise,  welche  ihre  Mittelpunkte  auf  einer  Geraden,  der  Mittel- 
punklslinie  der  Kegelschnittschaar,  haben  und  von  welchen  durch 
jeden  Punkt  der  Ebene  ein  bestimmter  geht.  Nehmen  wir  daher 
zwei  beliebige  Kegelschnitte  der  Schaar  (etwa  zwei  Punktenpaare 
au,  bß)  und  bestimmen  die  Ortskreise  des  Schnittpunktes  der 
rechtwinkligen  Tangenten  {d.  h.  zwei  Kreise  über  aa  und  bß  als 
Durchmesser),  so  schneiden  sich  dieselben  im  Allgemeinen  in 
zwei  (reellen  oder  imaginären)  Punkten  und  Oo  I diese  beiden 
besondetren  Punkte,  wenn  sie  reell  sind,  müssen  die  Eigenschaft 
haben,  dass  für  jeden  derselben  zwei  Tangentenpaare  an  zwei 
bestimmte  Kegelscbnitte  der  Schaar  Paare  rechtwinkliger  Tangen- 
ten sind;  folglich  müssen  die  Strahlsysteme  in  diesen  beiden 
l^unkten  Kreissysteme  sein,  oder  alle  Tangenteripaare  sind  recht- 
winklig; wenn  dagegen  die  beiden  Punkte  Pq  und  imaginär 
sind,  so  giebt  cs  überbaupt  keinen  reellen  Punkt  in  der  Ebene, 
für  welchen  das  betrefTende  Strablsystem  ein  Kreissystem  wird; 
sind  nun  die  beiden  Punkte  Pq  und  Oq  reell,  so  müssen,  weil 
die  Tangentenpaare  aus  jedem  derselben  an  alle  Kegelschnitte  der 
Schaar  rechtwinklig  sind,  die  sämmtlichen  Ortskreise  des  Schnitt- 
punktes rechtwinkliger  Tangenten  für  die  ganze  Kegelschnittschaar 
durch  pQ  und  Qq  gehen,  also  selbst  eine  Kreissebaar  bilden;  ins- 
besondere geht  für  die  einzige  Parabel,  welche  in  der  Kcgcl- 
schnittschaar  vorkommt , der  Ortskreis  in  die  Leitlinie  über, 
welche  also  auch  durch  Pq  und  Qq  geht  und  die  Potenzlinie  (ge- 
meinschaftliche Sekante)  dieser  Kreisschaar  wird.  Aber  auch  wenn 
die  Punkte  Pq  und  O nicht  reell  sind,  bilden  die  sämmt lieben 
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OrLski’cise  für  die  Kegelscliniltscliaar  ehie  Kreisscliaar,  Avelclie  die 
Leitlinie  der  einzigen  in  der  Kegelscliniltscliaar  cnlhallenen  Para- 
bel zur  Potenzlinie  : ideellen  geineinscliaftliclien  Sekante)  hat;  dies 
lässt  sich  auf  folgende  Weise  erkennen:  Wir  wissen  (§30),  dass 
das  Diagonaldreieck  x tj  z des  vollständigen  Vierseits  ein  Tripel  in 
Bezug  auf  jeden  Kegelschnitt  der  Schaar  ist  und  (§  34  am  Ende), 
dass  der  einem  Tripel -Dreieck  umschriebene  Kreis  immer  den 
Ortskreis  der  rechtwinkligen  Tangenten  unter  einem  rechten 
Winkel  schneidet;  folglich  besitzen  alle  Ortskreise  die  Eigenschaft, 
dass  ihre  Mittelpunkte  in  einer  Geraden  (der  Mittelpunktslinie  SK) 
liegen  und  dass  sie  zugleich  sämmtlich  einen  festen  Kreis,  den 
um  das  Diagonaldreieck  x y z beschriebenen,  rechtwinklig  schnei- 
den, woraus  nach  bekannten  Elementar-Sätzen  folgt,  dass  sie  eine 
Kreisschaar  bilden.  Der  um  das  Diagoualdreieck  beschriebene 
Kreis,  welcher  seinen  Mittelpunkt  in  der  Potenzlinie  der  Kreis- 
schaar  oder  in  der  Leitlinie  der  einzigen  Parabel  der  Kegelschnilt- 
schaar  hat,  gehört  der  konjugirlen  Kreisschaar  an  und  entscheidet 
also  darüber,  ob  die  Punkte  und  reell  sind,  oder  nicht;  wenn 
nämlich  dieser  Kreis  ^ die  Mittelpunktslinie  2DZ  nicht  triflt,  so 

sind  die  Punkte  und  Qq  reell,  wenn  er  dagegen  die  Mittelpunkts- 
linie 9K  in  zwei  reellen  Punkten  trilTt,  so  sind  P^^  und  0(,  imaginär; 
ein  besonderer  Fall  von  untergeordneterem  Interesse  ist  der,  dass 
der  Kreis  ^ (a:yr)  die  Mittclpunktslinie  2K  berührt,  wo  dann  Pq  und 
Oy  Zusammenfällen.  Fassen  wir  dass  gewonnene  Resultat  zusammen: 
Bestimmt  man  für  jeden  Kegelschnitt  einer  Schaar 
mit  vier  gemeinschaftlichen  Tangenten  den  Ortskreis 
solcher  Punkte,  in  welchen  sich  je  zwei  rechtwinklige 
Tangenten  treffen,  so  bilden  diese  Kreise  eine  Kreis- 
schaar, deren  Polenzlinie  die  Leitlinie  der  einzigen 
in  der  Kegelschnittschaar  vor  komm  enden  Parabel  ist. 
Diese  Polenzlinie  enthält  (§  43)  die  vier  Ilöhenpunkle  derjenigen 
vier  Dreiseite,  aus  welchen  das  vollständige  Vierseil  der  vier  ge- 
gebenen Tangenten  besteht;  sie  enthält  auch  den  Mittelpunkt  des- 
jenigen Kreises  welcher  dem  Diagonaldreieck  xyz  des  voll- 
ständigen Vierseits  umschrieben  ist,  und  steht  endlich  senkrecht 
auf  der  Millelpunklslinie  9Di,  welche  die  Mittelpunkte  sämmtlichcr 
Kegelschnitte  der  Schaar  enthält  und  zugleich  die  Mittelpunklslinic 
der  Kreisschaar  ist.  Die  Potenzliiiie  ist  eine  reelle  ge- 
rn ei  uschaflliche  Sekante  der  Kreisschaar,  wenn  der 
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eben  crwalinlc  Kreis  ^ die  Miltelpunklsliiiie  nicht 
Iriffl;  in  diesem  Falle  gehen  alle  kreise  der  Schaar 
durch  dieselben  beiden  Punkte  und  der  Potenz- 
linie und  dies  sind  die  einzigen  Punkte  in  der  Ebene, 
l ii  r welche  das  a u s d e n T a n g e n t e n p a a r e n a n d i e K e g e 1 - 
schnitte  der  Schaar  gebildete  Strahlsystem  ein  Kreis- 
system wird.  Die  Potenzlinie  ist  dagegen  eine  ideelle  gemein- 
schaftliche Sekante  der  Kreisschaar,  d.  h.  es  giebt  keine  reellen 
Punkte  in  der  Ebene  von  der  verlangten  Eigenschaft,  sobald  der 
oben  erwähnte  Kreis  ^ die  Mitlelpunktslinie  3)2  in  zwei  reellen 
Punkten  li  und  S trilTl.  ln  diesem  Falle  sind  die  Punkte  R und 
S selbst  Nullkreise  der  Kreisschaar,  d.  h.  solche  Ortskreise  des 
Schnittpunktes  rechtwinkliger  Tangenten,  lür  welche  der  Radius 
Null  ist;  dieser  Fall  tritt  bekanntlich  nur  bei  der  gleichseitigen 
Hyperbel  ein;  die  Punkte  R und  S sind  also  die  Mittel- 
punkte der  beiden  gleichseitigen  Hyperbeln,  welche 
in  der  Kegeischnittschaar  Vorkommen  können;  sobald 
die  Punkte  R und  S imaginär  sind,  giebt  es  keine 
gleichseitige  Hyperhel  in  der  Kegelschnittschaar. 

Wir  ' haben  hieraus  zu  gleicher  Zeit  ersehen,  dass  in  einer 
Kegelschnitlschaar  im  Allgemeinen  zwei  gleichseitige  Hyperbeln 
Vorkommen  und  wie  die  Mittelpunkte  derselben  zu  finden  sind. 
Wir  können  jetzt  eine  von  den  vier  Seiten  des  vollständigen  Vier- 
seits  verändern  und  den  Ort  der  Mittelpunkte  aller  gleichseitigen 
Hyperbeln  aufsuchen,  welche  einem  gegebenen  Dreiseit  einbo- 
schrieben sind.  Seien  die  drei  Paar  Gegenecken  des  vollständigen 
Vierseils  aa,  Oß,  cy  und  die  Diagonalpunkte  xj/z  (Fig.  G4),  so 
können  wir  jetzt  die  Seite  ccßy  verändern  und  nur  das  Dreiseit 
a bc  feslhalten;  ohne  indessen  der  Allgemeinheit  Eintrag  zu  thnn, 
können  wir  die  vierte  Seite  ccßy  so  bewegen,  dass  der  Punkt  (v 
fest  bleibt,  denn  welches  auch  die  dem  Dreiseit  abc  einbeschrie- 
bene gleichseitige  Hyperbel  sei,  immer  wird  sich  aus  einem  Punkte 
« der  Tangente  b c eine  und  nur  noch  eine  Tangente  legen  las- 
sen; wir  hallen  also  den  Punkt  a fest  und  drehen  die  vierte 
Seite  aßy  des  vollständigen  Vierseits  um  a;  sind  dann 
resp.  die  Milten  der  Diagonalen  aa,  bß,  cy,  welche  in  der  Miltel- 
punktslinie  ÜJJ  liegen,  so  bleibt  bei  der  Bewegung  fest;  die 
.Mitlelpunktslinie  9)1  dreht  sich  also  um  den  festen  Punkt  m, ; das 
Tripel  xyz  verändert  sich;  sei  0 der  Mittelpunkt  des  um  das- 
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selbe  beschriebenen  Kreises  und  möge  dieser  Kreis  die  Mittel- 
punktslinic  in  den  Punkten  R und  S treffen,  so  wird  das 

(Fig.  64.) 


Perpendikel  aus  0 auf  in  m die  Sehne  RS  halbiren;  das  I*er- 
pendikel  Om  ist  aber  unsere  oben  gefundene  Potenzlinie,  oder 
die  Leitlinie  der  einzigen  Parabel;  diese  Gerade  enthält  die  Höhen- 
{»unkte  der  vier  Dreiscite;  von  den  vier  Dreiseiten  bleibt  nur  das 
Dreiseit  abc  fest,  dessen  Höhenpunkt  //sei;  das  I‘erpendikel  Om 
dreht  sich  also  bei  der  Bew  egung  um  den  festen  l*unkt  H\  folg- 
lich ist  der  Ort  des  ihinktes  m ein  Kreis,  welcher  die  festen 
Punkte  H und  m^  zu  Endpunkten  eines  Durchmessers  hat,  also: 

Hm^  -}■  = Hm^. 

Da  nun  m die  Mitte  der  Sehne  RS  ist,  so  folgt: 

Rrn  = mS  oder  Rm  -f-  Sm  = 0 und 
m,m  = OTji?  -f-  Rm  = myS  -j-  Sm 
tn^m^  (»ijjR  4"  Rm)  (w,  S -4~  Sm) 

= m^R  . m^S  m^R  . Sm  m^S  . Rm  mR . m S 

= m^R  . m^S  Rm  . RS  — Rm"^ 

= m,  Ä . mj  5 + ^ 
also  haben  wir: 

//m^  Rm^  = Hm^'^  — m^  R . m^S 
HR"^  = nS^  = Hm^^  — m^R  , w,  S. 

Nun  ist  aber  m,  R . w,  S gleich  der  Potenz  des  Punktes  mj  in 
Bezug  auf  den  Kreis  0,  und  da  dieser  durch  y und  z geht,  auch 
gleich  m^y.m^z\  da  aber  y und  z harmonisch  liegen  zu  dem 
Paar  Gegenecken  a und  a,  deren  Mitte  m^  ist,  so  haben  wir 
gleichzeitig  mjy.w,  c = also: 
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HB}  = =■  — Myf}  = cüiisl. ; 

die  Punkte  R und  S beschreiben  also  bei  der  Bewegung  einen 
Kreis  um  den  festen  Punkt  H,  denn  ihr  Abstand  von  H ist  un- 
verändert und  der  Radius  dieses  Kreises  wird  leicht  zu  ermitteln 
sein ; schlagen  wir  nämlich  über  a u als  Durchmesser  einen  Krei.^, 
dessen  Mittelpunkt  und  dessen  Radius  m^a  sein  wird,  so  ist 
die  Potenz  des  Punktes  H in  Bezug  auf  diesen  Kreis  gleich 
Htn^^  — es  schneidet  aber  Ha  den  gedachten  Kreis  zum 

anderen  Male  in  demjenigen  Punkte  «S  welcher  der  F'iisspunkt 
des  aus  d auf  hc  herahgelassenen  Perpendikels  ist;  wenn  daher 
die  Fusspunkte  der  Höhen  des  Dreiecks  abc  mit  bezeich- 

net werden,  so  ist: 

Ha  . Ha}  = Hb  . 7/6*  = Hc  . Hc'  = 
und  r der  Radius  des  gcsucliten  Kreises.  Das  Quadrat  des  Ra- 
dius dieses  Kreises  ist  nur  positiv,  also  der  Kreis  nur  reell,  wenn 
a und  a',  ebenso  b und  b',  c und  auf  derselben  Seite  von  H 
liegen,  wenn  also // ausserhalb  des  Dreiecks  abc  liegt,  oder  was 
dasselbe  sagt,  wenn  das  Dreieck  abc  stumpfwinklig  ist;  er  re- 
ducirt  sich  auf  einen  Punkt  beim  rechtwinkligen  Dreieck  und 
wird  imaginär  beim  spitzwinkligen.  Dieser  Kreis  hat  ferner,  wie 
unmittelbar  aus  den  Polar-Eigcnschaflen  hervorgeht,  zu  dem  Drei- 
eck abc  die  Beziehung,  dass  letzteres  ein' Tripel -Dreieck  für 
diesen  Kreis  ist,  welcher  daher  „der  dem  Dreieck  konjugirte 
Kreis“  heisst.  Wir  haben  mithin  folgenden  Satz:*) 

Die  Mittelpunkte  aller  gleichseitigen  llyperheln, 
welche  demselben  Dreiseit  einbeschrieben  sind,  liegen 
auf  einem  Kreise,  der  den  Ilöheiipunkt  des  Dreiseits 
zu  seinem  Mittelpunkte  hat  und  die  Ecken  des  Drei- 
seits zu  einem  Tripel  konjugirter  Punkte;  dieser  Kreis 
ist  nur  dann  reell,  wenn  das  Dreiseit  stumpfwinklig  ist,  und  das 
Quadrat  seines  Radius  ist  alsdann  gleich  dem  konstanten  Rechteck 
aus  den  Abständen  des  Ilöhenpunktes  von  jeder  Ecke  und  der 
gegenüberliegenden  Seite  des  Dreiseits.  Es  kann  also  auch  nur 
einem  stumpfwinkligen  Dreiseit  eine  gleichseitige  Hyperbel  ein- 
beschrieben werden.  Hieraus  folgt  nun  die  Beantwortung  der 
Frage,  welche  sich  in  § 43  darbot;  dort  handelte  es  sich  näm- 

*)  ,, Vermischte  Sätze  und  Aufgaben“  von  J.  Steiner  im  55.  I3de. 
des  Grelle  - Borchardt’schen  Journals  für  reine  und  angewandte  Mathe- 
matik, Seite  371. 
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Hell  üaruiii,  dt*n  Orl  des  Projeklioiispunktes  D zu  (iuden,  damit 
aul  zwei  gegebenen  Trägern  ^ und  5(j  zwei  solclie  perspektivi- 
sche I’unktrcilien  durch  B hervorgerufen  werden,  welche  nach 
gegebener  Verschiebung  eine  gleichseitige  Hyperbel  erzeugen.  Die 
l'arülielslrahlen  durch  B hestiinmen  die  Punkte  r und  auf  den 
Trägern  und  nacli  der  Verschiebung  behalten  diese  Punkte  ihre 
Eigenschaft,  Durchschiiiltspunkte  der  Parallelstrahlcn  zu  sein; 
trelfen  sich  also  die  Parallelstrahlen  nach  der  Verschiebung  in 
Z?‘,  so  hat  B^  zu  den  Trägern  und  dieselbe  relative  Lage, 
wie  B zu  zwei  mit  21  und  21,  gezogenen  Parallelen,  die  durcli 
die  parallele  Verschiebung  nach  21  und  21,  gelangen  würden:  der 
Ort  von  B^  wird  also  dem  Orte  von  B gleich  sein,  nur  in  der 
angedeuteten  Weise  verschoben;  der  Ort  von  2?*  ist  ferner  ähn- 
lich und  ähnlich -liegend  mit  dem  Orte  der  Mitte  der  Diagonale 
rq,  des  veränderlichen  Parallelogramms,  d.  h.  dem  Orte  des 
Mittelpunktes  M des  erzeugten  Kegelschnitts,  denn  es  ist,  wenn 
c den  festen  Schnittpunkt  der  beiden  Träger  bezeichnet, 

= 2.  tM\ 

da  der  Ort  von  M , wie  wir  eben  gesehen  haben,  ein  Kreis  ist, 
so  ist  es  auch  der  Ort  von  B^  und  also  auch  der  Ort  von  B, 
dessen  Lage  bereits  früher  angegeben  ist  (§  43).  *) 

§ 45.  lieber  die  besondere  Natur  der  in  einer  Schaar 
enthaltenen  Kegelschnitte. 

L'm  die  Kegelschnitte  einer  Scliaar  hinsichtlich  ihrer  beson- 
deren ^atur  genauer  zu  erforschen,  suchen  wir  das  dem  Mittel- 
punkte jedes  Kegelschnitts  zugehörige  Strahlsystem,  d.  h.  das 

*)  Anmerkung.  Aus  der  vorigen  Betrachtung  ergiebt  sich  leicht 
folgender  allgemeinere  Satz:  Konstruirt  man  für  jeden  einem  be- 
liebigen Dreiseit  abc  einbeschricbenen  Kegelschnitt  den 
Ortskreis,  welcher  die  Schnittpunkte  je  zweier  rechtwink- 
liger Tangenten  enthält,  so  schneiden  alle  diese  Kreise 
denjenigen  Kreis  rechtw’inkl ig,  für  welchen  das  Dreieck  abc 
ein  Tripel -Drei  eck  ist  (d.  h.  den  Kreis,  welcher  die  Mittel- 
punkte aller  dem  Dreiseit  einbeschriobenen  gleichseitigen 
IIyj)erbeln  enthält);  wenn  also  der  Kegelschnitt  eine  Ellipse  ist,  so 
ist  die  »Summe  der  Quadrate  ihrer  llalbaxcn  («'^  i*)  gleich  der  Potenz 

des  Mittelpunktes  der  Ellipse  in  Bezug  auf  den  Kreis,  für  welchen  das 
Dreiseit  ein  Tripel  ist,  dessen  Centrum  in  dem  llohenpunkto  des  Drei- 
soits  liegt  u.  8,  w.  (Faure,  Nouvclles  Annalcs  de  mathe'matiques,  tome 
XX  j).  56). 
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System  der  koiijugirten  Diirdimesscr  für  jeden  Kegelschnitt  der 
Schaar  zu  bestimmen;  je  nachdem  dasselbe  elliptisch  oder  hyper- 
bolisch ist,  wird  nämlich  der  Kegelschnitt  Ellipse  oder  Hyperbel 
sein,  und  insbesondere  ist  er  Kreis  oder  gleichseitige  Hyperbel, 
wenn  sein  System  konjugirter  Durchmesser  ein  Kreissystem  oder 
ein  hyperbolisch-gleichseitiges  Strahlsystem,  endlich  Parabel,  wenn 
es  ein  parabolisches  Strahlsystem  ist.  Um  das  System  der  kon- 
jugirten  Durchmesser  eines  Kegelschnitts,  dessen  Mittelpunkt  m 
gegeben  ist,  zu  erbalten,  reicht  die  Kennlniss  eines  Tripels  kon- 
jugirter Punkte  xyz  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  aus;  denn 
ziehen  wir  inx  und  durch  m eine  Parallele  zu  yr,  so  ist  dies  ein 
Paar  konjugirter  Durchmesser,  weil  es  ein  Paar  konjugirter  Strah- 
len in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  ist;  denn  der  unendlich -ent- 
fernte Punkt  auf  yz  ist  der  Pol  zu  mx\  ziehen  wir  zweitens  my 
und  eine  Parallele  durch  m zu  zx,  so  erhalten  wir  ein  zweites 
Paar  konjugirter  Durchmesser  und  in  gleicher  Weise  ein  drittes 
Paar;  zwei  Paar  konjugirte  Durchmesser  bestimmen  schon  das  ganze 
Strahlsvstem  und  wir  bedürfen  des  dritten  Paares  nicht  mehr. 

Sobald  der  Mittelpunkt  m eines  Kegelschnitts  und  ein  Tripel 
konjugirter  Punkte  xyz  in  Bezug  auf  denselben  gegeben  ist,  ist 
derselbe  nicht  niir  seiner  Art  nach,  sondern  überhaupt  vollstän- 
dig bestimmt;  denn  zieben  wir  mx,  my,  rnz,  welche  Strahlen  die 
Gegenseiten  yz,  zx,  xy  resp.  in  treffen,  so  bestiiiiinen  x^ 
ein  Punktsystem,  dessen  Mittelpunkt  m ist;  die  Asyinptolenpunkte 
der  drei  Punktsysteme  auf  mxy  my,  mz  liegen  aber  auf  einem 
Kegelschnitt,  welcher  m zum  Mittelpunkt  und  xyz  zum  Tripel 
konjugirter  Punkte  hat;  denn  da  x^  und  yy  zwei  Paare  konju- 
girte Punkte  in  Bezug  auf  diesen  Kegelschnitt  sind,  so  muss  auch 
(§31)  r und  der  Schnittpunkt  [xy,  ^y)  ein  Paar  konjugirter 
Punkte  sein ; anderseits  sind  aber  z und  f ein  zweites  Paar  kon- 
jugirter Punkte,  folglich  ist  xy  die  Polare  von  z u.  s.  f.  Der 
Kegelschnilt  ist  nun  eigentlich  durch  die  drei  Punktsysteme  mehr, 
als  bestimmt;  da  sich  aber  ihre  Träger  in  demselben  Punkt  m 
treffen,  welcher  Mittelpunkt  für  alle  drei  I*unktsysteine  ist,  sc» 
widersprechen  sich  die  ihn  bc>stinunenden  Bedingungen  nicht. 
Nur  für  den  Fall,  dass  die  drei  Strahlsysteme  alle  hyperbolisch 


sind , 


galt  die 


vorige  Bestimmung  des  Kegelschnitts;  alle  drei 


können  nicht  elliptisch  sein,  weil  nothwendig  von  drei  Tripelpunk- 
ten xyz  einer  innerhalb  des  Kegelschnitts  liegen  muss,  also  seine 


Dritter  Absclmitt. 


3(X) 


Verbindungslinie  mit  m den  Kegelsclinill  in  ztvei  reellen  Punkten 
treflen  muss  {§  30).  l’mgekebri,  tvären  bei  uillkübrlicber  Annahme 
von  m,  X,  y , z alle  drei  l’unktsysteine  ellipliscb,  so  müsste  der 
gesuchte  Kegelschnill  ganz  imaginär  sein;  wohl  aber  kann  von  den 
drei  Punktsystemen  eines  hyperbolisch  und  die  beiden  andern 
elliptisch,  oder  eines  ellijitisch  und  die  beiden  andern  hyperbo- 
lisch sein,  allerdings  nur  bei  der  Hyperbel,  für  welche  ausser- 
dem auch  der  erste  Fall,  dass  alle  drei  hyperbolisch  sind,  cin- 
treten  kann.  Für  die  Hyperbel  muss  nun  das  Strahlsystein  der 
konjiigirten  Durchmesser,  welches  in  m bekannt  ist,  hyperbolisch 
sein;  seine  beiden  Asymptoten  sind  die  Asymptoten  der  Hyperbel, 
und  da  ausserdem  noch  ein  Punklenpaar  auf  einem  Durchmesser  mo: 
allemal  reell  ist,  so  ist  die  Hyperbel  ebenfalls  als  bekannt  anzuseben. 

Bei  willkührlicber  Annahme  von  m,  x,  y,  z gestaltet  sich 
das  Kriterium,  ob  der  Kegelschnitt  Hyperbel  oder  Ellipse  ist,  in 


folgender  Art: 

Die  Seiten  des  Dreiecks  theilen  die  ga nze  E bc ne 

in  7 Räume,  den  endlichen  Drei- 
ecksraum (c),  die  drei  den  Ecken  an- 
liegenden Scheitel  räume  Cj  ^2  C3  und 

anliegende  n 


die  drei  den  Seiten 
Räume  Liegt  der  angenom- 

mene Mittelpunkt  m in  c,  so  giebt  es  keinen  reellen 
Kegelschnitt;  liegt  er  in  c^e.^e.^  so  giebt  es  einen  und 
derselbe  ist  Ellipse;  liegt  endlich  m in  einem  der 
. Räume  so  giebt  es  ebenfalls  einen  reellen  Kegel- 

schnitt und  derselbe  ist  Hyperbel.  (Vgl.  §§  57  und  (51.) 

Die  Kegelscbnittscbaar  bat  ein  allen  Kegelschnitten  ge- 
meinscliaftliclies  Tripel  konjugirler  l'unkte:  das  Diagonaldreicck 
xyz  des  von  den  vier  gemeinschaftlichen  Tangenten  der  Schaar 
gebildeten  vollständigen  Vierseits  (§  30),  und  ferner  liegen  die 
Mittelpunkte  in  aller  Kegelschnitte  der  Schaar  auf  einer  Geraden 
ÜJl,  der  Mittelpunktslinie  (§  43),  und  erfüllen  dieselbe;  die  Strah- 
len mx  und  my  beschreiben  also  zwei  perspektivische  Strahl- 
büscbel,  während  der  Kegelschnitt,  dessen  Mittelpunkt  m ist,  die 
ganze  Schaar  durchläuft,  und  die  konjiigirten  Durchmesser  zu  mx 
uml  my  behalten  konstante  Richtung.  Wir  denken  uns  nun  die 
Durchmessersysteme  sämmtlicher  Kegelschnitte  der  Schaar  parallel 
mit  sich  nach  einem  und  demselben  Punkte  0 der  Ebene  hin 
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verschoben  mit  Heihchaltuiig  ihrer  Richtung  uiul  legen  einen 
beliebigen  Kegelschnitt  C durch  den  Punkt  o;  dann  liefert  jedes 
der  nach  o verlegten  Strahlsysteine  der  konjugirten  Durchmesser 
einen  bestimmten  Punkt  Pin  der  Ebene;  denn  bekanntlich  schnei- 
den die  Paare  konjugirter  Strahlen  eines  Strahlsyslems,  dessen 
Mittelpunkt  in  der  Peripherie  eines  Kegelschnitts  liegt,  Sehnen 
in  dem  Kegelschnitte  aus,  >velche  sammtlich  durch  einen  Punkt 
P laufen  (§  31);  dieser  Punkt  ist  schon  durch  zwei  Slrahlenj)aare 
bestimmt;  ziehen  wir  also  durch  o eine  Parallele  zu  yz,  welche 
den  Ilülfskegelschnitt  C in  a trifft,  eine  Parallele  zu  zx,  welche 
ihn  in  ß trilTt;  ziehen  wir  ferner  durch  o zwei  Parallele  zu  xm 
und  yw,  welche  den  Ilülfskegelschnitt  in  und  treffen,  so 
wird  der  Schnittpunkt  von  aa^  und  ßß^  der  Punkt  P sein,  wel- 
cher dem  Strahlsystem  der  konjugirten  Durchmesser  für  den 
Kegelschnitt  (m)  entspricht.  Verändern  wir  jetzt  m auf  der  Mil- 
telpunktslinic  üß,  um  die  ganze  Schaar  zu  erhalten,  so  beschrei- 
ben xm  und  ym  zwei  perspektivische  Strahlbüschel,  folglich  auch 
oa^  und  oß^  zwei  projektivische  Strahlbüschel ; weil  aber  « und  a 
zwei  feste  Punkte  des  Ilülfskcgelschnitts  C sind,  .so  werden 
und  zwei  projektivisebe  Strahlbüschel  beschreiben,  ebenso 
ojS'  und  ßß^,  folglich  beschreiben  auch  ßß^  und  ßß^  zwei  pro- 
jektivi.sche  Strahlbüschel;  der  Ort  ihres  Schnittpunktes  P ist  also 
ein  bestimmter  Kegelschnitt  Cj,  welcher  durch  ß und  ß geht;  dass 
er  auch  durch  y,  den  Schnittpunkt  eines  parallel  mit  xy  durch 
o gezogenen  Strahles  mit  dem  Kegelschnitte  C hindurchgeht,  ist 
einleuchtend,  da  wir  statt  a und  ß auch  ß und  y oder  ß und  y 
hätten  wählen  können;  es  geht  auch  daraus  hervor,  dass,  wenn 
m insbesondere  in  den  Schnittpunkt  der  Mittelpunktslinie  mit 
xy  rückt,  der  Ihinkl  P nach  y gelangt.  Es  ist  nun  auch  leicht, 
den  vierten  Schnittpunkt  der  Kegelschnitte  C und  Cj  zu  finden; 
gelangt  nämlich  m insbesondere  nach  dem  unendlich -entfernten 
Punkte  der  Mittelpiinklslinie  so  wird  der  Punkt  P die  Lage 
eines  Punktes  8 annchmen,  welches  der  Schnittpunkt  einer  durch 
o zur  Miltelpunktslinie  3)^  gezogenen  Parallelen  mit  dem  Hülfs- 
kegelschnitte  C ist.  Die  Kegelschnitte  C und  C,  begegnen  .sich 
also  in  den  leicht  anggebbaren  vier  Punkten  a ßy  8.  Wir  haben 
demnach  zunächst  folgenden  Salz  gefunden: 

Verschiebt  man  die  Strahlsysteme  der  konjugirten 
Durchmesser  für  sämmtliehe  Kegelschnitte  einer 
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Schaar  von  vier  gcmeiiiscliaftlich e n Tangenten  mil 
Ucihehaltung  ihrer  nichtung  (ohne  nrclning)  nach 
einem  I*unkte  o eines  beliebigen  Kegelschnitts  C,  so 
bestimmt  jedes  Strahlsystem  einen  Punkt  P in  der 
Ebene,  durch  welchen  die  Durchbohru ngsschnen  je- 
des Paares  ko  njugirter  Strahlen  laufen;  der  Ort  sämint- 
1 ich  er  Punkte  P für  alle  Kegelschnitte  der  Schaar  ist 
ein  bestimmter  Kegelschnitt  C, , der  insbesondere  mit 
C diejenigen  vier  Punkte  gemein  hat,  in  welchen  die 
durch  0 mit  den  drei  Diagonalen  des  Viersei ts  und 
der  Mittelpunktslinie  30^  gezogenen  Parallelen  dem 
Kegelschnitt  C begegnen. 

Ist  der  Kegelschnitt  C,  einmal  ermittelt,  so  haben  wir  eine 
leicht  übersehbare  Abhängigkeit  einerseits  zwischen  den  Kegel- 
schnitten der  Schaar  oder  ihren  Mittelininklen  m auf  und 
ihren  zugehörigen  Durchmessersystemen  und  anderseits  den  sämmt- 
lichen  Punkten  P des  Kegelschnitts  6’, ; jeder  Punkt  dieses  Kegel- 
schnitts als  Mittelpunkt  eines  Slrahlbüschels  aufgefasst  liefert 
nämlich  Strahlen,  welche  den  Ilülfskegelschnitt  C in  Punktenpaa- 
ren treffen,  und  diese  mit  n verbunden  geben  je  ein  Strablsystem, 
welches  dem  Durchmessersystem  eines  bestimmten  Kegelschnitts 
der  Schaar  parallel  lauft;  oder  auch:  Die  Mittelpunktslinic  9K, 
welche  die  Mitten  ;;i,  der  drei  Diagonalen  des  Vierseits  ent- 
hrdt  und  deren  unendlich-entfernten  Punkt  wir  mit  bezeichnen 

'SC 

wollen,  wird  durch  die  vier  Punkte  in  vier  Stücke 

ziTschnitten  und  anderseits  zerfällt  der  Kegelschnitt  C,  durch  die 
vier  in  ihm  enthaltenen  Punkte  a ß y ö in  vier  Stücke  (falls  er 
eine  Hyperbel  ist,  muss  dieselbe  als  zusammenbängende  Kurve  in 
dem  früher  (§  2G)  angegebenen  Sinne  aufgefasst  werden);  alsdann 
enthalten  die  Strecken  zwischen  die 

Mittelpunkte  derjenigen  Kegelschnitte  der  Schaar,  deren  Durch- 
messersystem nach  0 verlegt  Punkte  P liefern,  welche  beziehungs- 
weise die  Stücke  aßy  ßy,  yö,  öa  des  Kegelschnitts  erfüllen 
(Fig.  65).  Für  die  besonderen  Punkte  a ß y 6 selbst  wird  das 
Strahlsystem  parabolisch,  die  vier  Kegelschnitte,  welche  diesen 
Punkten  entsprechen,  müssen  also  Parabeln  sein;  dies  ist  in  der 
That  der  Fall,  obwohl  nur  der  einzige  dem  Punkt  6 entsprechende 
Kegelschnitt  eine  eigentliche  Parabel  ist;  die  den  drei  Punkten 
aßy  entsprechenden  Kegelschnitte  <ler  Schaar  sind  aber  die  drei 
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Punktenpaare  (drei  Paar  Gegenecken  des  vollsländigen  Vierseils) 
und  ein  solches  Pnnktenpaar  oder  die  doppelt  gedachte  Verl)in- 
dungslinie  desselben  kann  nicht  hios,  wie  wir  gesehen  haben,  als 
KIlipsc  oder  Hyperbel  (mit  einer  verschwindend  kleinen  Axe), 


(Fiff.  G5.) 


sondern  ebensowohl  als  eine  specielle  Parabel  anfgefasst  wenlen, 
deiin  sie  hat  zwei  /nsaininenrallende  unendlich -entfernte  Punkte, 
was  das  charakteristische  Merkmal  der  Parabel  ist;  auch  trat 
schon  hei  der  Petrachtnng  der  Paral»elschaar  (§  43)  eine  solche 
Doppellinic  als  specielle  Parabel  auf.  Je  nachdem  nun  der  Punkt 
V innerhalb  oder  ausserhalb  des  Hiilfskegclschnitts  € liegt,  ist  das 
Strahlsystem  in  o oder  das  mit  ihm  parallele  Dnrehmessersystem 
des  Kegelschnitts  der  Schaar  elliptisch  oder  hypeiiudisch , dieser 
Kegelschnitt  seihst  also  auch  Ellipse  oder  Hyperbel.  Wir  erken- 
nen hieraus  das  bereits  fridier  (§  43)  gefundene  Itesultat,  dass 
die  Kegelscimittschaar  im  Allgemeinen  ans  zwei  Gruppen  Ellipsen 
und  zwei  Gruppen  Hyperbeln  besteht,  welche  mit  einander  ah- 
wcchseln,  so  dass  auf  eine  Gruppe  Ellipsen  eine  Gruppe  Hyper- 
beln u.  s.  w.  folgt,  und  dass  diese  vier  Gruppen  durch  die  vier 
erwidniten  Parabeln  von  einander  getrennt  werden,  denn  sobald 
der  Kegelschnitt  C,  durch  einen  der  vier  Schnittpunkte  aßyö 
geht,  tritt  er  entweder  aus  der  Hegion  innerhalb  des  Kegelschnitts 
C in  die  ausserhalb  «lesseihen  oder  umgekehrt  'mit  Ausnahme  des 
besfuideren  Falles,  «lass  zw«*i  v«)ti  den  vier  Punkten  zusammenfallen). 
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Dfiiken  wir  uns  irgend  ein  Paar  konjiigirler  Durchniesscr 
eines  heliehigcn  Kegelschniltes  der  Schaar  parallel  nach  o ver- 
schoben, so  wird  die  Durchhohrnngssehne  in  dem  Kcgel.schiiitt  C 
den  Kegelschnitt  C\  im  Allgemeinen  und  höchstens  in  zwei  Punk- 
ten P nnd  P'  treffen,  welche  zwei  bestimmten  Kegelschnitten  der 
Schaar  eiiLsprechen;  jedes  Paar  konjugirter  Durchmesser 
eines  Kegelschnittes  der  Schaar  ist  also,  im  Allge- 
meinen, mit  einem  Paar  konjugirter  Durchmesser 
eines  der  lihrigen  parallel;  daher  haben  die  Kegel- 
schnitte insbesondere  auch  paarweise  parallele  Axen; 
solche  Paare  von  Kegelschnitten  mit  parallelen  Axen  erhalten  wir 
in  der  Weise,  dass  wir  nach  o ein  Kreissystem  verlegen,  dessen* 
Durchhohrnngssehnen  in  C durch  einen  festen  Punkt  ^ laufen; 
je<ler  durch  ft  gezogene  Strahl  trifft  Cj  in  zwei  solchen  Punkten 
P und  deren  entsprechende  Kegelschnitte  der  Schaar  paral- 
lele Axen  haben,  denn  jede  durch  fi  gezogene  Sehne  bestimmt 
in  C zwei  Punkte,  die  mit  o verbunden  die  Richtungen  der 
Axen  liefern.  Es  kann  aber  insbesondere  Vorkommen,  dass  die 
Schnitt|)unkle  P nnd  P^  znsammenfallen  oder  ihre  Verbindungs- 
linie eine  Tangente  des  Kegelschnitts  C’j  ist,  und  zwar  giebt  es 
durch  jeden  Punkt  P eine  bestimmte  Tangente  an  C^\  eine  solche 
liefert  als  Sehne  in  C zwei  Schnittpunkte,  die  mit  o verbunden 
ein  besonderes  Paar  konjugirter  Durchmesser  des  dem  P entspre- 
chenden Kegelschnitts  bestimmen;  mit  diesem  Paare  wird  kein 
Paar  konjugirter  Durchmesser  irgend  eines  andern  Kegelschnittes 
der  Schaar  parallel  sein;  also  jeder  Kegelschnitt  der  Schaar 
hat  ein  besonderes  Paar  konjugirter  Durchmesser, 
welches  mit  keinem  Paar  konjugirter  Durchmesser 
irgend  eines  der  übrigen  parallel  ist,  und  es  giebt,  im 
Allgemeinen,  zwei  Kegelschnitte,  bei  denen  dies  be- 
sondere Paar  die  Axen  sind;  die  beiden  aus  dem  Punkte  p 
an  den  Kegelschnitt  Cj  gelegten  Tangenten  haben  namlicli  zu 
Rerührungspunkten  die  besonderen  Punkte  P,  deren  entsprechende 
Kegelschnitte  der  Schaar  das  besondere  Paar  konjugirter  Durch- 
messer zu  Axen  haben. 

Um  zu  ermitteln,  ob  und  wie  viel  gleichseitige  Hyper- 
bel n in  der  Kegelschnittschaar  enthalten  sind,  denken  wir  uns 
in  den  Sclmitlpunkten  der  durch  gezogenen  Sehnen  mit  dem 
Kegelschnitt  C Tangentenpaare  an  dem  letzteren,  die  sich  in 
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Punklen  schiieidcji , wcIcIk*  auf  (lt?r  l’olare  von  fi  in  Bezug  anf 
C liegen;  diese  Polare  üi  wird  nun  den  Kegelsclinitt  6’,  iin  Allge- 
meinen in  zwei  Pnnklen  P und  P^  (relTen;  jeder  derselben  hat 
die  tägenscliaft,  dass  sein  Tangentenpaar’  an  C in  zwei  Pnnklen 
berührt,  die  mit  o verbnmlen  zwei  reditwiidilige  Strahlen  lie- 
fern; diese  sind  aber  die  Asymploten  des  Strablsystems,  welches 
dem  P zugehört;  es  ist  ein  hyperbolisch  - gleichseitiges,  weil 
seine  beiden  Asymptoten  rechtwinklig  zn  einander  sind;  jene  bei- 
den Schnittpunkte  der  Geraden  2 mit  dem  Kegelschnitt  L\  be- 
slimmen  also  zwei  solche  Punkte  P,  dass  die  ihnen  entsprechen- 
den Kegelschnille  der  Schaar  gleichseitige  Hyperbeln  werden;  es 
giebt  mithin  in  der  Kegelschnittschaar  zwei  oder  keine  oder  eine 
gleichseitige  Hyperbel,  je  nachdem  £ und  C,  sich  schneiden  oder 
nicht  Ireflen  oder  berühren.  (Vergl.  § 44.) 

Insbesondere  kann  die  Kegelschniltschaar  nur  einen  Kreis 
enthalten,  wenn  der  Kegelschnitt  durch  den  Punkt  jw.  geht,  für 
welchen  das  Strahlsystem  in  o ein  Kreissyslem  wird.  Sollen  zwei 
Kreise  in  der  Kegelschnittschaar  Vorkommen,  so  muss  der  Ke- 
gelschnitt in  ^ einen  I)o()pelpunkt  hahen,  d.  h.  in  ein  Linien- 
paar zerfallen ; suchen  wir  daher  überhaupt  die  Jtedingungen  auf, 
damit  der  Kegelschnitt  C,  zerfalle;  dies  wird  datin  eintreten,  wenn 
die  beiden  den  Kegelschnitt  G,  erzeugenden  projektivisclnm  Strald- 
büschel  (a)  und  (ß)  perspektivisch  liegen,  al.so  in  die  Vh*rbin- 
dnngslinie  »ler  Mittelpunkte  entsprechende  Strahlen  liimMiifallen ; 
dies  ist  aber  wieder  nur  möglich,  wenn  die  Richtungen  von 
und  m.^t/  Zusammenfällen  oder  die  Miltelpnnkt.slinie  mit 
der  Diagonale  koincidirt;  dann  fällt  aber  m.,  in  .r  und  w,  in 
y hinein,  und  da  m.^  die  Mitte  zweier  Gegenecken  »les  vollslämli- 
gen  Vierseits  ist,  welche  mit  x und  r harmonisch  liegen,  so 
muss,  da  x in  die  Milte  zwischen  zwei  zngeordnelen  1‘unklen 
fällt,  der  vierte  harmonische  Punkt  r in  die  Unendlichkeit  gehen; 
ebenso  auf  der  Diagonale  yz;  also  das  ursprünglich  gegebene 
Vierseit  muss  die  Eigenschaft  hahen,  dass  zwei  Diagonalen  des- 
selben parallel  laufen,  wobei  die  .Mittelpunktslinie  mit  der 
dritten  Diagonale  zusainmenfällt.  Der  Kegelschnitt  (\  re<lucirt 
sich  dann,  weil  aß  znsammenfallen  und  auch  yd  znsammen- 
fallen,  also  zwei  Doppelpunkte  in  ihm  Vorkommen,  anf  di(^  dop- 
pelt zn  zählende  Verbindungslinie  derselben  und  enthält  nicht 
nur  einen,  sondern  unendlich  viele  Doppelpunkte.  Ein  Doppel- 

ScIti  iJler,  Thouiio  <1.  Kcf^rlscliti.  ) 


Dritter  Abschnitt. 


punkt  des  Kegelsduiills  C\  liefert  nun  in  o zwei  gleiche  auf  ein- 
ander fallende  Slrahlsysteine,  entspricht  also  in  der  Kegelschnill- 
scliaar  zwei  Kegelschnitten,  deren  Durchniessersysteine  gleich  und 
gleichgerichtet  sind;  zwei  solche  Kegelschnitte  heissen  fdinlicli 
und  ähnlich-liegend;  wir  schliessen  also: 

Unter  den  gesaininten  Kegelschnitten  der  Schaar, 
gieht  es  ini  Allgemeinen  keine  zwei,  welche  äiinlich 
und  ähnlich-liegend  sind;  wenn  es  aber  insbesondere 
ein  s o 1 c h e s P a a r g i e b t , s o s i n d a 1 1 e ü b r i g e n a u c h p a a r - 
weise  ähnlich  und  ähnlich -liegen d ; dieser  besondere 
Kall  tritt  ein,  wenn  zwei  Diagonalen  des  VierseiLs 
jiarallel  sind,  wo  dann  die  Mittelpunktslinie  3)2  mit 
der  dritten  Diagonale  zusammeufällt.  Der  Kegelschnitt 
degenerirt  dabei  in  eine  doppelte  gerade  Linie ; geht  diese 
insbe^jondere  noch  durch  den  Punkt  p,  so  giebt  es  zwei  Kreise 
in  der  Kegelschnitlschaar,  welche  ebenfalls  als  ein  Paar  ähnliche 
und  ähnlich-liegende  Kegelschnitte  aufzufassen  sind.  (Wir  über- 
lasseji  dem  Leser  die  Untersuchung  eines  andern  Falles,  in 
welchem  gleicherweise  die  Dichtungen  m.x  und  m^y  auf  ein- 
and(T  fallen,  wenn  nämlich  y mit  .r  coincidirl;  alsdann  entsteht 
(‘in  besonderes  Vierseit,  von  welchem  zwei  Seiten  ziisammenfalleii 
und  auch  zwei  Diagonalen  auf  dieselben;  die  Kegelschnitte  dieser 
specielien  Schaar  berühren  säinmtlich  eine  Uerade  (das  zusam- 
menfallende  .Seitenpaar)  in  einem  und  demselben  festen  Punkte 
und  ausserdem  zwei  andere  Gerade;  die  Mittelpunktslinie  3)2  ent- 
.hält  nur  eine  elliptische  und  zwei  hyperbolische  Regionen;  der 
Kegelschnitt  degenerirt  in  ein  Linienpaar,  dessen  Doj)pelpunkt 
auf  dem  Kegelschnitt  C liegt;  es  giebt  also  keine  zwei  ähnliclK? 
uiu(.  ähnlich-liegende  K(igelschnitle  u.  s.  w.;  auch  weitere  Specia- 
lisirungeu  ergeben  sich  ohne  Schwierigkeit  aus  der  obigen  allge- 
tneinen  Detrachtung.) 

Fine  besondere  Einfachheit  gewinnt  die  Untersuchung,  wenn 
wir  für  den  beliebig  zu  wählenden  Ilülfskegelschnitt  C einen  Kreis 
unnehnnm;  für  den  Kreis  wird  nämlich  zunächst  der  Punkt  y 
der  Mittelpunkt  und  alle  solche  Punkt  P,  die  gleichweit  vom 
Mittelpunkte  ahsteheii,  also  auf  einem  concentrischen  Kreise  lie- 
gen, geben  in  o gleiche  Strahlsysteme,  was  aus  der  in  § 42  ge- 
machten Denu'rkuug  hi‘rvorgeht,  indem  einersedts  das  Tangenten- 
paar aus  P an  den  Kreis  zwei  Ihu'ührungsjuinkte.  liefert,  welche 
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mit  o vcThuiuleu  die  .Asymptoten  des  Strahlsysiems  geben,  oder 
anderseits  <lie  dnrrh  P gezogene  kleinste  Seltne  des  Kreises  tlen- 
sclben  in  zwei  Punkten  trilTt,  welche  mit  o verbunden  das  den 
gleirben  konjugirten  Durcbmessern  entsprecliende  Strahlenpaar 
liefern  {gh^  und  deren  llalbirungsslralden  die  Axen  sind. 

Mit  Hülfe  dieser  Peinerkung  erkennen  wir,  dass  irgend  ein  mit 
dem  Kreise  C concentrischer  Kreis  im  Allgemeinen  den  Kegel- 
schnitt in  vier  solchen  Punkten  P trelTen  wird,  deren  ent- 
sprechende Kegelschnitte  filmlich  (aber  nicht  ähnlich-liegend)  sind, 
weil  die  diesen  vier  Kegel.schnitten  der  Schaar  zugehörigen  Dtirch- 
mes.sersysteine  gleich  sind,  und  zwar  wird,  wenn  wir  den  Hadins 
eines  .solchen  mit  dem  ursprünglichen  concenirisch  angenommenen 
Kreises  verändern,  ein  Kreis,  dessen  Uadiiis  grösser  ist  als  der 
von  C,  im  Allgemeinen  in  vier  Punkten  den  Kegelschnitt  6’,  I ref- 
fen, welche  vier  ähnliche  Hyperbeln  der  Kegtdschnitl.schaar  lie- 
fern, während  ein  Kreis,  dessen  Hadins  kleiner  ist  als  der  von  (\ 
immer  in  vier  solchen  Punkten  trifU,  welche  vier  ähnliche  Ellipsen 
der  Kegel.schnittschaar  liefern;  auch  ist  ersichtlich,  dass  von  die- 
.sen  vier  ähnlichen  Kegelschnitten  immer  zwei  einer  der  vier  oben 
hervorgehohenen  Gruppen  und  die  heidett  andern  der  zweiten 
gleichartigen  Grujipe  angehören;  doch  treten  hei  der  stetigen  Ver- 
änderung des  mit  C concentrischen  Kreises  gewisse  Gi'enzen  auf, 
welche  zu  alleinstehenden  Kegelschnitten  führen  oder  hei  denen 
ein  solches  l*aar  in  einen  einzigen  Kegel.sdmitt  znsammenfällt. 
Im  Allgemeinen  wird  es  hei  jeder  der  vier  Gruppen  in  der  Kegel- 
schnittschaar ein  Mal  Vorkommen,  dass  die  beiden  älinliclnm  Ke- 
gelschnitte zusammenfallen,  indem  durch  das  Wachsen  oder  Ah- 
nehmeii  des  Hadins  eines  mit  C concentrischen  Kreises  die  zwei 
Schnittpunkte  desselben  mit  einem  der  vier  Knrvenstücke  aß,  ßy, 
yd,  da  'des  Kegelschnitts  C\  einander  genähert  werden  können, 
bis  sie  zuletzt  zusammenfallen;  ein  solcher  Kreis  wird  den  Kegel- 
schnitt t\  berühren,  sein  nach  dem  Herührungspunkte  gezogener 
Hadins  wird  also  eine  Normale  des  Kegelschnitts  t\  sein  und 
jene  alleinstehenden  Kegelschnitte  werden  daher  bestimmt  durch 
die  Fus.spunkte  der  Normalen,  welche  sich  aus  dem  MiUeipmdvle 
p des  Hülfskreises  C an  den  Kegelschnitt  ('^  ziehen  las.sen.’*')  Diese 

*)  Anmerkung.  Dus  Hchoii  von  Apullonius  gelöste  Problem: 
„Dureb  einen  gegebenen  Punkt  an  einen  gegebenen  Kegel- 
schnitt Normalen  zu  legen“,  ist  von  demselben  zurückgeführt  auf 
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Fiisspunkte  können  wir  auf  folgende  Weise  ermitteln:  Möge  ein 
solcher  um  den  Mittelpunkt  (x  heschriehener  Kreis  den  Kegel- 
schnitt in  zwei  Punkten  a’/5'  treffen,  so  wird  die  Mitte  der 
Sehne  einmal  in  dem  von  fi  auf  dieselbe  geffdlten  Pcrpen- 

•lie  Itestimmuug  der  Durchschnittspunkte  des  Kegelschnitts  mit  einer 
gewissen  gleichseitigen  Hyperbel,  zu  welcher  wir  in  folgender  Weise 
gelungen  können:  Sei  o der  gegebene  Punkt  und /«  der  Mittelpunkt  des 
gegebenen  Kegelschnitts  A,  ferner  p ein  veränderlicher  Periphericpnnkl 
desselben,  dann  mü.sste,  wenn  op  eine  Normale  des  Kegelschnitts  in  p 
wäre,  die  Tangente  in  p a'uf  op  senkrecht  stehen;  diese  Tangente  ist 
aber  parallel  mit  dem  zu  mp  konjugirten  Durchmesser;  ziehen  wir  da- 
her einen  beliebigen  Durchmesser  mp  mul  fällen  aus  o auf  den  konju- 
girten Durchmesser  desselben  ein  Perpendikel,  welches  den  ersteren  in 
.X-  trifft,  so  wird  der  Ort  von  .r  hei  der  Bewegung  von  p ein  solcher 
sein,  dass  er  durch  die  Fusspunkte  der  aus  o auf  den  Kegelschnitt  A' 
herahgelasscnen  Normalen  hindurchgeht;  dieser  Ort  von  x ist  leicht 
zu  ermitteln,  denn  während  p sich  auf  dem  Kegelschnitt  herumbe- 
wegt, beschreibt  der  zu  mp  konjugirte  Durchmesser  mit  ein  .Strahl- 
hüschcl  und  da  mp  und  mn  ein  Strahlsystem,  das  konjugirte  Durch- 
messersystem , bilden,  sind  die  von  mp  und  mn  beschriebenen  Strahl- 
büschel projektivisch  (4j  17);  die  aus  o auf  mn  gezogene  .Senkrechte 
beschreibt  aber  ein  mit  mn  gleiches  Strahlbüschel , also  sind  auch  die 
von  mp  und  ox  beschriebenen  Strahlbüschel  unter  sich  projektivisch, 
mithin  der  Ort  von  x ein  Kegelschnitt,  welcher  durch  m und  o geht; 
dieser  Kegelschnitt  ist  eine  gleichseitige  Hyperbel,  weil  insbesondere 
die  zu  den  Axen  des  Kegelschnitts  K durch  o gezogenen  Parallelen  nach 
den  unendlich -entfernten  1‘unkten  des  gefundenen  Kegelschnitts  hin- 
gehen, also  in  zwei  zu  einander  senkrechten  Kichtungen  liegen.  Die 
gefundene  gleichseitige  Hyperbel  schneidet  nun  den  gegebenen  Kegel- 
schnitt K im  Allgemeinen  in  vier  Punkten,  ivelche  mit  o verbunden 
die  vier  gesuchten  Normalen  des  Kegelschnitts  sind;  die  vier  Schnitt- 
jmnkte  können  aber  paarweise  zusammenfallen  oder  imaginär  wenlen, 
wodurch  denn  auch  die  im  Allgemeinen  stattfindcnden  vier  Lösungen 
der  Aufgabe  paarweise  zusammenfallen  oder  imaginär  wcrdeiu  Lst  der 
gegebene  Kegelschnitt  K eine  Parabel,  deren  Mittelpunkt  im  Unend- 
lichen liegt,  so  tritt  eine  leichte  Modifikation  der  vorigen  Konstruktion 
ein;  jeder  zur  Axe  gezogene  Parallelstrahl  hat  zu  seiner  konjugirten 
Richtung  die  Richtung  der  Tangente  in  seinem  endlichen  Schnittpunkte 
mit  der  Parabel.  Auf  diese  ist  also  aus  dem  gegebenen  Punkte  o im- 
mer ein  Perpendikel  zu  fällen,  welches  jenen  Parallelstrahl  in  x trifl’t; 
der  Ort  von  x bleibt  eine  gleich.seitige  Hyjierbcl,  welche  einen  ihrer 
unendlich-enlfcnitcn  Punkte  mit  der  Parabel  gemeinschaftlich  hat;  die 
andern  drei  Schnittpunkte  sind  die  Fusspunkte  der  drei  aus  o an  die 
Paralud  zu  zicdicndcn  Normalen;  die  vierte  Normale  ist  die  von  o zur 
Parahelaxe  gezogene  Parallele,  also  von  vornherein  hekannt. 
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(likel  liegen  uiitl  anilerseils  in  (hnnjenigeii  Durdnnesser  «les  Ke- 
gelschnitts Cj , ^^elche^  der  lliclilnng  «' /3‘  konjngirt  ist;  der  Ort 
des  Mittelpunkts  dieser  Sehne  ist  daher  leiclit  zu  hestinnneii  : 
Wir  ziehen  durch  den  Mittelpunkt  M des  gegebenen  Kegelschnitts 
C,  einen  veränderliclien  Strahl  / und  den  konjugirten  Durclinies- 
ser  A,  aus  dein  festen  rnnkte  ft  fallen  wir  auf  l ein  Perpendikel, 
dessen  Schnittpunkt  mit  A der  Mittelpunkt  der  Sehne  ist;  hei  der 
Veränderung  von  l lieschreiben  nun  / und  A ein  Strahlsystein, 
also  zwei  projektivische  Strahlhüschel,  das  l^erjiendikel  von  ft  auf 
/ ehenfalls  ein  mit  jenem  projektivisches  Slrahlhnschel,  folglich 
ist  der  Ort  des  Mitteliiunktes  iler  Sehne  ein  Kegelschnitt,  welcher 
durch  M und  ,u  geht,  und  zwar  eine  gleichseitige  Ilyperhel,  weil, 
wenn  l und  A.die  Axen  des  Kegelschnitts  C,  werden,  die  beiden 
unendlich-entfernten  Punkte  des  gefundenen  Kegelschnitts  hervor- 
gehen, die  in  zwei  rechtwinkligen  Hichtungeii  liegen.  lHe.se 
gleichseitige  Ilyperhel  trilTl  nun  den  Kegelschnitt  6’,  in  solchen 
ihinkten,  für  welche  die  gemeinschaftliche  Sehne  «'/3‘  den  Werth 
ISull  hat,  also  der  um  ft  beschriebene  Kreis  den  Kegelschnitt  6’j 
berührt;  es  giebt  daher  iin  Allgemeinen  vier  solche  Kreis«*,  deren 
Berührungspunkte  die  Fusspnnkte  der  ans  ft  an  Cj  gezogenen 
Normalen  sind;  diese  Berührungspunkte  haben  zugleich  die  Eigen- 
thümlichkeit,  da.ss  ihr  Abstand  von  dem  Kreismilleipunkte  ft  un- 
ter den  Abständen  aller  Punkte  P des  luigelschnitts  6",  von  dem 
Punkte  ft  ein  Maximum  «nler  Minimum  ist,  woraus  folgt,  dass  die 
von  diesen  besonderen  l*unklen  P in  o hervorgerufenen  Strahl - 
Systeme  die  Eigenthümlichkeit  besitzen,  dass  sie  entweder  den 
Kreissystemen  am  nächsten  kommen  oder  von  dem  hyperbolisch- 
gleichseitigen  Strahlsystem  am  meisten  abweichen,  da  (§  42)  der 
Winkel  zwischen  den  gleichen  konjugirten  Durchmessern,  oder 

der  Winkel  zwischen  den  Asymptoten  oder  «las  Axenverhältniss 

ITm’  einen  sidchen  Punkt  ein  Maximum  oder  Minimum  wird.  Hieraus 
folgt,  da.ss  es  auch  in  der  Kegelschnitlschaar  vier  besondere  Ke- 
gelschnitte giebt,  deren  Axenverhältniss  ein  Maximum  «)der  Mini- 
mum ist,  und  zwar  in  jeder  (iriippe  Ellipsen  eine  solche,  welclui 
unter  allen  dem  Kreise  am  nächsten  k«)mmt  (oder  selbst  ein  Kreis 
ist),  und  in  jeder  Cirupjie  Hyperbeln  eine  solche,  welche  von  «ler 
ghnchseitigen  am  meisten  abweicht.  Die  Aufgabe,  diese  vier  aus- 
gezeichneten K«ig«*lschnitle  der  Schaar  zu  linden,  ist  nach  dem 
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Vorigen  (iarauf  znrückgefülirt , aus  einem  gegebenen  Punkte  «n 
einen  gegebenen  Kegelscbnilt  Normalen  zu  ziehen,  oder  ilie 
hurcliscbnittspunkle  eines  gegelienen  KegelscimiUs  mit  einer 
gleichseitigen  llyperliel  zu  ermitteln;  das  Hesultal  der  vorigen 
rnlersuclumg  lässt  sich  nun  folgendermassen  zusammenfassen; 

Unter  den  Kegelschnitten  "einer  Schaar  von  vier 
gerne inschaftlichen  Tangenten  sind  im  Allgemeinen 
immer  je  vier  einander  ähnlich  und  jede  vier  ähn- 
liche gehören  paarweise  zwei  gleichartigen  (i nippen 
an  (§  4.'$),  so  dass  man  also  auch  sagen  kann,  die  Ke- 
gelschnitte jeder  (Iriippe,  l’iir  sich  hetrachlet,  seien 
paarweise  ähnlich,  ln  jeder  (« r u p p e g i e h t es  ei ii e n 
einzelnen  Kegelschnitt,  welcher  keinem  andern  der- 
selben (Iruj)pe  ähnlich  ist,  und  zwar  in  jeder  der  bei- 
den (i nippen  Kllipsen  ist  dies  eine  sulche,  welche 
unter  allen  dem  Kreise  am  nächsten  kommt  (oder  ins- 
besondere seihst  ein  Kreis  ist),  in  jeder  der  beiden  Grup- 
pen Hyperbeln  eine  solche  Hyperbel,  welche  niiler 
allen  von  der  gleichseitigen  am  meisten  ab  weicht, 
oder  überhaupt  ein  sol c h er  K egel schni tt,  ITi r welchen 
d a s .\ X e n v e r b ä 1 1 n i ss  e in  Maxi m u m o d e r M i n i m u m w i r d. 
(Steiner,  Vermischte  Sätze  und  Aufgaben,  Gre lle-Borchard t’s 
.lournal  lld.  55,  pag.  B74.) 

Wir  haben  bisher  die  Untersuchung  einer  Kegelscbnillschaar 
auf  den  l'all  von  vier  reellen  gemeinschaftlichen  Tangenten  be- 
schränkt; die  den  netrachliingen  in  §§  40  und  41  analogen 
ITihren  aber  auch  zu  Kegelscbnitlschaaren  mit  zwei  reellen  und 
zwei  imaginären  oder  mit  vier  imaginären  gemeinschaftiicheii 
rangenten.  Für  diese  beiden  Fälle  treten  mitunter  Modifikationen 
der  gefundenen  Figenschaften  der  Kegelschnittschaar  ein,  welche 
sich  ans  der  Uebertragung  der  in  40  und  41  angcstellten  He- 
trachtiingen  ermitteln  lassen;  cs  giebt  aber  für  die  nähere  Unter- 
siicbung  dieser  beiden  Kegelschnittschaaren  noch  ein  einfacheres 
Mittel,  nämlich  die  Polarisation  einer  Kreisschaar  mit  einer  reel- 
len oder  ideellen  gemeinschaftlichen  Sekante  (Potenzlinie);  da- 
durch, dass  man  in  Bezug  auf  irgend  einen  Kegelschnitt  (oder 
Kreis)  als  Basis  diese  beiden  Gebilde  polarisirt,  erhält  man  ein- 
mal eine  Kegelscbnittschaar  mit  zwei  reellen  und  zwei  imaginären 
geineinscbafllicben  Tangenten  und  das  andere  Mal  eine  Kegel- 
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sclinitlsrliuar  iniL  vier  imaginären  gcnicinsrhaniiehen  Tangenten. 
Wir  nnleiiassen  die  Aii.sffilirniig  dieser  llntersndmng,  welche  sich 
zu  geoinetrisclien  Dehungen  sehr  enipliehlt.  (S.  § 49.) 


§ 4G.  Polar -Eigenschaften  des  Kegelschnittbüschels. 

Das  in  § 43  gefundene  Resultal,  dass  die  Milleipunkle  einer 
Kegelsciinillschaar  auf  einer  Geraden  liegen,  so  wie  das  .schon 
in  § 38  hervorgelrelene  Krgehniss,  dass  die  .Mittelpunkte  eines 
Ihischels  gleichseitiger  Hyperbeln  auf  einem  Kreise  liegen,  ffdirt 
darauf  hin,  sowohl  für  das  allgemeine  Kegelschnitthöschel  den 
Ort  der  Mittelpunkte  aufzusuchen,  als  auch  in  erweiterter  Fassung, 
da  rler  Mittelpunkt  der  IVd  der  unendlich  - entfernten  Geraden, 
also  nur  ein  besonderer  Fall  des  l*oles  irgend  einer  Geraden  in 
der  Ebene  ist,  die  vier  Fragen  zu  beantworten:  Was  ist  der  Ort 
des  Poles  einer  festen  Geraden  in  Bezug  auf  .sämmtlicho  Kegel- 
schnitte einer  Schaar  und  eines  Büschels?  Was  ist  der  Ort  der 
INdaren  eines  festen  Punktes  in  Bezug  auf  säinmlliche  Kegel- 
schnitte eines  Büschels  und  einer  Schaar?  wovon  die  beiden^ 
letzteren  die  polaren  Fragen  der  beiden  ersteren  sind,  also  in 
bekannter  Weise  von  jenen  abhängen. 

Indem  wir  zuvörderst  von  einem  Kegelschniltbüschel  mit  vier 
reellen  Mittelpunkten  AB  CU  ausgehen,  wollen  wir  den  Ort  der 
Polaren  eines  festen  Punktes  l*  in  Bezug  auf  sämmtliche  Kegel- 
schnitte des  Büschels  ermitteln.  Sei  .ryr  das  Diagonaldreieck  des 
vollständigen  Vierecks  6' (Fig.  GG),  dann  erhalten  wir  nach  §38 


leicht  einen  Kegelschnitt  des  Büschels,  indem  wir  einen  belie- 
bigen Punkt  a der  Diagonale  yz  mit  A verbinden  und  diese  Gerade 
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als  T.'uigeiilc  dc.s  Kogelsclmills  anselien;  r/ ß isl  dann  die  Tangente 
in  Z?,  und  verhitiden  wir  den  SeiiinlJpiinkl  der  Geraden  aJ  und 
der  Piagoiiale  xz  inil  C,  den  Schnillpunkl  der  Geraden  a D und 
<Ier  fdagoiiale  xz  mit  //,  so  trelTen  siel»  diese  beiden  Geraden, 
welclie  die  Tangenten  in  G und  /)  am  Kegelscbnilte  sind,  auf  der 
Diagonale  yz  in  einem  Ibmkte  a;  a und  « liegen  barmonisrb 
zu  yzw.s.w.  Um  nun  z»i  irgend  einem  Punkte  iMii  der  Ebene 
die  Polare  zu  erhalten  in  Rezug  auf  den  hestirninten  Kegelselinitt 
des  Rüscliels,  dessen  Tangente  in  A,  Aa  ist,  ziehe  ich  aP,  wel- 
ches in  .V  die  Rerfdirungssehne  AB  trifll,  und  hestimme  von  s 
den  vierten  harmonischen  Punkt  a zu  A und  B;  dann  wird,  weil 
u der  Pol  von  AB  ist,  g der  Pol  von  aP  sein;  zweitens  ziehe 
ich  Pa,  welches  in  r die  Sehne  CD  trilR,  und  bestimme  zu  r den 
vierten  harmonischen  Punkt  q auf  CD;  dann  wird  q der  Pol 
von  Pa  sein,  folglich  qo  <lie  Polare  von  Halten  wir  diese 
Koiislrtjktion  fest  und  verändern  jetzt  <len  Kegelschnitt  des  Riiscliels, 
indem  wir  den  Pmdit  a auf  der  Diagonale  yz  fortrücken,  so  be- 
schreiben aa  ein  Punktsystem,  dessen  .Asymjjtotenpunkte  y r sind, 
weil  sie  beständig  zu  y und  c harmonisch  liegen;  ebenso  be- 
st hreihen  SG  ein  Punktsystem,  dessen  Asymptotenpunkte  A und  B 
sind,  und  auch  tnu  solches,  dessen  Asymptotenjuinkte  C und  // 
siml.  Jedes  Punktsystem  ist  aber  in  sich  projektivi.scli , d.  h.  tlie 
konjugirten  Punkte  eines  Punktsystems  bilden  zwei  projektivische 
Ihmktreihen  (§  1(5);  also  heschreihen  a und  a zwei  |)rojekti- 
vische  Punktreihen,  s und  c zwei  solche  und  r und  q chenfalls; 
nun  liegen  die  Punktreihen  s und  a perspektivisch  in  Rezug  auf 
«len  Projektiospunkt  P,  ebenso  r und  er;  folglich  da  g mit  s, 
s mit  a,  a mit  a,  a mit  r,  r mit  q projektivisch  sind,  so  ist 
auch  G mit  q projektivisch;  diese  beiden  von  q und  g heschrie- 
henen  projektivischen  Punktreihen  liegen,  wie  leicht  zu  erkennen 
ist,  persi)ektivisch , weil  in  den  S«‘lmitlpunkt  der  Träger  AB 
und  CD,  d.  h.  in  den  Punkt  x zwei  entsprechende  IVinkle  hinein- 
fallen  (wenn  a nämlich  in  AB  hineinfällt,  also  a in  CD  u.  s.  w.), 
folglich  läuft  die  Verbindungslinie  qg  durch  einen  festen  Punkt. 
Die  Polaren  des  Punktes  P in  Rezug  auf  sämmtliche  Kegelschnitte 
«les  Rüschels  laufen  daher  durch  einen  festen  Punkt  0 uiul  bilden 
ein  Strahlhüschel , welches  projektivisch  ist  mit  der  von  dem 
Punkte  n heschriehenen  Punktreihe,  d.  h.  mit  dem  von  den  Tan- 
genten der  Kegelschnitte  des  Rüschels  in  einem  der  vier  .Mittel- 
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punkle  guhildc-teii  Slraitihüsciiel.  Dim’  IHinkt  Q kann  jelzl 
gerundtM)  werden,  indem  wir  P mit  <len  Diagonaipnnkten  xyz 
verbinden  und  /u  jedem  dieser  Slralden  und  dem  in  dem  Diagonal- 
punkte  siel)  kreuzenden  Linieupaar  den  vierten  Iiarmonisclien 
Strald  konstruiren;  diese  drei  Strahlen  müssen  sicli  in  dem  ge- 
suchten Punkte  Q treffen;  die  Punkte  P und  Q heissen  ,,kon- 
jugirte  Punkte  in  Oezug  auf  das  Kegelschnitlhüseliel“, 
denn  aus  der  Polartlieorie  {J^  30)  geht  hervor,  dass  auch  die 
Polaren  von  Q in  Dezug  auf  sümmtliche  Kegelschnitte  des  Düschels 
durch  P gehen  oder  dass  P und  Q ein  l*aar  konjugirte  l*unkle 
sind  in  Bezug  auf  alle  Kegelschnille  des  Büschels.  Denken  wir 
uns  den  bestimmten  Kegelschnitt  des  Büschels  konslruirl,  welcher 
durch  P gehl,  so  muss  auch  die  Polare  von  /Mn  Bezug  auf  ihn, 
(I.  h.  seine  Tangente  in  P durch  Q gehen  und  ebenso  muss  für 
den  durch  ()  gehenden  Kegelschnitt  des  Büschels  die  Tangenle 
in  Q durch  P gehen;  die  Vcrhindungslinie  PQ  wird  also  von 
zwei  Kegelschnitten  des  Büschels  und  zwar  in  den  Punkten  P und  Q 
berührt  oder:  auf  der  Verbindungslinie  PQ  sind  P und  Q die 
Asyuiplolenpunkle  desjenigen  Punktsystems,  welches  von  dem 
Kegelschnitlbüschel  ausgeschnitten  wird  (§  39).  Das  gefundene 
Besullat  lässt  sich  in  folgenden  Salz  zusammenfassen: 

Die  Polaren  eines  festen  Punktes  P in  Bezug  auf 
sämmlliche  Kegelschnitte  eines  Büschels  von  vier 
festen  Mittelpunkten  ABCD  \^\x{qw  durch  denselben 
festen  Punkt  Q,  so  dass  also  P und  Q ein  Paar  konju- 
girle  Punkte  sind  in  Bezug  auf  alle  Kegelschnitte  des 
Büschels  und  auch  dieI*olaren  von  {)  durch 

P laufen.  Für  irgend  zwei  Punkte  P und  P^  in  der 
Fhene  bilden  die  Polaren  zwei  Slrahlbüschel  (0)  und  (0’), 
welche  allemal  projekli visch  sind,  indem  je  zwei  Po- 
laren in  Bezug  auf  denselben  Kegelschnitt  des  Bü- 
schels entsprecheinle  Strahlen  werden.  Das  Slrahl- 
büschel (0)*st  insbesondere  auch  projektivisch  mit  dem  von  den 
Tangenten  der  Kegel.schnilte  des  Büschels  in  einem  der  vier 
Mittelpunkte  gebildeten  und  also  auch  (§  39),  wenn  wir  auf  die 
FuUlehung  des  Kegelschniltbüschels  aus  dem  Strahlbüschel  zurück- 
gehen, mit  demjenigen  Slrahlbüschel  (/^)  (§38),  aus  welchem 
das  Kcgelscimitlhüschel  hervorgeht. 

Hieraus  folgt  weiter,  wenn  wir  zwei  Punkte  P iiml  P’  fest- 
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hallen  iiml  i)ie  Polaren  in  liezu;'  auf  einen  Kegelschnitt  des  Bü- 
schels konstruiren,  «leren  SchniKpunkl  der  Pol  der  Vrrhindungs- 
linie  PP^  sein  muss,  dass  der  Ort  des  Poles  einer  festen  Ge- 
raden {PP^)  in  Bezug  auf  alle  Kegelschnitte  des  Büschels  der  Orl 
des  Schnittpunktes  entsprechender  Strahlen  der  beiden  projek- 
livischen  Strahlhüschel  (())  und  (0'),  also  ini  Allgemeinen  ein 
Kegelschnitt  sein  wird.  Dieser  Kegelschnitt  ist  zugleich  der  Orl 
derjenigen  Punkte,  welche  in  Bezug  auf  das  Kcgelschnittbüschel 
den  sämmtlichen  Punkten  der  festen  Geraden  konjugirl 

sind;  denn  der  konjngirle  Punkt  zu  dem  SchniUpunktc  zweier 
enlsprechender  Strahlen  der  Strahlhüschel  (0)  u*>d  (()’)  muss 
auf  der  festen  Geraden  [PP^]  liegen.  Hieraus  folgen  sofort  sechs 
Punkte  unseres  Kegelschnitts,  nämlich  diejenigen,  welche  den 
Schnitlpunklen  der  festen  Geraden  mit  den  sechs  Seilen  des  voll- 
ständigen Vierecks  harmonisch  zugeordnet  sind  in  Bezug  auf  jinles 
Paar  Kcken.  Anderseits  ist  ersichtlich,  dass  die  drei  Üiagonal- 
punkle  xyz  ebenfalls  Punkte  des  gefundenen  Kegelschnitts  sein 
innssen,  weil  sie  die  I*ole  der  festen  Geraden  in  Bezug  a»if  die 
drei  Linienpaare  des  Kegelschnitlbüsclnds  sind,  und  endlich  können 
wir  noch  zwei  Punkte  dieses  KegelschniUs  angeben  (welche  aber 
imaginär  werden  können),  nämlich  die  Asymplotcnpunkte  des- 
jenigen 1‘unktsystems,  welches  das  Kegelschnitlbüschel  auf  der 
festen  Geraden  ausschneidet,  denn  diese  Punkte  sind,  wie  wir 
vorhin  gesehen  haben,  selbst  ein  Paar  konjugirle  Punkte  in  Bezug 
auf  das  Kegelschniltbüschel ; wir  haben  daher  folgendes  Ergebniss: 
Die  Pole  einer  festen  Geraden  ® in  Bezug  auf  säniuit- 
liche  Kegelschnitte  eines  Büschels  von  vier  festen 
Mittelpunkten  liegen  im  Allgemeinen  auf  einem 
Kegelschnilt  Ä,  welcher  dem  Dia  gonal  drei  eck  des 
von  den  vier  Mittelpunkten  gebildeten  vollständigen 
Vierecks  umschrieben  ist  und  ausserdem  diejenigen 
sechs  Punkte  enthält,  welche  den  Schnitt punk ten  der 
Geratlen  @ mit  den  sechs  Seiten  des  vollständigen 
Vierecks  harmonisch  zugeordnet  sind  in  Bezug  auf 
jedes  Eckenpaar;  durch  diese  nenn  Punkte  ist  der  Kegel- 
schnitt ^ schon  mehr,  als  bestiinml,  woraus  also  ein  elemcnlarcr 
Salz  folgt.  Der  Kegelschnitt^  ist  zugleich  der  Or t säin mt - 
lieber  Punkte  Q,  welche  den  l*unklen  P der  (Geraden  @ 
in  Bezug  auf  das  Kegelschnitlbüschel  konjugirl  sind. 
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Die  Geiaile  @ wird  von  den  Kegelschnitten  des  Biis<'iicls  in 
Paaren  konjugirter  Punkte  eines  Piniktsysteins  gesehnitten  (§  3D); 
dieses  Punktsystem  auf  der  Geraden  @ hat  zu  dein  Polarkegel- 
schnitt ^ eine  eigenthriinliche  Beziehung.  Treffe  nämlich  irgend 
ein  Kegelschnitt  des  Büschels  die  Gerade  ® in  dem  Ihmktenpaare 
P und  }>,  so  wird  die  Tangente  des  Kegelschnitts  in  P durch 
den  konjugirten  Punkt  Q in  Bezug  auf  das  K(‘gelschniUhüschel 
gehen  müssen  und  ebenso  die  Tangente  in  p durch  den  konju- 
girten Punkt  q und  ausserdem  schneiden  sich  die  beiden  Tan- 
genten in  einem  Punkte  s,  dem  Pol  von  ® in  Bezug  auf  den 
angenommenen  Kegelschnitt  des  Büschels;  es  leuchtet  ein,  dass 
der  Kegelschnitt  ^ durch  die  drei  Punkte  Qq  und  s gehen  muss, 
weil  er  einmal  die  konjugirten  Ihinkte  aller  Punkte  von  ® in 
Bezug  auf  das  Kegelschnitthüschel  und  anderseits  die  Pole  der 
Geraden  ® in  Bezug  auf  alle  Kegelschnitte  des  Büschels  enthält. 
Da  nun  P und  Q ein  i\iar  konjugirte  i^nnkte  in  Bezug  auf  alle 
Kegelschnitte  des  Büschels  sind  und  ebenfalls  p und  q,  so  müssen 
nach  einem  in  § 31  bewiesenen  Satze  auch  die  Schnittpunkte 
[Pp,  Qf/)  und  [Pq,  Qp)  ein  Paar  konjugirte  Punkte  für  alle 
Kegelschnitte  des  Büschels  sein;  der  erste  Punkt  {Pp,  Qq)  liegt 
aber  auf  der  Geraden  @,  folglich  muss  der  andere,  sein  konju- 
girter in  Bezug  auf  das  Kegeksclmitthüschel , auf  dem  Kegelschnitte 
liegen;  mithin  schneiden  sich  Pq  und  Qp  in  einem  Punkte  r 
des  Kegelschnitts  Wir  haben  jetzt  vier  l’unkte  Qqsr  auf  dem 
Kegelschnitt  51;  die  Schnittpunkte  zweier  Seitenpaare  dieses  Vier- 
ecks sind  die  Punkte  P und  p,  folglich  sind  P und  p ein  Paar 
konjugirte  Punkte  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitte  51  und  dasselbe 
gilt  für  jedes  Schnittpunktenpaar  eines  Kegelschnitts  des  Büschels 
mit  der  Geraden  ®;  wir  haben  also  folgenden  Satz: 

Die  Kegelschnitte  eines  Büschels  treffen  eine  Ge- 
rade ® in  Punktenpaaren,  welche  allemal  konjugirte 
Punkte  sind  in  Bezug  auf  denjenigen  Kegelschnitt 
welcher  die  Pole  von  ® in  Bezug  auf  alle  Kegelschnitte 
des  Büschels  enthält;  diese  Sch nittpiinktenpaare  bil- 
den also  auf  @ dasjenige  Punktsystem,  welches  dem 
Kegelschnitt^  zugehört  (§  29);  ist  cs  hyperbolisch,  so 
g e h t not h w endig  ^ durch  die  beiden  As y m p t o t e n punkte 
desselben.  (Hierdurch  ist  zugleich  ein  neuer  Beweis  für  die 
charakteristische  Eigenschaft  des  Kcgelschnittbiischels  gegeben.) 
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Üurcli  ilas  KegdschniUbüschcl  wird  ein  eigeiilhüiiiliches  paar- 
weises Knisprechen  von  Punkten  in  der  Kbene  veriniltelL:  Jedem 
Punkt  P in  der  Kbene  des  Kegelsclmillbnscbcis  enbpriclil  ein  bc- 
sliminler  konjugirter  Punkt  Q,  welcher  wiederum  die  Kigeiiscbaft 
bat,  dass  sein  konjugirter  Punkt  P ist;  bewegt  sieb  /^  auf  einer 
(ieraden  so  diircbläufl  der  konjugirte  Punkt  Q einen  Kegel- 
scimitt  welcher  durch  das  gemeinschaftliche  Tri[iel  xyz  des 
Kegelscbnittbüscbels  inndurchgebt ; dreht  sich  @ um  einen  festen 
Punkt  P,  so  besclireibt  der  Kegelschnitt  ^ ein  Kegelschuittbüschel 
von  vier  festen  Punkten  xyz  und  0,  dem  konjugirten  zu  dem 
festen  Punkte  P der  Geraden  ®.  Allen  Geraden  ® in  der  Ebene 
entsprechen  sämintliche  Kegelschnitte  einer  Schaar  - Schaar  (von 
doppelter  Uiiendiichkeil),  welche  durch  die  drei  Punkte  xyz  gehen. 
Ks  kommt  im  Allgemeinen  in  der  Kbene  nur  vier  Mal  vor,  dass 
zwei  konjugirte  1‘unkte  P und  Q zusammenfallen,  und  dies  ge- 
schieht in  den  vier  .Mittelpunkten  des  Kegelschnitlhnschels.  Nimmt 
insbesondere  P die  Lage  eines  der  drei  Diagonalpunkte  z.  B.  x 
ein,  so  wird  sein  konjugirter  Punkt  Q unbestimmt,  indem  es  jeder 
Punkt  der  Verbindungslinie  der  beiden  fibrigen  Diagonalpunkle 
yz  sein  kann.  Jeder  Geraden  ® in  der  Kbene  entspricht  im 
Allgemeinen  ein  bestimmter  Kegelschnitt  dieser  zerfallt  in  ein 
Linienpaar,  sobald  ® durch  einen  der  drei  Diagonalpunkle  z.  B.  x 
geht,  und  von  diesem  Linienpaar  ist  allemal  der  eine  Theil  die 
Verbindungslinie  der  beiden  übrigen  Diagonalpunkle  yz,  der  andere 
Theil  der  vierte  harmonische,  der  ® ziigeordnete  Strahl  durch  x, 
indem  das  durch  x gehende  Seitenpaar  das  andere  Paar  liar- 
iiionisch -zngeordneter  Strahlen  ist. 

Die  im  Obigen  entwickelten  allgemeinen  Polar -Kigenschaflen 
des  Kegelsclinittbnscbcls  sind  nur  bewiesen  für  den  Kall  eines 
Düschels  mit  vier  reellen  Mittelpunkten;  dass  sie  auch  be.slehen 
bleiben,  wenn  zwei  oder  alle  vier  Mittelpunkte  imaginär  werden, 
können  wir  nachweisen,  indem  wir  zu  der  in  §41  angegebenen 
Knlstehungsart  des  Kegelschnitlbüschels  zurückgehen ; w ir  sahen 
dort,  dar.s,  wenn  zwei  Punktsysteme  {h,  ß)  und  (c,  y)  auf  den 
Trägern  33  und  (5  willkührlich  gegehen  sind,  iinendlh  h viele  Kegel- 
schnitte sich  auf  reelle  Weise  konstrniren  lassen,  für  welche  die 
gegebenen  beiden  Punktsysteme  die  den  Geraden  33  und  (£  iu 
Bezug  auf  jeden  solchen  Kegelschnitt  zugehörigen  sind,  und  dass 
diese  sämmtlichen  Kegelschnitte  ein  Büschel  konstituiren,  welches 
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(liirdi  dieselben  vier  reellen  Punkte  geht,  wenn  die  beiden 
gegebenen  Ihinklsysleme  hyperbolisch  sind,  nämlich  durch  die 
Asyinptotenpunkle  derselben,  dagegen  durch  zwei  reelle  und  zwei 
imaginäre  gemeinschaftliche  Punkte,  wenn  nur  eines  der  beiden 
gegebenen  Punktsysteme  hyperbolisch,  das  andere  elliptisch,  oder 
endlich  durch  vier  imaginäre  gemeinschaftliche  Punkte,  v\enn  die 
beiden  gegebenen  Punktsysteme  elliptisch  sind;  dieselbe  in  §41 
auscinandergesetzte  Konstruktion  liefert  alle  drei  Arten  von  Kegel- 
schnittbüscheln und  lässt  auch  ebenso  unmittelbar  die  vorluH  be- 
wiesenen Polareigenschaften  derselben  erkennen.  Durch  einen 
beliebigen  Punkt  P in  der  Ebene  giebl  es  nämlich  im  Allgemeinen 
ein  und  nur  ein  einziges  Strahlenpaar,  welches  gleichzeitig  sowohl 
durch  ein  Paar  konjugirlc  I^unkte  (b,  ß)  des  ersten  Punktsystems, 
als  auch  durch  ein  l’aar  konjugirte  Punkte  [c,  y)  des  andern 
Punktsystems  hindurchgeht;  denn  denken  wir  uns  in  P zwei  auf 
einander  liegende  Strahlsystcme,  welche  beziehlich  mit  den  beiden 
gegebenen  Punktsystemen  perspektivisch  liegen,  so  haben  diese 
bei<lon  concentrischen  Strahlsysteme  ein  gemeinsames  Paar  kon- 
jugirter  Strahlen  (§  16)  und  zwar  ist  dies  Paar  immer  reell  vor- 
handen, sobald  beide  oder  nur  eines  der  beiden  Strahlsysteme 
elliptisch  sind;  nur  in  dem  Falle,  dass  beide  hyperbolisch  sind, 
braucht  das  gemeinschaftliche  Paar  nicht  reell  zu  sein;  dies  ist 
aber  gerade  der  Fall  von  vier  reellen  Mittelpunkten  des  Hüschels, 
wenn  {b,  ß)  und  (c,  y)  beide  hyperbolisch  sind,  und  in  dem  Obigen 
erledigt,  während  die  beiden  übrigen  Fälle,  wenn  eines  byper- 
bolisch  und  das  andere  elliptisch  oder  beide  elliptisch  sind,  die 
Kegelschnittbüschei  mit  zwei  reellen  und  zwei  imaginären  oder 
mit  vier  imaginären  Mittelpunkten  liefern,  liier  giebt  es  also 
immer  durch  P ein  Strahlenpaar,  welches  durch  zwei  konjugirte 
Punkte  b,  ß und  zugleich  durch  zwei  konjugirte  Punkte  c,  y geht; 
mögen  die  beiden  Strahlen  bc  und  ßy  sich  in  P schneiden,  so 
haben  wir  ein  Paar  konjugirte  Punkte  b,  ß in  Dezug  auf  alle 
Kegelschnitte  des  Büschels  (§  41}  und  ein  zweites  Paar  c,  y eben- 
falls konjugirte  Punkte  für  alle  Kegelschnitte  des  Büschels;  folglich 
sind  die  Schnittpunkte  (br,  ßy)  = 7*  und  (by,  cß)  — Q auch  ein  Paar 
konjugirte  Punkte  für  alle  Kegelschnitte  des  Büschels  {§  31),  oder 
die  Polaren  von  P in  Bezug  auf  sämmtliche  Kegelsc.hnitte  des 
Büschels  laufen  durch  denselben  festen  Punkt  (),  w.  z.  b.  w. 

Das  Weitere  ergiebt  sich  jetzt  leicht  in  folgender  Weise: 
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Lassen  wir  einen  F*unkt  P anl'  einer  (ieraden  @ sich  bewegen, 
so  wird  der  konjugirtc  Punkt  Q in  Pezng  auf  das  Hfiscliel  sebon 
dadurch  bestiininl,  dass  wir  von  P die  Polaren  in  Bezug  auf 
zwei  besliinmle  Regelsdinitte  des  Büschels  uud  er- 

mitteln und  ihren  Schnittpunkt  Q aufsiichen.  Die  Polaren  von 
säinmtlichen  Punkten  P der  (ieraden  @ iu  Bezug  auf  den  Kegel- 
schnitt laufen  aber  durch  einen  Punkt  und  bilden  ein  Slrahl- 
hüschel,  welches  projektivisch  ist  mit  der  von  P beschriebenen 
Punkti'eihe  (§  30) ; dasselbe  gilt  von  den  Polaren  des  veränder- 
lichen Punktes  Pin  Bezug  auf  folglich  sind  auch  die  beiden 
von  den  Polaren  beschriebenen  Strahlbüschel  unter  sich  projek- 
livisch,  mithin  der  Ort  des  Punktes  Q im  Allgemeinen  ein  Kegel- 
.schnitt;  bewegt  sich  also  der  Punkt  P auf  einer  Geraden  ®,  so 
durchläuft  sein  konjugirter  Punkt  Q in  Bezug  auf  das  Kegel- 
sclmitthüschel  einen  bestimmten  Kegelschnitt  welcher  zugleich 
die  Pole  der  Geraden  @ in  Bezug  auf  die  Kegelschnitte  und  55^-*, 
als  Mittelpunkte  der  ihn  erzeugenden  Strahlbüschel  enthält;  da 
aber  die  beiden  Kegelschnitte  50“^  und  33^-)  ganz  willkührlich  aus 
dem  Kegelschnittbüschel  herausgenommen  sind  und  für  jede  zwei 
anderen  derselbe  Kegelschnitt  ^ als  Ort  der  konjugirteti  ihinkte  0 
resultiren  muss,  so  enthält  der  Kegelschnitt  ^ gleichzeitig  die 
l*ole  der  (ieraden  in  Bezug  auf  sämmtliche  Kegelschnitte  des 
Bü.schels.  Hieraus  folgt  umgekehrt,  dass,  wenn  wir  zu  zwei  be- 
liebigen' Punkten  in  der  Ebene  P und  P'  die  Polaren  in  Bezug 
auf  alle  Kegelschnitte  des  Büschels  konstruiren,  dieselben  zwei 
Strahlbüschel  (Q)  und  (0’)  bilden,  welche  allemal  projektivisch 
sind,  indem  entsprechende  Strahlen  die  Polaren  von  P und  /*' 
in  Bezug  auf  denselben  Kegelschnitt  des  Büschels  sind,  denn  jene 
beiden  Strahlbüschel  erzeugen  einen  Kegelschnitt  Verändern 
wir  P'  beliebig  in  der  Ebene,  so  bleibt  das  Strahlbüschel  (()') 
seimu*  Polaren  beständig  projektivisch  mit  dem  Strahlbüschel  {()) 
oder  irgend  einem  andern  Polaren- Strahlbüschel.  Der  Beweis 
der  übrigen  Polareigenschaften  bleibt  unverändert  bestehen,  oh 
die  Mittelpunkte  des  Büschels  reell  oder  imaginär  sind. 

§47.  lieber  den  Mittelpunktskegelschnitt  eines  Büschels. 

Wir  wollen  jetzt  einige  he.sondere  Fälle  der  gewonnenen  allge- 
meinen Besultale  hervorhehen ; wird  nämlich  zuvördcTSl  <lie  (ie- 
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rade  @ in  die  Unendlichkeit  verlegt  {G^),  so  enthfdl  der  ihr 
entsprechende  Kegelschnitt  ^ die  Mittelpunkte  sanimtliclier  Kegel- 
schnitte des  Büschels;  wir  nennen  ihn  daher  den  Mittelpunkts- 
kegelschnitt  das  der  Geraden  in  Bezug  auf  diesen 

Kegelschnitt  zugehörige  Punktsystem  ist  dasjenige,  welches 
von  den  Richtungen  des  konjugirten  Durchmessersysteins  des  Miltel- 
punktskegelschnilts  fixirt  wird,  und  dieses  muss  nach  dem 

oben  bewiesenen  Satze  identisch  sein  mit  demjenigen  Punktsystem, 
welches  die  Kegelschnitte  des  Büschels  auf  ausschneideu; 
also  die  .Asymptoten  jeder  Hyperbel  in  dem  Büschel 
sind  einem  Paar  konjugirter  Durchmesser  desMiitei- 
punktskegelschnitts  parallel.  Hieraus  folgt  weiter, 

wenn  wir  annehmen,  sei  Hyperbel,  (mithin  seine  .Asymptoten 
s und  t mit  jedem  Paar  konjugirter  Durchmesser  a:,  | harmo- 
nisch gelegen),  da  den  Asymptoten  eines  bestimmten  Kegel- 
schnitts des  Büschels  parallel  sind,  dass  auch  st  einem  bestimm- 
ten Paar  konjugirter  Durchmesser  dieses  Kegelschnitts  parallel 
laufen;  also: 

Die  Asymptoten  des  Mittel punktsk ege Ischnitls 
haben  die  Richtungen  eines  Paares  konjugirter  Durch- 
messer für  jeden  Kegelschnitt  des  Büschels.  Wir  haben 
nun  früher  das  von  einem  Kegelschnitthüschel  auf  ausgeschnit- 
tene Punktsystem  in  allen  drei  Fällen  (§  42)  des  Kegelschnitt- 
hüschels  ermittelt  und  die  Kriterien  gefunden,  unter  welchen  das- 
selbe elliptisch  oder  hyperbolisch  ist;  da  das  Strahlsystem  der 
konjugirten  Durchmesser  für  den  Mittelpunklskegelschnitt  mit 
jenem  Punkts ysteni  auf  perspektivisch  liegt,  nach  dem  oben 
bewiesenen  allgeiiieinen  Satze,  so  können  wir  mit  Berücksich- 
tigung der  angeführten  Kriterien  folgende  Beziehungen  für  den 
Kegelschnitt  2)1'"'  angehen: 

Die  Mi 1 1 elp u n k te  sammtlicher  Kegelschnitte  eines 
Büschels  liegen  auf  einem  Kegelschnitt  dieser  ist 

1)  wenn  das  Büschel  vier  reelle  Mittelpunkte  hat,  eine  Ellipse, 
sobald  diese  vier  Punkte  so  liegen,  dass  einer  sich  innerhalb  des 
von  den  drei  andern  gebildeten  Dreiecks  befindet,  dagegen  eine 
Hyperbel,  sobald  sie  derart  liegen,  dass  jeder  sich  ausserhalb 
des  von  den  drei  andern  gebildeten  Dreiecks  befindet,  endlich 
eine  Parabel,  sobald  einer  der  vier  Punkte  im  Unendlichen  liegt. 
Im  ersten  Falle  besieht  das  Büschel  aus  lauter  Hyperbeln;  iin 
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zweiten  Falle  ans  einer  Gruppe  Ellipsen  und  einer  Gruppe  Hyper- 
beln, welche  diin  li  zwei  Parabeln  von  einander  gelrennl  werden; 
die  Asymptoten  der  Mittelpunktsbyperbel  haben  die  Hicb- 

tnngen  der  Axen  dieser  beiden  Parabeln,  oder  die  beiden  un- 
endlich-entfernten Punkte  von  sind  die  Mittelpunkte  der 

beiden  l*arabeln;  da  sie  die  beiden  Zweige  der  Hyperbel  trennen, 
so  enthält  der  eine  Zweig  der  Hyperbel  S3iO)  die  Mittelpunkte 
aller  Ellipsen  und  der  andere  die  Mittelpunkte  aller  Hyperbeln 
des  Büschels.  Im  dritten  Falle  besteht  das  Büschel  wieder  aus 
lauter  Hyperbeln  und  einer  einzigen  Parabel.  Der  Kegelsclmitt 
geht  durch  die  Milten  der  sechs  Seilen  des  vollständigen  Vierecks, 
welches  von  den  Büschel -Miltelpunkbm  gebildet  wird,  und  durch 
die  drei  Diagonalpuukte  desselben,  das  gemeinscbaflliche  Tripel 
aller  Kegelschnitte  des  Büschels.  Jedes  Paar  koujugirler  Durch- 
messer des  Kegelschnitts  ist  parallel  einem  Asymptolcnpaar 
eines  Kegelschnittes  des  Büschels  und  die  Axen  des  Kegelschnitts 
sind  parallel  den  Asymptoten  der  einzigen  gleich.seitigen  Hy|)crbel, 
welche  in  dem  Kegelschniltbü.schel  vorkommt.  Ausser  den  neun 
Punkten,  durch  welche  der  Mitlclpunktskegelschnitt  schon 
mehr,  als  bestimmt  ist,  können  wir  noch  andere  Elemente  zu 
seiner  Konstruktion  angeben;  es  lässt  sich  nämlich  leicht  der 
Mittelpunkt  von  bestimmen,  (iehen  wir  von  der  allgemein- 
sten Erzeugung  des  Kegelschniltbüschels  aus  41)  und  seien, 
ent.sprechend  der  früberen  Bezeichnung,  33  und  6 die  Träger 
zweier  Punktsysteme,  die  für  sämmlliche  Kegelschnitte  des 
Büschels  die  zugehörigen  sind ; sei  der  uneudlich  - entfernte 
Punkt  auf  23:  und  auf  (5:  und  die  ihnen  konjugirlcu, 

d.  h.  die  Mittelpunkte  beider  PunkLsysteine  auf  93  und  (y  mögen 
w/,  und  7Hc  heissen,  dann  sind  mi,  und  ein  Paar  konjugirle 
Punkle  für  das  ganze  Büschel,  ebenso  nie  »‘lul  c^,  folglich  (nach 
§31)  auch  die  Schnillpunkle  {mt,mc 

also:  wenn  wir  durch  »4  und  nie  Parallele  zu  und  93  ziehen, 
die  sich  in  s Irenen  mögen,  so  ist  5 der  konjugirle  Punkt  zu 
dem  unendlich -enlfernlen  auf  der  Verbindungslinie  mi,nie\  folglich 
muss  s auf  dem  Mittelpimklskegelschnitt  liegen,  denn  er  Isl 
der  konjugirle  zu  einem  unendlich  - entfernten  Pur)kte  in  Bezug  auf 
das  Büschel.  Mithin  bihlen  der  Schniltpunkt  o der  Träger  2^ 
die  Punkte  nii,  und  m,.  und  endlich  ,s*  ein  dem  K«‘gelschnill 
einbeschriebenes  Parallelogramm,  dessen  Millelpuukl  zugleicb  der 
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xMiltelpuiikt  von  sein  muss;  iiicruus  folgt,  tlass  die  Mille 

(I  zwischen  den  beiden  Ihmkten  mi,  und  nie  der  Mittelpunkt  des 
Kegelschnitts  ist;  dieser  lässt  sich  immer  reell  konstruiren, 
oh  die  Büschel -Mittelpunkte  reell  sind  oder  nicht.  Hat  das  Kegel- 
schnittbüschel vier  reelle  Mittelpunkte,  so  folgt  hieraus  zugleich  der 
' bekannte  elementare  Satz:  Wenn  man  in  einem  vollständi- 
gen Viereck  die  Milten  jedes  der  drei  Paare  (iegen- 
seiten  mit  einander  verbindet,  so  schneiden  sich  diese 
drei  Linien  in  einem  Punkte  und  halbiren  sich  in 
demselben;  er  ist  der  Mittelpunkt  desjenigen  Kegel- 
schnitts, welcher  die  Mittelpunkte  sämmtlicher  dem 
vollständigen  Viereck  umschriebenen  Kegelschnitte 
enthält  und  sowohl  durch  die  Milten  der  sechs  Seiten, 
als  auch  durch  die  drei  Diagonalpunktc  des  voll- 
ständigen Vierecks  hindurchgehL  2)  Wenn  [das  Büschel 
zwei  reelle  Mittelpunkte  hat  und  zwei  imaginäre,  welche  a»if  der 
zweiten  (ideellen)  gemeinschaftlichen  Sekante  liegen,  so  ist  der 
Kegelschnitt  Ellipse,  sobald  die  ideelle  gemeinschaftliche 
Sekante  zwischen  den  beiden  reellen  Mittelpunkten  hindurchgeht, 
dagegen  Hyperbel,  sobald  dieselbe  die  beiden  reellen  Mittel- 
punkte nicht  trennt,  endlich  Parabel,  wenn  einer  der  beiden 
reellen  Mittelpunkte  im  Unendlichen  liegt;  im  ersten  Falle  besteht 
wiederum  das  Büschel  aus  lauter  Hyperbeln,  im  zweiten  Falle 
aus  einer  Gruppe  Ellipsen,  einer  Gruppe  Hyperbeln  und  zwei 
Parabeln,  im  dritten  Falle  aus  lauter  Hyperbeln  und  einer  ein- 
zigen Parabel.  Denken  wir  uns  dies  Kegelschnittbüschel  nach  § 41 
durch  die  beiden  Punktsysteme  auf  dem  einzig  reellen  Linien- 
paar (33,  6),  welche  allen  Kegelschnitten  gleichzeitig  zugehoren, 
erzeugt,  so  geht  der  Kegelschnitt  2)1  durch  den  Schnittpunkt 
dieses  Linienpaares  (den  einzig  reellen  Punkt  des  gemeinschaft- 
lichen Tripels)  und  durch  die  Mittelpunkte  der  beiden  Punkt- 
systeme auf  23  und  6;  durch  diese  drei  Punkte  ist  er  aber  noch 
nicht  völlig  bestimmt;  nehmen  wir  die  Gerade  21,  die  einzig  reelle 
Seite  des  gemeinschaftlichen  Tripels,  und  das  Punktsystem  (</,  a) 
auf  ihr,  welches  von  den  Kegelschnitten  des  Büschels  ausge- 
schnitten wird  und  in  diesem  Falle  nothw endig  elliptisch  ist,  so 
ist  der  Kegelschnitt  2)U^^  vollständig  bestimmt  durch  die  drei  ge- 
nannten Punkte  und  dadurch,  dass  das  bekannte  Punktsystem  {a,  ct) 
das  ihm  zugehörige  sei.  (Siehe  § 31.)  3)  Wenn  das  Kegel- 
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sdinillhüschel  vier  imaginäre  Mittelpunkte  hat,  so  ist  der  Mittel- 
piinktskegclschnitt  3)1  allemal  Hyperbel  und  völlig  bestimmt 
durch  den  Schnittpunkt  des  einzig  reellen  Linienpaares,  die  Mittel- 
punkte der  beiden  (elliptischen)  Punktsysteme  auf  diesen  Trägern, 
welche  gleichzeitig  allen  Kegelschnitten  des  Büschels  zugehören, 
und  durch  die  beiden  übrigen  reellen  Tripelpunkte  des  gemein- 
schaftlichen Tripels,  nämlich  die  Asymptotenpunkte  des  auf  der 
Polare  (31)  des  Schnittpunktes  von  dem  genannten  Linienpaar  be- 
(indlichcn  hyperbolischen  Punktsystems,  welches  auf  dieser  Geraden 
von  den  Kegelschnitten  des  Büschels  ausgeschnitten  wird.  Das  Kegel- 
sclmittbüschel  besteht  also  in  diesem  Falle  immer  aus  einer  Gruppe 
Ellipsen,  einer  Gruppe  Hyperbeln  und  zwei  Parabeln;  die  Mittel- 
punkte der  letzteren  sind  die  unendlich -entfernten  Punkte  der 
Hyperbel  3)?^'^^  und  trennen  die  beiden  Zweige  derselben,  deren 
einer  die  Mittelpunkte  der  Ellipscngruppe , der  andere  die  der 
Hy])crbelgruppe  enthält;  das  Büschel  enthält  nur  ein  reelles  Linien- 
paar und  zwei  imaginäre  Linienpaare  (Nullkegelschnitte),  deren 
jedes  sich  auf  einen  Punkt  zusammenzieht;  dies  sind  die  beiden 
Asymptotenpunkte  des  hyperbolischen  Punktsystems  auf  31  oder 
zwei  Tripelpunkte  des  allemal  reellen  gemeinschaftlichen  Tripels. 
Der  Mittelpunktskegelschnitt  3)^'^^  kann  in  den  Fällen  1)  und  2) 
insbesondere  ein  Kreis  werden,  wo  dann  das  Kegelschnittbüschel 
aus  lauter  gleichseitigen  Hyperbeln  besteht  (§  38);  in  dem  Falle  1), 
wo  die  vier  Büsclielmitlelpunktc  reell  sind,  also  drei  Linienpaare 
in  dem  Büschel  existiren.  deren  jedes  ein  Paar  rechtwinkliger 
Linien  sein  muss,  folgt  die  schon  oben  gefundene  Bedingung: 
die  vier  Mitteijmnkle  müssen  so  liegen,  dass  einer  (jeder)  der 
Höhenpunkt  des  von  den  drei  andern  gebildeten  Dreiecks  Lst. 
Diese  Bedingung  lässt  sich  aber  etwas  anders  fassen,  so  dass  sie 
auch  in  dem  Falle  2)  von  nur  zwei  reellen  Mittelpunkten  bestehen 
bleibt;  seien  nämlich  AB  CD  die  vier  Mittelpunkte  und  x der 
Schnittpunkt  [AB,  CD)  zwischen  A und  B gelegen,  was  notli- 
wendig  wenigstens  einmal  unter  den  drei  Linienpaaren  Vorkommen 
muss,  sobald  3)2^^)  Ellipse  ist,  dann  kommt  <lie  vorige  Bedingung 
darauf  hinaus,  dass  CD  auf  AB  senkrecht  stehe  und 
xA.xB-^xC.xD-=-^  sei  (§  38). 

Anstatt  der  Punkte  C und  D,  welche  die  Asymptotenpuiikte 
des  allen  Kegelschnitten  des  Büschels  gemeinschaftlich  zugehöri- 
gen Punktsystems  auf  CD  sind,  können  wir  zwei  andere  Punkte 
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ehiführen,  die  Mitle  zwischen  CD,  d.  h.  den  Mittelpunkt  dieses 
gemeinscliaftlichen  Punktsystems  und  den  dem  Punkte  x konju- 
giften  Punkt  | desselben,  d.  h.  den  vierten  harmonischen  zu 
X,  C,  D,  der  dem  x zugeordnet  ist,  denn  nach  § 8,  V haben  wir: 

xC  . xD  ==  xm  . o:^,  also  auch 
xA  . xB  -f-  xm  . = 0, 

d.  h.  die  vier  Punkte  ABm^  müssen  so  liegen,  dass  jeder  der 
llöhcnpunkt  des  von  den  drei  andern  gebildeten  Dreiecks  ist 
Soll  nun  in  dem  Falle  2)  das  Kegelschnittbüschel  mit  zwei  reellen 
und  zwei  imaginären  Mittelpunkten  ein  Büschel  gleichseitiger 
Hyperbeln  werden  (oder  ein  Kreis)  und  denken  wir  uns 

dasselbe  durch  die  beiden  gemeinschaftlichen  Punktsysteme  auf 
dem  einzig  reellen  Linienpaar  erzeugt  (§  41),  so  ist  zunächst 
erforderlich,  dass  die  ideelle  gemeinschaftliche  Sekante  zwischen 
den  beiden  reellen  Mittelpunkten  AB  hindurchgehe  und  dieselbe 
in  X rechtwinklig  schneide;  ist  | der  konjugirte  Punkt  zu  x in 
dem  auf  dieser  ideellen  Sekante  gegebenen  (|elliptischcn)  Punkt- 
system, welches  allen  Kegelschnitten  des  Büschels  gemeinschaftlich 
zugehört,  und  m der  Mittelpunkt  desselben,  so  muss: 

xA.xB-\-xm.x^  = 0 . 

sein  oder  die  vier  Punkte  ABm^  müssen  so  liegen,  dass  jeder 
der  Höhenpunkt  des  von  den  drei  andern  gebildeten  Dreiecks  ist; 
natürlich  wird,  während  im  Falle  1)  m ausserhalb  x^  lag,  im 
Falle  2)  m zwischen  x^  liegen.  Dass  in  der  That  zwei  so  ge- 
legte Punktsysteme  ein  Büschel  gleichseitiger  Hyperbeln  erzeugen, 
lässt  sich  auch  a posteriori  leicht  nachweisen,  indem  wir  zeigen, 
dass  ein  Kegelschnitt,  welcher  durch  die  Mittelpunkte  der  beiden 
Punktsysteme,  den  Schnittpunkt  x ihrer  Träger  geht  und  das 
(elliptische)  Punktsystem  auf  der  gemeinschaftlichen  Polare  von  x 
zu  dem  ihm  zugehörigen  hat,  ein  Kreis  sein  muss. 

Es  bleibt  noch  der  Fall  zu  erörtern  übrig,  wann  der  Mit- 
telpunktskegelschnitt in  ein  Linien  paar  zerfällt.  Sind 

die  vier  Büschelmittelpunkte  reell,  so  sind  auch  die  sechs  Mitten 
der  Seiten  dieses  vollständigen  Vierecks  reell;  der  Kegelschnitt 
enthält  aber  dieselben,  und  damit  er  in  ein  Linienpaar  zerfalle, 
müssen  wenigstens  drei  jener  Mitten  in  einer  Geraden  liegen; 
dies  ist  nur  auf  zwei  Arten  möglich:  entweder  haben  drei  in  einer 
Ecke  zusammenstossende  Seiten  ihre  Mitten  in  einer  Geraden, 
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dann  müssten  die  drei  übrigen  Ecken  des  Vierecks  selbst  in  einer 
(Jeraden  liegen,  also  alle  Kegelschnitte  des  Büschels  zerfielen  in 
Unienpaare  und  das  Kegelschnittbüscbel  löste  sich  in  eine  feste 
(icrade  und  ein  gewöhnliches  Strahlhüschel  auf;  dieser  Fall  kann 
uns  weiter  nicht  interessiren , weil  wir  es  mit  keinem  Kegel- 
sclinitthüschel  im  eigentlichen  Sinne  des  Wortes  zu  thun  haben ; 
oder  zweitens:  drei  nicht  zusammenstossende  Seiten  des  vollstän- 
digen Vierecks  haben  ihre  Mitten  in  einer  Geraden;  bilden  diese 
ein  Dreieck,  so  haben  wir  wieder  den  vorigen  Fall;  sind  es  aber 
z.  B.  folgende  AB,  BC,  CD,  so  folgt  daraus,  dass  das  Seiten- 
paar AC,  BD  parallel  sein  muss,  also  einer  der  drei  gemein- 
schaftlichen Tripelpunkte  im  Unendlichen  liegt.  Der  Kegelschnitt 
zerfällt  dann  in  der  Thal  in  ein  Linienpaar,  dessen  einer 
Theil  die  Verbindungslinie  der  beiden  übrigen  im  Endlichen  blei- 
benden Tripelpunkte  und  dessen  anderer  Theil  diejenige  (lerade 
ist,  welche  zwischen  den  beiden  parallelen  Seilen  des  Vierecks 
in  gleichem  Abstande  von  beiden  selbst  mit  ihnen  parallel  läuft. 
Diese  gerade  Linie  enthält  aber  eigenthümlicher  Weise  keinen 
einzigen  Mittelpunkt  eines  eigentlichen  Kegelschnitts  dieses  Bü- 
schels; vielmehr  muss  jeder  Punkt  von  ihr  als  der  Mittelpunkt 
de.sjenigen  Kegelschnitts  angesehen  werden,  der  aus  dem  paral- 
lelen Seitenpaar  besteht,  für  welches  eben  der  Mittelpunkt  un- 
bestimmt wird.  Alle  übrigen  (eigentlichen)  Kegelschnitte  des 
Büschels  haben  ihre  Mittelpunkte  allein  auf  derjenigen  Geraden, 
welche  die  beiden  im  Endlichen  liegenden  Eckpunkte  des  gemein- 
schaftlichen Tripels  verbindet,  und  jeder  Punkt  dieser  Geraden  ist 
der  Mittelpunkt  eines  bestimmten  Kegelschnitts  dieses  Büschels. 
Wird  noch  ein  zweites  Seitenpaar  parallel,  also  das  Viereck  ein 
Parallelogramm,  so  tritt  aufs  Neue  der  eigenlhümliche  Umstand 
ein,  dass  für  zwei  Kegelschnitte  des  Büschels,  die  beiden  paral- 
lelen Seilenpaare,  der  Mittelpunkt  unbestimmt  wird,  indem  er  jeder 
Punkt  der  durch  den  Mittelpunkt  des  Parallelogramms  zu  einem 
Seitenpaare  parallel  gezogenen  Geraden  sein  kann,  während  alle 
übrigen  (eigentlichen)  Kegelscbnille  des  Büschels  den  einzigen 
Mittelpunkt  des  Parallelogramms  zu  ihrem  Mittelpunkt  haben. 
Der  Kegelschnitt  löst  sich  in  dasjenige  Linienpaar  auf,  wel- 
ches von  den  durch  den  Mittelpunkt  des  I'arallelogrämms  zu  den 
Seilen  gezogenen  Parallelen  gebildet  wird,  aber  dieses  fJnicnpaar 
ist  illnsoriscb  als  Ort  für  die  Mittelpunkte  der  KegelscIiniUe  des 
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ßiisciiels,  weil  diese  sich  alle  auf  einen  Punkt  concenlriren.  Auch 
für  ein  Büschel  mit  zwei  reellen  und  zwei  imaginären  gemein- 
scharUichen  Punkten  oder  mit  vier  imaginären  gemeinschaftlichen 
Punkten  kann  der  Mittelpuiiklskegelschnitt  nur  zerfallen, 

wenn  das  einzig  reelle  Linienpaar,  welches  in  dem  Büschel  vor- 
koinmt,  zu  einem  Paar  Parallellinien  wird,  also  ihr  Schnillpunkt, 
d.  h.  ein  Punkt  des  gemeinschaftlichen  Tripels  in  die  Unendlich- 
keit geht;  der  Mittelpunktskegelschnitt  zerfällt  dann  in  ein 
Linienpaar,  dessen  einer  Theil  die  Verbindungslinie  der  heiden 
übrigen  Tripelpunkte  ist,  während  der  andere  Theil  wieder  illu- 
sorisch wird,  weil  der  Mittelpunkt  eines  Kegelschnitts,  welcher 
aus  einem  Paar  Parallellinien  besteht,  unbestimmt  ist.  Noch  mehr 
specialisirt  sich  das  Kegelschnitthüschel , wenn  ein  Theil  des  Linien- 
paarcs,  welches  in  demselben  vorkommt,  in  die  Unendlichkeit 
geht  (zu  wird);  alsdann  müssen,  weil  das  auf  dieser  Geraden 
befindliche  Punktsystem  allen  Kegelschnitten  des  Büschels  gleich- 
zeitig zugehört,  sämmtliche  Kegelschnitte  in  dem  Büschel  ähnlich 
sein,  denn  die  Systeme  der  konjugirten  Durchmesser,  welche  mit 
dem  auf  hefiudlichen,  den  Kegelschnitten  zugehörigen  Punkt- 
system perspektivisch  liegen,  werden  alle  gleich;  ist  das  Ihinkt- 
system  auf  hyperbolisch,  so  sind  es  ähnliche  Hyperbeln,  ist 
es  elliptisch,  so  sind  sie  ähnliche  Ellipsen.  Hierher  gehören  die 
beiden  Kreissc haaren  mit  reeller  oder  ideeller  gemeiiischafllicher 
Sekante,  deren  zweite  (ideelle)  gemeinschaftliche  Sekante  ist; 
das  auf  ihr  befindliche  Punktsystem  ist  ein  solches,  dass  je  zwei 
konjugirte  Punkte  unter  rechtwinkligen  Richtungen  erscheinen, 
oder  die  heiden  imaginären  Kreispunkte  auf  die  imaginären 
Asymptotenpunkte  dieses  (elliptischen)  Punktsystems  sind.  Der 
Mittelpunktskegelschnitt  zerfällt  natürlich  ebenfalls  in  eine 

gerade  Linie,  die  Verbindungslinie  der  übrigen  heiden  (reellen 
oder  imaginären)  Punkte  des  gemeinschaftlichen  Tripels,  welche 
sämmtliche  Mittelpunkte  der  (eigentlichen)  Kegelschnitte  des  Bü- 
schels enthält,  und  einen  illusorischen  Theil,  welcher  mit 
zusammenfällt. 

Schliesslich  möge  noch  der  besondere  Fall  in  Betracht  ge- 
zogen werden,  wenn  der  MittelpunkLskegelschnitt  eine  gleich- 
seitige Hyperbel  wird;  das  Punktsystem  auf  welches  von 
dem  Kegelschnitthüschel  ausgeschnitten  wird,  muss  in  diesem 
Fall  hyperbolisch  sein  und  seine  beiden  Asymptotenpuukte  in  zwei 
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ZU  einander  rechtwinkligen  Richtungen  haben;  aus  der  in  §42 
angesleilten  Retrachlung  folgt,  dass  die  Gerade  £ durch  den 
Mittelpunkt  des  llfilfskreises  Ä gehen  muss;  und  da  jeder 
l^unkt  in  der  Geraden  £ ein  StrahUystem  in  dem  Peripherie- 
punkte B des  Kreises  ^ hervorrufl,  welches  dem  System  der  kon- 
jugirten  Durchmesser  eines  Kegelschnitts  des  Büschels  parallel 
läuft,  so  muss  unter  den  Kegelschnitten  des  Büschels  ein  Kreis 
Vorkommen,  weil  unter  jenen  Strahlsystemen  ein  Kreissystem  vor- 
komml;  wir  schliessen  daher:  Der  Mittelpunktskegelschnitt 
wird  gleichseitige  Hyperbel,  sobald  in  dem  Büschel  ein  Kreis 
vorkommt  oder  diejenige  Ellipse  des  Büschels,  welche  unter  allen 
dem  Kreise  am  nächsten  kommt,  seihst  ein  Kreis  wird.  Da  wir 
aus  dem  Obigen  wissen,  dass  die  Asymptoten  des  Mittelpiinkls- 
kegclsshnitts  allemal  die  Richtungen  zweier  konjugirter  Durch- 
messer für  jeden  Kegelschnitt  des  Büschels  haben,  so  folgt,  weil 
diese  für  die  gleichseitige  Hyperbel  zu  einander  rechtwinklig  sind, 
dass  sie  den  Richtungen  der  Axen  sämmtlicher  Kegelschnitte  des 
Büschels  parallel  laufen.  Wir  haben  daher  folgenden  Satz:  Wenn 
unter  den  Kegelschnitten  des  Büschels  ein  Kreis  ent- 
halten ist,  so  sind  die  Axen  sämmtlicher  Kegel- 
schnitte des  Büschels  zwei  bestimmten  zu  einander 
rechtwinkligen  Richtungen  parallel,  welche  zugleich 
mit  den  Richtungen  der  Axen  der  beiden  in  dein 
Büschel  enthaltenen  l*araheln  zusammenfallen  oder 
auch  mit  den  Richtungen  der  Asymptoten  derjenigen 
gleichseitigen  Hyperbel  welche  die  Mittelpunkte 
aller  Kegelschnitte  des  Büschels  enthält.  Nehmen  wir 
insbesondere  die  vier  Büschelinittelpunkte  reell  an  und  berück- 
sichtigen die  drei  Linienpaare  des  Büschels,  deren  Axen  die 
Halbirungslinien  ihres  Winkels  und  Nebenwinkels  sind,  so  resul- 
tirt  der  bekannte  elementare  Satz:  Haihirt  man  in  einem 
Kreisviereck  die  Winkel  und  Nebenwinkel  jedes  der 
drei  Seitenpaare,  die  sich  in  den  Diagonalpunkten 
schneiden,  so  sind  von  diesen  sechs  Halbirungslinien 
drei  und  drei  parallel  und  die  drei  ersten  stehen  auf 
den  drei  letzten  senkrecht.  (Steiner,  Crelle’s  Journal  für 
Mathematik  Bd.  H S.  97).  Diese  beiden  zu  einander  rechtwinkligen 
Richtungen  sind  zugleich  die  der  Axen  sämmtlicher  Kegelschnitte, 
welche  durch  die  vier  Ecken  des  Kreisvierecks  gehen.  Hiervon 
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lässt  sich  beiKiufig  eine  nruzliciie  Anwendung  machen:  Sei  ein 
Kegelschnitt  in  der  Ebene  gezeichnet,  dann  findet  man  leicht  die 
Richtungen  seiner  Axen,  indem  man  einen  beliebigen  Kreis  hin- 
durchlegt und  die  vier  Schnittpunkte  paarweise  durch  Linienpaare 
verbindet;  die  Halbirungslinien  von  Winkel  und  Nebenwinkel  eines 
solchen  Linienpaares  sind  den  Axen  des  gegebenen  Kegelschnitts 
parallel.  Halten  wir  den  Kegelschnitt  fest  und  zwei  von  den 
Schnittpunkten  mit  dem  Kreise,  verändern  aber  den  Kreis  selbst, 
so  dass  er  eine  Kreisschaar  von  zwei  reellen  Funkten  durchläuft, 
dann  wird,  weil  von  einem  Linienpaar  der  eine  Theii  und  die 
Ifalbirungslinie  unveränderte  Richtung  behalten,  auch  der  andere 
Tlieil  beständig  sich  parallel  bleiben ; also : Legt  man  durch  zw  ei 
feste  Punkte  eines  Kegelschnitts  beliebig  viele  Kreise,  so  hat 
jeder  derselben  mit  dem  Kegelschnitt  noch  eine  zweite  (reelle 
oder  ideelle)  gemeinschaftliche  Sekante,  deren  Richtung  immer 
dieselbe  bleibt.  Dies  ist  ein  specieller  Fall  eines  in  § 39  be.- 
wieseoen  allgemeinen  Satzes.  Lassen  wir  die  beiden  Punkte 
des  Kegelschnitts,  durch  welche  die  Kreisschaar  gelegt  wur<le, 
Zusammenfällen,  so  dass  die  gemeinschaftliche  Sekante  eine  Tan- 
gente in  einem  Punkte  des  Kegelschnitts  wird  und  die  Kreise  in 
demselbem  Punkte  diese  Gerade  berühren,  also  ihre  Mittel- 
punkte auf  der  Normale  des  Kegelschnitts  in  dem  angenommenen 
Ihinkte  haben,  so  folgt:  Zieht  man  in  einem  Punkte  eines  Kegel- 
schnitts Tangente  und  Normale  und  beschreibt  eine  Reihe  von 
Kreisen,  welche  ihre  Mittelpunkte  in  der  Normale  haben  und  durch 
den  angenommenen  Punkt  des  Kegelschnitts  gehen,  so  hat  jeder 
solcher  Kreis  mit  dem  Kegelschnitt  noch  eine  zweite  (reelle 
oder  imaginäre)  gemeinschaftliche  Sekante,  welche  beständig  sich 
parallel  bleibt  und  mit  den  Axen  des  Kegelschnitts  dieselben 
Winkel  bildet,  wie  die  Tangente  in  dem  angenommenen  i^unkle  P 
des  Kegelschnitts  (ohne  mit  ihr  parallel  zu  sein).  Fasst  man  nur 
diejenigen  Kreise  dieser  besonderen  Schaar  auf,  welche  den 
Kegelschnitt  in  noch  zwei  reellen  Punkten  schneiden,  deren  Ver- 
bindungslinie die  konstante  Richtung  hat,  so  wird  man  einen  sol- 
chen besonderen  Kreis  auflinden  können,  für  welchen  von  den 
beiden  noch  übrigen  Schnittpunkten  mit  dem  Kegelschnitte  einer  P 
selbst  wird,  und  dies  muss  der  Krümmungskreis  für  den  Punkt  P 
des  Kegelschnitts  sein,  weil  er  durch  drei  unendlich-nahe  l^unkte 
desselben  geht  (§  37);  man  lindet  also  folgende  einfache  Kon- 
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struklion  des  Krüinimingskreises,  welche  von  der  in  § 37  ange- 
gebenen wesenliieh  verschieden  ist:  Um  für  einen  Punkt  P eines 
gegebenen  Kegelsclinitts  den  krnminungskreis  zu  erhalten,  ziehe 
man  die  Tangente  in  P und  eine  zweite  Gerade  durch  P,  welche 
zu  einer  der  Axen  des  Kegelschnitts  dieselbe  Neigung  hat,  wie 
die  Tangente;  trifft  diese  zweite  Gerade  den  Kegelschnitt  zuni 
andern  Male  in  P\  so  lege  n)an  durch  P und  P'  einen  Kreis, 
welcher  seinen  Mittelpunkt  auf  der  Normale  für  P hat;  dies  ist 
der  gesuchte  Krümmungskreis  an  dem  Punkte  P des  Kegelsclinilts. 
Hieran  knüpft  sich  der  elegante  Peweis  eines  auf  die  Krümmungs- 
kreise  eines  Kegelschnitts  bezüglichen  Theorems  von  Steiner, 
welches  .1  oachimsthal  im  XXXVI.  Bande  des  Crel le ’sclien 
Journals  für  Mathematik,  S.  95  bewiesen  hat. 

§ 48.  Polar-Eigenschaften  der  Eegelschnittschaar. 

üen  in  46  bewiesenen  allgemeinen  Polar-Eigenschaften 
des  Kegelschnilthüschels  stehen  gleichlaufende  der  Kegelschnitt- 
schaar zur  Seite,  deren  Beweis  dem  dort  geführten  ohne  Schwie- 
rigkeit nachgehildet  werden  kann.  Um  indessen  die  dem  § 41 
zu  Grunde  liegende  Betrachtung  nocli  klarer  hervortreten  zu  las- 
sen, reproduciren  wir  die  polare  Nehenbetrachtung  in  etwas  an- 
derer f'orm  und  leiten  daraus  die  Polar-Eigenschaften  der  Ke- 
gelschnittschaar mit  zum  Theil  anderen  Beweisen  direkt  ab. 
Sind  A und  P die  Mittelpunkte  zweier  heliehigen 
Strahlsystcme  in  der  Ebene  und  (a,  a)  irgend  ein  Paar 
konjugirter  Stralilen  des  ersten,  (b,  ß)  ein  Strahlen- 
paar des  zw  eiten  Strahlsystems,  so  bilden  sämmtliche 
Kegelschnitte  in  der  Ebene,  für  welche  diese  beiden 
Strahlsysteme  die  ihnen  zugehörigen  sind  (§  29),  d.  h. 
je  zwei  konjugirte  Strahlen  der  Strahlsysteme  aa  und 
hß  zwei  konjugirte  Strahlen  in  Bezug  auf  den  Kegel- 
schnitt sind,  eine  Kegelschnittschaar. 

Die  Kegelschnitte  dieser  Schaar  haben  vier  reelle  gemein- 
schaftliche Tangenten,  sobald  die  beiden  gegebenen  Strahl.sysleme 
hyperboliscii  sind,  nämlich  die  A.sym[)toten  g,  h des  einen  und 
g',  /i*  des  andern  Strahlsystems,  und  es  können  beliebig  viele 
Kegelschnitte  der  Schaar  vermittelst  dieser  vier  reellen  gemein- 
schaftlichen Tangenten  auf  bekannte  Weise  konstruirt  werden. 
Wenn  dagegen  nur  eines  der  beiden  Strahlsystcme  hyperbolisch, 
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(las  andere  elliptisch  ist,  so  haben  die  Kegelschnitte  nur  zwei 
reelle  gemeinschaftliche  Tangenten,  die  Asymptoten  des  hyperbo- 
lischen Strahlsystems,  und  man  sagt  der  Analogie  wegen,  sic 
haben  ausserdem  zwei  imaginäre  gemeinschaftlicbe  Tangenten; 
endlich  wenn  beide  gegebenen  Slrablsysteme  elliptisch  sind , so 
sagt  man,  die  Kegelschnitte  der  Schaar  haben  vier  imaginäre  ge- 
meinschaftliche Tangenten ; in  diesen  beiden  letzten  Fällen  lassen 
sich  sämmtliche  Kegelschnitte  der  Schaar  auf  folgendem  reellen 
Wege  konstniiren:  Die  Verbindungslinie  A B ist  ein  Strahl,  der 
sowohl  dem  einen,  als  dem  andern  Strahlsystem  angehört;  im 
ersten  Strahlsystem  möge  er  durch  l und  sein  konjiigirter  dunh 
A,  im  zweiten  Strahlsystem  durch  ft  und  sein  konjugirter  durch 
m bezeichnet  werden ; die  Strahlen  A und  m trelTen  sich  in  einem 
Punkte  C,  welcher  zum  Mittelpunkte  eines  dritten,  vollständig 
•bestimmten,  von  den  beiden  gegebenen  Strahlsystemen  abhängigen 
Strahlsystcms  wird;  trelTen  sich  nämlich  irgend  zwei  Strahlen  a 
und  b der  beiden  ersten  Strahlsysteme  in  dem  Punkt  (a,  b)  und 
die  konjugirten  in  dem  Schnittpunkt  {a,  ß),  so  sind  die  Verbin- 
dungslinien dieser  beiden  Punkte  mit  C zwei  Strahlen  c und  y 
des  dritten  Strahlsystems  (c,  y),  welches  wir  in  seiner  Totalität 
erhalten,  wenn  wir  die  Paare  (a,  er)  und  (6,  ß)  beliebig  verän- 
dern. ln  der  That,  halten  wir  zuerst  a und  « fest  und  verän- 
dern b und  ß,  so  beschreiben  die  Strahlen  c und  y zwei  auf 
einander  liegende  projektivisebe  Strahlbüschel,  bei  denen  die 
Schenkel  entsprechender  gleicher  Winkel  verkehrt  auf  einander 
fallen;  denn  die  vier  Strahlen  actey  bilden  allemal  ein  vollstän- 
diges Vierseit,  dessen  drei  Paar  Gegenecken  mit  B verbunden 
drei  Strahlenpaare  eines  Strahlsystems  sind;  von  diesen  ist  das 
eine  ft,  ß,  das  andere  fi.m,  also  auch  das  dritte  ein  solches, 
welches  dem  gegebenen  Strahlsystem  [B]  angehört;  hieraus  folgt, 
dass,  wenn  ein  Strahl  y*  auf  c fällt,  nothwendig  c*  auf  y fallen 
muss,  folglich  bilden  cy  ein  Strahlsystem  (§  17).  Dasselbe  Strahl- 
system resultirt  aber,  wenn  wir  ft,  ß fest  halten  und  a,  « ver- 
ändern; denn  die  Strahlen  CA^  CB  sind  in  dem  einen  und  dem 
andern  Falle  ein  Paar  konjugirte  Strahlen  und  ein  zweites  ge- 
meinschaftliches Paar  ist  selbstverständlich  dasjenige,  welches  nach 
den  Schnittpunkten  der  festgehaltenen  Strahlen  {(/,  ft)  und  (a,  ß) 
hingeht;  folglich  coincidiren  die  in  beiden  Fällen  erhaltenen 
Strahlsysteme  (c,  y).  Da  und  ein  Paar  konjugirte  Strahlen 
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dieses  drillen  Slrahlsystems  sind,  so  wollen  wir  sie  mit  n und  v 
bezeichnen,  so  dass  also  CA  = n = k;  CB  = m = v und 
AB  = l = (X  ist,  und  (/,  X)  (m,  fi)  {n,  v)  drei  Paar  konjugirte 
Strahlen  beziehlich  in  den  drei  Strahlsysleinen  {A)  (B)  [C)  sind. 
Diese  drei  Strahlsysteme  stehen  daher  in  dem  eigenthümlichen 
Zusammenhänge  mit  einander,  dass,  wenn  irgend  drei  Strahlen 
derselben  abc^  durch  einen  Punkt  gehen,  die  konjugirten 
Strahlen  tt  ß y ebenfalls  durch  einen  Punkt  gehen. 

Hieraus  folgt  ein  weiterer  bemerkenswerlher  Zusammenhang 
der  drei  Strahlsysteme  {A)  [B]  [C).  Denken  wir  uns  um  das 
Dreieck  ABC  einen  beliebigen  Kegelscbnilt  Ä gelegt,  so  schnei- 
det bekanntlich  jedes  Strahlsystem  Sehnen  in  dem  Kegelschnitt 
aus,  die  durch  einen  Punkt  laufen  {§  31);  nennen  wir  diesen 
der  Kürze  wegen  den  ,, Sehnenpol“  des  Strahlsystems,  dann  müs- 
sen die  drei  Schncnpole  a,  b,  c der  resp.  Strahlsysteme  {A)  [B]  (C> 
in  einer  Geraden  liegen.  Denn  nehmen  wir  irgend  einen  l'unkt 
P des  Kegelschnitts  ^ und  ziehen  AP,  BP,  CP,  so  müssen  die 
konjugirten  Strahlen  sich  in  einem  Punkte  i7  IrelTen;  möge 
ATI,  BU,  Cn  dem  Kegelschnitte  Ä resp.  in  abc  begegnen, 
dann  werden  AP,  Aa  ein  Paar,  AB,  AC  ein  zweites  Paar  konju- 
girter  Strahlen  des  Strahlsyslems  {A),  also  Pu  und  BC  zwei  Durch- 
bohrungssehnen, der  Schnittpunkt  {Pa,  BC)  = ^ der  Sehnenpol 
des  Slrahlsystems  {A)  sein;  ebenso  {Pb,  CA)  = b der  Sehuenfml 

des  Strahlsystems  {B),  und  endlich  {Pc,  AB)  = i,  der  Sehnenpol 

des  Slrahlsystems  (C).  Wir  haben  nun  das  Pasc ai 'sehe  Sechseck : 

aPb  B C A, 

also  die  Schnittpunkte: 

{Pa,  BC)  [Pb,  CA)  {An,  Bb)  oder 

a b i7 

in  gerader  Linie;  anderseits  das  Pascal’sche  Sechseck: 

b P c CAB, 

also  die  Schnittpunkte: 

{Pb,  CA)  {Pc,  AB)  {Bb,  Cc)  d.  h. 

b c n 

in  gerader  Linie;  da  nun  beide  Geraden  die  Punkte  b und  77 
gemein  haben,  so  fallen  sie  zusammen,  folglich  liegen  abc  in 
einer  Geraden  w.  z.  b.  w. , also  gilt  der  Satz: 

Die  drei  in  Betracht  kommenden  Strahlsysteme 
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(A)  {B)  (C),  haben  den  eigenthüinlichen  Zusammenhang, 
dass,  wenn  man  einen  beliebigen  Kegelschnitt  um  ABC 
legt  und  die  Sehnenpole  (d.  h.  Durchschnittspunkte  der 
Durchbohrungssehnen)  d er  d rei  Strahlsysteme  für  den 
Kegelschnitt  bestimmt,  dieselben  allemal  in  einer  Ge- 
raden liegen. 

Mit  Berücksichtigung  der  oben  (§  41)  bemerkten  Kigenschafl, 
dass  irgend  drei  Paar  Strahlen  aus  solchen  drei  Strahlsystemen 
(A)  (B)  (C)  allemal  sechs  Tangenten  eines  Kegelschnitts  sind, 
können  Mir  folgenden  Satz  aussprechen: 

Haben  wir  ein  Dreieck  ABC  im  Kegelschnitt  und 
cini’!  beliebige  Transversale,  welche  die  Dreieckssei- 
ten BC,  CA,  AB  resp.  in  abc  trifft,  ziehen  durch  abc 
drei  beliebige  Strahlen,  deren  erster  in  a und  der 
•zweite  in  ß und  ß^,  der  dritte  in  y und  y*  dem  Kegel- 
schnitte begegnet,  so  berühren  die  sechs  Strahlen 
Aa,  Au^,  Bß,  Bß\,  Cy , Cy^,  einen  neuen  Kegelschnitt. 

Wenn  wir  nun  irgend  zwei  konjugirte  Strahlen  c,  y des 
Strahlsystems  (G)  als  die  Träger  zweier  projcktivischer  Punkt- 
reihen auffassen,  welche  von  zwei  veränderlichen  konjugirten 
Strahlen  x,  ^ des  ersten  Strahlsystems  (A)  fixirt  werden  (oder 
auch  von  einem  Strahlenpaar  y,  t]  des  zweiten  Strahlsystems  (.5)), 
so  erzeugen  diese  beiden  projektivischen  l*unktrcihen  einen  Kegel- 
schnitt, welcher  die  Träger  c und  y berührt  und  die  Strahlen  x^ 
zu  einem  Paar  konjugirter  Strahlen  hat;  denn  es  sind  die  Schnitt- 
punkte (c,  x),  [y,  ein  Paar  entsprechende  Punkte  der  beiden 
projektivischen  Punktreihen,  aber  auch  gleichzeitig  {c,  $),  (y,  x) 
sind  entsprechende  Punkte;  die  beiden  Projektionsstrahlen  und 
c,  y bilden  ein  dem  Kegelschnitt  umschriebenes  Vierseit,  dessen 
zwei  Diagonalen  x und  | sind;  folglich  sind  x und  | konjugirte 
Strahlen  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt;  da  dasselbe  von  jedem 
Paar  x^  gilt,  so  ist  das  ganze  Strahlsystem  {A)  dasjenige,  welches 
dem  konstruirlen  Kegelschnitte  zugehört,  und  da  dieselben  beiden 
erzeugenden  Punktreihen  auf  c und  y auch  durch  y,  r\  fixirt 
werden,  so  gilt  die  genannte  Eigenschaft  auch  für  das  zweite 
gegebene  Strahlsystem  (.5).  Der  Kegelschnitt  hat  also  die  beiden 
gegebenen  Strahlsysteme  zu  den  ihm  zugehörigen  und  gehört  da- 
her nach  unserer  Definition  der  Schaar  an.  Verändern  wir  nun 
das  willkührlich  gewählte  Paar  c,  y des  dritten  Strahlsystems,  so 
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erhalten  wir  sämnUliche  Kegelschnitte  der  Schaar  durch  reelle 
Konstruktion.  Die  Strahlenpaare  z,  ^ des  dritten  Strahlsysleins 
sind  die  Tangentenpaare  aus  dem  Punkte  C an  die  Kegelschnitte 
der  Schaar;  die  Verbindungslinie  Jlf  ist  die  Polare  dos  Punktes 
C für  sämintliche  Kegelschnitte  der  Schaar  und  das  Punktenpaar 
B ein  specieller  Kegelschnitt  derselben.  Die  drei  Strahlsystcnie 
(A)  (B)  (C)  stehen  hinsichtlich  ihrer  Natur  in  folgendem  Zusam- 
menhänge : 


Strahlsvstem 

Strahlsystem 

{B) 

Strahlsystem 

{(■) 

Kegelschnittschaar 

1.  elliptisch 
II.  elliptisch 

III.  hyperb. 

IV,  hyperb. 

elliptisch 

hyperbolisch 

elliptisch 

hyperbolisch 

hyperbolisch 

elliptisch 

elliptisch 

hyperbolisch 

vier  imag.  gern.  Tang, 
zwei  reelle,  zwei  imag.  T 
zwei  imag.,  zwei  reelle  T 
vier  reelle  gern.  Tang. 

Sind  nun  x,  ^ und  y,  rj  zwei  Paare  konjugirter  Strahlen  aus 
den  beiden  Strahlsysteinen  {A)  und  {B)  und,  wie  wir  wissen,  zu- 
gleich zwei  Paare  konjugirter  Strahlen  in  Bezug  auf  jeden  Kegel- 
schnitt der  Schaar,  so  erhalten  wir  aus  ihnen  nach  dem  in  § 31 
bewiesenen  Satze  ein  drittes  Paar  (o:y,  und  (xrj,  ^y), 
welches  ebenfalls  konjugirte  Strahlen  sein  müssen  für  säramtlichc 
Kegelschnitte  der  Schaar,  d.  h.  die  Pole  von  einer  dieser  beiden 
Geraden  für  alle  Kegelschnitte  der  Schaar  liegen  auf  der  andern, 
und  solcher  Paare  konjugirter  Geraden  können  wir  durch  Verän- 
derung der  Paare  x,  § und  y,  rj  unendlich  viele  herstellen.  Ir- 
gend zwei  Paare  von  diesen  gefundenen  lassen  sich  wieder  zur 
Herstellung  eines  neuen  dritten  Paares  verwenden  und  dies  hat 
einen  netzartigen  Fortgang  bis  ins  Unendliche.  Es  entsteht 
die  Frage,  ob  jede  beliebig  gegebenje  Gerade  ein  Mal  mit  dem 
einen  Theil  eines  solchen  Linienpaares  zusammenfällt?  Diese 
Frage  wollen  wir  indirekt  beantworten:  Wir  wissen,  dass,  wenn 
wir  irgend  einen  Punkt  p in  der  Ebene  mit  ABC  durch  drei 
Strahlen  abc  verbinden,  die  drei  konjugirten  Strahlen  a y sich 
in  einem  korrespondirenden  Punkte  tu  treffen;  wir  verändern  jetzt 
p auf  einer  Geraden  ® und  suchen  den  Ort  des  Punktes  n auf; 
derselbe  ist  offenbar  ein  Kegelschnitt,  welcher  dein  Dreieck  ABC 
umschrieben  ist;  denn  da  a und  h zwei  perspektivische  Strahl- 
büschel beschreiben  und  or  ein  mit  a,  ß ein  mit  b projektivisches 
Strahlbüschel  beschreibt  (wegen  der  Strahl.systeme) , so  sind  auch 
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die  Strahlbuschel , welche  a und  ß besclireibcn , projeklivisch ; ihr 
Erzeuguiss  oder  der  Ort  des  Punktes  n ist  also  ein*  Kegelschnitt 
der  durch  A und  B und  ebenso  auch  durch  C geht  und  des- 
sen Tangenten  in  diesen  Punkten  leicht  zu  ermitteln  sind.  Wenn 
nun  der  Kegelschnitt  ^ die  Gerade  @ in  zwei  Punkten  s und  t 
schneidet,  so  muss  für  einen  derselben,  z.  B.  s,  wenn  wir  uns 
p in  denselben  hineinfallend  denken,  der  korrespondirende  n 
sowohl  im  Kegelschnitt  ^ liegen,  als  auch  in  der  Geraden 
weil  s sowohl  in  der  Geraden,  als  auch  im  Kegelschnitt  liegt; 
der  korrespondirende  Punkt  zu  s muss  also  / sein  und  umgekehrt, 
d.  h.  es  ist  sowohl  As  und  At^  als  auch  Bs  und  je  ein  Paar 
konjugirter  Strahlen  der  beiden  gegebenen  Sti’alils^stelhe  [A]  und 
(i9).  Hieraus  folgt  nach  dem  obigen  Satze:  die  Gerade  @ als 
Verbindungslinie  der  Schnittpunkte  [{As,  Bs),  [At,  P/)]  und  die 
Gerade^  als  Verbindungslinie  der  Schnittpunkte  Bt),  {At,  i?^)] 
sind  eiu  neues  Paar  konjugirter  Strahlen  in  Bezug  auf  sämmtliche 
Kegelschnitte  der  Schaar,  d.  h.  die  Pole  der  Geraden  @ in 
Bezug  auf  alle  Kegelschnitte  der  Schaar  liegen  auf 
der  Geraden  Wenn  dagegen  der  Kegelschnitt  ^ die  Ge- 
rade ® nicht  triflt,  so  hören  die  Punkte  s und  t zu  existiren 
auf,  wohl  aber  bleibt  die  Gerade  $ bestehen,  denn  sie  ist  nach 
der  vorigen  Konstruktion  nichts  anderes,  als  die  Polare  desjeni- 
gen Punktes,  in  welchem  die  Ver-  (Fig.  67.) 

bindungslinie  AB  die  Gerade  ® 
trilTL  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt 
Es  ist  also  zu  vermuthen,  dass 
die  geometrische  Eigenschaft  der 
gefundenen  Geraden  ^ fortbe- 
stehen  wird,  aber  der  oben  gege- 
bene Beweis  ist  nicht  mehr  zulässig 
und  wir  werden  uns  für  diesen  Fall 
nach  einem  anderen  Beweise  Um- 
sehen müssen.  Um  zunächst  die 
Gerade  § unabhängig  von  der 
Bealität  der  Punkte  s und  t zu 
konstruiren,  bezeichnen  wir  (Fig. 

67)  den  Schnittpunkt  von  AB  mil. 

(S  durch  c,  den  vierten  harmonischen  Punkt  zu  den  dreien  c,  4,  ß, 
wobei  A und  B als  zugeordnete  aufgefas.st  werden,  durch  c,  und 
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endlich  denjenigen  Punkt  auf  der  Geraden  welcher  in  Bezug 
auf  den  Keg(flschnitt  ^ dem  c konjugirt  ist,  durch  C2>  dann  geht  ^ 
durch  c,  und  c.,  und  ist  durch  diese  beiden  immer  reellen  Punkte 
bestimmt;  bezeichnen  wir  noch  die  Schnittpunkte  von  i^Gund  AC 
mit  @ durch  a und  b,  so  wird,  weil  das  in  B befindliche  Strahlsystem 
BC  und  BA  zu  konjugirten  Strahlen  hat,  der  zu  Aa  konjugirle 
Strahl  des  Strahisystems  (A)  die  Tangente  in  A am  Kegelschnitt  ^ 
sein  und  ebenso  der  zu  Bb  konjugirte  Strahl  des  Strahlsystems  (B) 
die  Tangente  in  B am  Kegelschnitt  Wir  haben  also  in  A und  in  B 
zwei  Strahlenpaare  der  beiden  gegebenen  Strahlsysteme;  da  nun 
sämmtliche  Strahlen|»aare  in  dem  Kegelschnitt  ^ Durchbohrungsseh- 
nen aus.sclfteiden,  welche  für  das  ganze  Strahlsystem  durch  einen 
festen  Punkt  laufen  (§31),  so  erkennen  wir,  dass  das  in  ^ gegebene 
Strahlsystem  als  solchen  Durchschnittspunkt  der  Durchbohrungs- 
sehnen mit  ^ den  Punkt  a liefert  und  ehenso  das  in  B gegebene 
Strahlsystem  den  Punkt  b,  und  umgekehrt:  jede  durch  a gehende 
Sehne  trifft  ^ in  zwei  solchen  Punkten,  welche  mit  A verbunden 
ein  Paar  konjugirte  Strahlen  des  Strahisystems  [A)  liefern  und 
ebenso  für  b.  Liegt  also  a ausserhalb  des  Kegelschnitts  so 
geben  die  Berührungspunkte  des  aus  a an  ^ gelegten  Tangenten - 
paares  mit  A verbunden  die  Asymptoten  des  Strahlsystenjs  (A), 
welches  in  diesem  Falle  hyperholisch  sein  muss,  um^ebenso  für  b. 
Die  Berührungssehnc  des  aus  a an  ^ gelegten  Tangentenpaars 
geht  aber  durch  den  Pol  von  @ in  Bezug  auf^,  folglich  treffen 
die  beiden  Asymptoten  des  Strahlsystems  {A)  die  Gerade  @ in 
zwei  solchen  Punkten,  welche  ein  Paar  konjugirtcr  Punkte  des- 
jenigen Punktsystems  auf  ©-sind,  welches  dem  Kegelschnitt  ^ 
zugehört;  ebenso  treffen  die  beiden  Asymptoten  des  Strahlsystems 
{B)  die  Gerade  © in  zwei  konjugirten  Punkten  des  dem  Kegel- 
schnitt ^ zugehörigen  Punktsystems  und  dieses  Punktsystem  ist 
durch  die  beiden  Punktenpaare  vollständig  bestimmt. 

Wir  müssen  nun  untersuchen,  unter  welchen  Umstanden’ die 
oben  mit  s und  t bczeichneten  Schnittpunkte  des  Kegelschnitts  ^ 
mit  der  Geraden  © reell  oder  imaginär  werden;  da  die  von  A 
und  B nach  ihnen  hingehenden  Strahleiipaare  für  beide  Strahl- 
systeme {A)  und  (^)  je  ein  Paar  konjugirte  Strahlen  sind,  so 
sehen  wir,  dass  s und  t das  gemeinschaftliche  Paar  konjugirter 
Puidite  zweier  auf  © zusammenliegender  Punktsysteme  sind,  welche 
durch  die  gegebenen  Strahlsysteme  {A)  und  (/?)  ausgeschnitten 
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werden;  nach  § 16  exislirt  nun  immer  ein  reelles  gemeinschaft- 
liches Paar,  sobald  wenigstens  eins  der  beiden  Punktsysteme, 
also  auch  eins  der  beiden  Strahlsysteme  [A)  oder  (^)  elliptisch 
ist,  oder  was  dasselbe  bewirkt,  sobald  wenigstens  einer  der  beiden 
Punkte  a oder  b innerhalb  des  Kegelschnitts  ^ liegt;  d.  h.  in 
den  oben  mit  (I),  (11),  (III)  bezeichneten  Fällen  ist  das  Punkten- 
paar st  reell,  also  für  eine  Kegelscbnittschaar  mit  vier  imaginä- 
ren oder  zwei  imaginären  und  zwei  reellen  gemeinschaftlichen 
Tangenten;  nur  in  dem  Falle  IV,  also  für  eine  Kegelschnittschaar 
mit  vier  reellen  gemeinschaftlichen  Tangenten  können  die  Punkte 
s und  t imaginär  werden.  Für  diesen  Fall  lässt  sich  aber  ahder- 
seits  aus  den  Eigenschaften  des  einem  Kegelschnitt  umschriebenen 
Vierseits  (§  27)  direkt  nachw eisen,  dass  die  Pole  einer  Geraden 
® in  Bezug  auf  sämmtliche  Kegelschnitte  einer  Schaar,  die  einem 
Vierseit  einbeschrieben  ist,  auf  einer  zweiten  Geraden  liegen  und 
dann,  was  noch  erforderlich  ist,  zeigen,  dass  diese  Gerade  mit 
der  oben  konstruirten  Geraden  § identisch  ist.  Das  Erstere  ge- 
schieht auf  analoge  Weise,  wie  in  § 46:  Ist  nämlich  das  voll- 
ständige Vierseit,  dessen  drei  Paar  Gegenecken  AB,  Ä B\  A'B" 
und  dessen  drei  Diagonalpunkte  xyz  sind,  (Fig.  68)  gegeben,  so 
liegen  die  Berührungsjmnkte  irgend  eines  demselben  einbeschrie- 
benen Kegelschnitts  (§  27)  paarweise  mit  den  Diagonalpunkten  in 
gerader  Linie  und  bilden  also  ein  vollständiges  Viereck,  dessen 
Diagonaldreieck  ebenfalls  xyz  ist.  Wenn  nun  irgend  eine  Ge- 
rade @ in  der  Ebene  gegeben  ist,  so  konstruiren  wir  den  Pol 
derselben  in  Bezug  auf  einen  dem  Vierseit  einbeschriebenen  Ke- 
gelschnitt, indem  wir  die  Berührungssehue  des  durch  a'  gehen- 
den Tangeiltenpaars  die  Gerade  @ in  m und  die  Berührungssehne 
des  durch  B'  gehenden  Tangentenpaares  die  Gerade  @ in  n tref- 
fen lassen,  sodann  zu  dem  Tangenteupaar  in  A'  und  A'm  den 
vierten  harmonischen  Strahl,  ebenso  zu  dem  Tangentenpaar  in 
B’  und  J7'n  den  vierten  harmonischen  Strahl  herstellen  und  den 
Schnittpunkt  p dieser  beiden  vierten  harmonischen  Strahlen  auf- 
suchen ; dann  ist  p der  Pol  von  ® in  Bezug  auf  denjenigen  dem 
Vierseit  einbeschriebenen  Kegelschnitt,  dessen  Berührungssehnen 
für  die  Konstruktion  verwendet  sind.  Diese  beiden  Berührungs- 
sehnen schneiden  sich  nun  in  dem  Diagonalpunkte  y und  sind  zu 
yx  und  yz  harmonisch;  bei  der  Veränderung  des  Kegelschnitts 
beschreiben  also  m und  n ein  Punktsystem,  d.  h.  zwei  auf  ein- 
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ander  liegende  projeklivisclie  Punktreilien,  folglich  A'm  und  B'n 
zwei  projeklivisclie  Stralilhüschei.  Ferner  sind  A'm  und  A'p 

(Fifr.  f>8.) 


zugeordnet  harmonisch  mit  dem  Tangentenpaar  durch  A',  also 
heschreiben  hei  der  Veränderung  des  Kegelschnitts  die  Strahlen 
A'm  und  A'\i  zwei  projektivische  Strahlbüschel,  ebenso  aucli 
und  jJ'p,  folglich  auch  yi'p  und  B'p,  deren  Schnittpunkt  der 
gesuchte  Pol  p ist.  Diese  beiden  von  A'p  und  B'p  beschriebenen 
projeklivischen  Strahlbuschel  liegen  aber  perspektivisch,  weil  auf 
die  Verbindungslinie  ihrer  Mittelpunkte  zwei  enLsprechende  Strah- 
len zusammenfallen;  dies  tritt  nämlich  in  dem  besonderen  Fall 
ein,  wenn  die  eine  Berührungssehne  durch  A'  selbst  geht,  also 
A'y  wird,  die  andere  B'y,  der  Kegelschnitt  der  Schaar  aber  in 
das  Punklenpaar  A'  li'  ausartet.  Der  Ort  des  Pols  p ist  also  der 
Durchschnitt  zweier  perspektivischen  Stralilhüschei  oder  eine  Ge- 
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rade.  Diese  gehl  durcli  diejenigen  drei  Punkte  der  Diagonalen 
ABf  A' B\  A''B",  welche  den  Schnitlpunkten  mit  ® harinoniscli 
zugeordnet  sind;  insbesondere  also  auch  durcIi  den  oben  mit  C] 
hezeichneten  Punkt  auf  AB;  den  Punkt,  in  welchem  sie  die 
Gerade  @ trifft,  können  wir  ebenfalls  angeben.  Unter  den 
Kegelschnitten  der  Schaar  giebt  es  nämlich  einen,  welcher  zu- 
gleich die  Gerade  @ beridirt;  der  Pol  von  ® in  Bezug  auf 
ihn  ist  der  Deriihriingspunkt,  und  da  dieser  in  der  gefun- 
denen OrLsgeraden  von  p liegen  muss,  so  ist  er  der  Schnitt- 
punkt derselben  mit  ®.  Diesen  Punkt  Co  können  wir  mit  llfdfe 
des  besonderen  Kegelschnitts,  welcher  dem  Vierseit  einheschrie- 
heii  ist  und  zugleich  ® berfihrt,  noch  anders  definiren.  Bekannt- 
lich (§  31)  bestimmen  die  Tangentenpaare  aus  den  Punkten  einer 
(Geraden  an  einen  Kegelschnitt  gelegt  auf  einer  festen  Tangente 
desselben  ein  Punktsystem ; betrachten  wir  den  dem  Vierseit  ein- 
heschriebenen  Kegelschnitt,  welcher  gleichzeitig  @ berührt,  so 
bestimmt  das  Tangentenpaar  aus  A und  das  aus  B zwei  Punklen- 
paare  auf  @,  welche  dies  Punktsystem  konstituiren.  Alle  Punkte 
der  Geraden  AB  geben  also  Tangentenpaare,  die  @ immer  in  je 
zw<^i  konjugirteii  Punkten  dieses  Punktsystems  treffen,  insbeson- 
dere auch  der  Schnittpunkt  c von  AB  mit  ®;  von  seinem  Tan- 
gentenpaar ist  aber  ein  Theil  ® selbst,  also  der  eine  Schnitt- 
punkt der  Berührungspunkt  c.^  und  der  andere  c;  hiernach  bestim- 
men die  Schnittpunkte  des  Seitenpaares  durch  A und  des  Seiten- 
paares durch  B auf  @ ein  Punktsystem,  von  welchem  c und  C2 
ein  Paar  konjugirte  Punkte  sind.  Nach  dem  Früheren  sind  nun 
die  Punkte  Cj  und  Cj  dieselben,  welche  dort  zur  Bestimmung  der 
Geraden  § dienten;  folglich  coincidirt  die  früher  konstruirte  Ge- 
rade auch  für  den  Fall  einer  KegelschnitLschaar  von  vier  reel- 
len gemeinschaftlichen  Tangenten  mit  der  jetzt  gefundenen  Orts- 
geraden der  Pole  von  ® in  Bezug  auf  alle  Kegelschnitte  der 
Schaar  und  somit  ist  denn  für  alle  Fälle  die  Gültigkeit  des 
Satzes  erwiesen:  Die  Pole  einer  Geraden  ® in  Bezug  auf 
sämmtliche  KcgcKschnitte  einer  Schaar  liegen  auf  einer  neuen 
Geraden  und  also  auch  die  Pole  von  § auf  der  Geraden  ®, 
oder:  Die  (Jeraden  ® und  ^ sind  ein  Paar  konjugirte  Strahlen 
in  Bezug  auf  sämmtliche  Kegelschnitte  der  Schaar  und  heissen 
daher  „konjugirte  Gerade  in  Bezug  auf  die  Kegel- 
schnittschaar'^  Zu  jeder  Geraden  @ in  der  Ebene  einer  Ke- 
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gelschnittschaar  geliört  immer  eine  bestimmt c konjiigirle  Gerade, 
insbesondere  zu  der  unendlicb-enlfernten  Geraden  die  Millel- 
punktslinie  ÜJi,  auf  welcher  die  Mittelpunkte  sämmtlicber  Kegel- 
schnitte der  Schaar  liegen.  Die  Paare  von  konjugirten  Geraden 
erffillen  also  auf  doppelte  Art  die  ganze  Ebene.  Fassen  wir  irgend 
ein  solches  Paar  von  konjugirten  Geraden  @ und  ^ ins  .Auge  und 
nennen  P ihren  Schnittpunkt,  so  wird  die  Polare  von  P in  Bezug 
auf  irgend  einen  Kegelschnitt  der  Schaar  mit  @ und  ^ zusammen 
ein  Tripel  konjiigirter  Strahlen  in  Bezug  auf  diesen  Kegelschnitt 
bilden;  alle  Kegelschnitte  der  Schaar  haben  ausserdem  das  Tripel 
konjiigirter  Strahlen  gemeinschaftlich,  welches  von  den  Seilen  des 
Diagonaldreiecks  xijz  gebildet  wird,  und  da  zwei  Tripel  konju- 
girter  Strahlen  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  allemal  einen  neuen 
Kegelschnitt  berühren  (§31),  so  berührt  die  Polare  von  P in 
Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  der  Schaar  einen  gewissen  neuen 
Kegelschnitt,  welcher  durch  die  fünf  Tangenten:  Die  Seilen  des 
Diagonaldreiecks  xyz  und  die  Geraden  @ und  ^ vollständig  be- 
stimmt ist;  also:  Die  Polaren  des  Punktes  P in  Bezug  auf 
sämmtliche  Kegelschnitte  der  Schaar  umhüllen  einen  Kegelschnitt, 
welcher  dem  Diagonaldreieck  einhcschriehcn  ist.  Diese  Eigen- 
schaft gilt  nun  wiederum  allgemein  für  jeden  Punkt  P der  Ebene, 
auch  wenn  das  Diagonaldreieck  nicht  vollständig  reell  ist  und  der 
Punkt  P nicht  als  Schnittpunkt  eines  reellen  Paares  konjugirter 
Gerader  ®,  § aufgefasst  werden  kann,  denn  die  Sclinitlpunkle 
sämmllicher  Paare  von  konjugirten  Geraden  @,  § erfüllen  nicht 
die  ganze  Ebene.  Um  nun  die  Allgemeingültigkeil  der  genannten 
Eigenschaft  darzuthun,  bemerken  wir,  dass,  wenn  wir  zu  einem 
gegebenen  Punkte  P die  Polare  in  Bezug  auf  irgend  einen  Kegel- 
schnitt der  Schaar  konstruiren  und  zu  ihr  wiederum  die  konju- 
girte  Gerade  in  Bezug  auf  die  KegelschniUschaar , die  letztere 
Gerade  nolhw endig  durch  P gehen  muss;  verändern  wir  also  den 
Kegelschnitt  der  Schaar,  so  laufen  diese  letzteren  Geraden  .sämmt- 
lich  durch  P,  und  auch  umgekehrt,  wenn  wir  irgend  eine  Gerade 
® durch  P ziehen,  so  muss  die  ihr  konjugirte  Gerade  ^ in  Be- 
zug auf  die  KegelschniUschaar  nolhwendig  die  Polare  von  P in 
Bezug  auf  einen  bestimmten  Kegelschnitt  der  Schaar  sein;  denn 
konstruiren  wir  von  dem  Schnittpunkte  (®,  §)  die  Polaren  in 
Bezug  auf  sämmtliche  Kegelschnitte  der  Schaar,  so  umhüllen  die- 
selben nach  dem  Obigen  einen  gewissen  Kegelschnitt,  welcher 
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@ und  ^ bcrfilirt,  und  die  Schnittpunkte  säniintlicher  Tangenten 
dieses  Kegelschnitts  mit  ®.  sind  die  Pole  von  ^ in  Bezug  auf 
alle  Kegelschnitte  der  Schaar;  diese  erffillen  aber  die  Gerade  @ 
ganz  und  unter  ihnen  kommt  also  auch  P vor;  es  sind  also  auch 
P und  ^ Pol  und  Polare  für  einen  bestimmten  Kegelschnitt  der 
Schaar.  Hieraus  geht  hervor,  dass  der  Ort  der  Polaren  des 
Punktes  P in  Bezug  auf  alle  Kegelsclmitte  der  Schaar  identisch 
ist  mit  dem  Ort  derjenigen  Geraden  welche  sammtliclien  durch 
P gehenden  Geraden  @ in  Bezug  auf  die  Kegelschnittschaar  kon- 
jugirt  sind.  Wir  werden  also,  um  jenen  Ort  zu  bestimmen,  eine 
veränderliche  Gerade  @ um  den  festen  Punkt  P drehen  und  den 
Ort  der  konjugirten  Geraden  § aufsuchen.  Nach  dem  PYüheren 
erschien  die  Gerade  5p  als  die  Polare  desjenigen  l'unktes  c,  in 
welchem  @ von  AB  getrolfen  wird  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt 
Ä {Fig.  G7).  Dieser  Kegelschnitt  verändert  sich  nun  mit  @; 
läuft  nämlich  @ beständig  durch  einen  festen  Punkt  P und  haben 
die  Strahlen  AP^  BP  zu  ihren  konjugirten  in  den  beiden  erzeu- 
genden Strahlsystemen  [A)  und  (/?)  die  Sirahlen  A 77,  BTI,  welche 
sich  in  77  treffen,  so  geht  der  veränderliche  Kegelschnitt  B durch 
den  festen  Punkt  77  und  ausserdem  durch  ABC,  beschreibt  also 
ein  Büschel  mit  vier  reellen  Mittelpunkten.  Die  beiden  Tangen- 
ten in  A und  B an  dem  Kegelschnitt  ^ treffen  sich  in  einem 
Punkte  S,  dessen  Ort  eine  feste  Gerade  sein  wird,  eine  Diago- 
nale des  vollständigen  Vierecks  ^^C77,  nämlich  die  Verbindungs- 
linie der  Schnittpunkte  (.777,  BC)  und  (7? 77,  AC).  Die  Polare 
von  c in  Bezug  auf  ^ geht  aber  durch  S und  den  vierten  harmo- 
nischen Punkt  Cj  zu  A,  B,  während  A und  B zugeordnete  Punkte 
sind;  durch  die  beiden  Punkte  S und  c,  ist  ^ bestimmt  und  wir 
erkennen  jetzt  leicht,  dass  hei  der  Bewegung  von  @ die  Punkte 
S und  Cj  zwei  projektivische  Punktreihen  auf  ihren  Trägern  durch- 
laufen; zu  der  Tangente  ist  nämlich  im  Strahlsystem  [A]  der 
Strahl  Aa  konjugirt  und  a der  Schnittpunkt  von  @ mit  BC.  Wenn 
sich  also  @ um  den  festen  Punkt  P dreht,  so  beschreiben  c und 
a perspektivische  gerade  Punktreihen  auf  BC  und  AB,  folglich  der 
vierte  harmonische  Punkt  Cj  eine  mit  c projektivische  Punktreihe, 
weil  c und  C|  ein  hyperbolisches  Punktsystem  auf  A B konstituiren ; 
ferner  beschreibt  Aa  ein  Strahlhüschel,  welches  projektivisch  ist 
mit  der  Punktreihe  c und  AS  ein  mit  Aa  projektivisches  Strahl- 
hüschel, weil  AS  und  Aa  immer  zwei  konjugirte  Strahlen  des 
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Stralilsystonis  (A)  sind;  also  werden  endlich  die  von  S und  c, 
diirchlaiirenen  geraden  Punktreilien  projektivisch  sein  und  der  Orl 
der  Verbindungslinie  5c,  ~ ^ wird  ein  Kegelschnitt,  welcher  ins- 
besondere auch  AB^  sowie  ATI  und  BIJ  herfihrt.  Dieser. Kegelschiiill 
heisst  der  Polarkegelsclinitt  des  Punktes  P in  Bezug 
auf  die  Kegelschnittschaar  und  besitzt  folgende  Eigenschafl: 
Die  Polaren  eines  Punktes/*  in  Bezug  auf  alleKe- 
gelschnittc  einer  Schaar  umhüllen  einen  Kegelschnitt, 
welcher  zugleich  der  Ort  aller  Geraden  ^ ist,  die  zu 
sämmtlichen  durch  P gehenden  Geraden  @ in  Bezug 
auf  die  Kegeischnittschaar  konjugirt  sind.  Hat  die  kc- 
gelschniltschaar  vier  reelle  gemeinschaftliche  Tangenten,  so  be- 
rührt dieser  Polarkegelschnitt  von  P allemal  die  drei  Diagonalen 
des  von  den  vier  gemeinschaftlichen  Tangenten  gebildeten  voll- 
ständigen Vierscits  und  ausserdem  diejenigen  sechs  Strahlen,  welche 
mau  erhält,  wenn  man  durch  jede  der  sechs  Ecken  des  vollstän- 
digen Vierseits  den  vierten  harmonischen  Strahl  konstruirt  zu  dein 
Seitenpaar  und  dem  Verbindungsstrald  der  Ecke  mit  /*,  diesem 
letzteren  zugeordnet.  Liegt  P ausserhalb  des  Polarkegelschnitts, 
so  ist  das  aus  ihm  an  denselben  gelegte  Tangentenpaar  ein  Paar 
konjugirter  Strahlen  in  Bezug  auf  die  Schaar  und  es  giebt  zwei 
reelle  Kegelschnitte  der  Schaar , welche  durch  P gehen  und  deren 
Tangenten  in  P eben  diese  beiden  Strahlen  sind.  Aus  der  Eigen- 
schaft des  Polarkegelschnitts  folgt  zugleich  eine  nützliche  Bemer- 
kung: Die  Pole  einer  Geraden  ® in  Bezug  auf  die  Kegelschnitte 
einer  Schaar  liegen  auf  einer  Geraden  und  bilden  eine  gerade 
Punktreihe;  die  Pole  einer  zweiten  Geraden  ®'  bilden  eine  zweite 
gerade  Punktreihe  auf  Betrachten  wir  in  diesen  beiden  Puukt- 
reihen  als  entsprechende  Punkte  die  Pole  von  ® und  ®'  in  Bezug 
auf  denselben  Kegelschnitt  der  Schaar,  so  sind  die  beiden  Punkt- 
reihen auf  und  allemal  projektivisch,  wie  auch  ® und 
angenommen  werden  mögen;  denn  die  Verbindungslinie  je 
zweier  entsprechender  Punkte  umhüllt  den  Polarkegelschnitt  des 
Schnittpunktes  {@,  ®')  in  Bezug  auf  die  Schaar,  welcher  zugleich 
S)  und  Sy  zu  Tangenten  hat,  folglich  schneiden  alle  übrigen  Tan- 
genten § und  Sy  in  zwei  projektivischen  Punktreihen.  Ferner 
lässt  der  Polarkegelschnitt  die  charakteristische  Eigenschaft  der 
Kegeischnitlschaar  in  bestimmterer  Weise  hervortreten ; der  Polar- 
kcgelschnitt  eines  beliebigen  Punktes  P heisse  nehmen  wir 


DIgitized  by  Google 


Kegelschnittbüschel  und  Kegclschnittschaar.  § 48. 


341 


zuerst  an,  dass  P ausserhalb  Hegt,  so  gebt  durch  P ein 
Tangenleiipaar  an  welches  zugleich  ein  Paar  konjugirter  lle- 
rader  in  Bezug  auf  die  Schaar  ist,  also  für  jeden  Kegelschnitt 
der  Schaar  zu  dem  Tangentenpaar  aus  P an  letzteren  harmonisch 
gelegen  ist.  Die  sännntlichen  Tangentenpaarc  aus  P an  die  Ke- 
gelschnitte der  Schaar  bilden  also  ein  hyperbolisches  Strahlsystein, 
welches  zusainincnffdlt  mit  dcn)jenigen  Strahlsystem,  das  dem 
Punkt  P in  Bezug  auf  den  Polarkegelschnitt  zugehört  und 
dessen  .\symptoten  eben  aus  dem  Tangentenpaar  von  P an 
bestehen.  Wenn  dagegen  P innerhalb  des  iVdarkegelscbnitts 
liegt,  so  existirt  kein  reelles  Tangentenpaar  an  aber  trotz- 
dem bilden  die  Tangentenpaare  aus  P an  die  Kegelschnitte  der 
Schaar  ein  elliptisches  Strahlsystem,  welches  mit  demjenigen  zu- 
sammenfrdlt,  das  dem  Punkt  P in  Bezug  auf  zugehört.  Um 
dies  zu  erkennen,  denken  wir  uns  ein  Tangentenpaar  aus  P an 
einen  Kegelschnitt  der  Schaar,  es  sei  ® und  die  Polare  von 
P in  Bezug  auf  denselben  sei  lÖ,  welche  die  beiden  Berührungs- 
punkte auf  ® und  verbindet;  sei  ferner  die  konjugirte  Gerade 

von  @ in  Bezug  auf  die  Schaar  und  von  Sy,  so  geht  § 
durch  den  Berührungspunkt  von  @,  und  Sy  durch  den  Berührungs- 
punkt von  d.  h.  die  Verbindungslinie  (@§,  ) ist  iden- 

tisch mit  2.  Der  Polarkegelschnitt  muss  aber  die  drei  Ge- 
raden § Sy  und  2 berühren,  weil  2 die  Polare  von  P ist  in 
Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  der  Schaar  und  § und  §'  konju- 
girte Gerade  von  ® und  sind,  welche  sich  in  P treffen.  Da 
nun  ®,  § und  Sy  zwei  Paare  konjugirter  Gerader  in  Bezug 
auf  die  Schaar  sind,  so  werden  auch  (§  31):  (®@',  S)^')  und 
ein  drittes  Paar  konjugirter  Geraden  in  Bezug  auf 
die  Schaar  sein,  und  weil  von  diesen  die  erstere  durch  P gehl, 
so  wird  die  Letztere  C^'-^  berühren;  wir  haben  also  jetzt  vier  Tan- 
genten von  nämlich: 

Von  diesen  dem  Kegelschnitt  umschriebenen  Vierscit  sind 
offenbar  die  Geraden  @ und  ©'  zwei  Diagonalen,  wie  aus  dem 
Anblick  der  Buchstaben  hervorgeht,  folglich  sind  @ und  ein 
Paar  konjugirter  Strahlen  in  Bezug  auf  den  Polarkegelschnilt 
und  da  alle  durch  P gehende  Paare  konjugirter  Strahlen  in  Be- 
zug auf  denselben  ein  Strahlsystem  bilden,  so  folgt  der  Satz: 

Die  Tange  Ilten  paare  aus  einem  beliebigen  Punkte  P 
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an  die  Kcgolsch nitle  einer  Schaar  liilden  ein  Strahl- 
system»  welches  i denlisch  ist  mil  deinjeiügen,  das  dem 
Punkte  P in  Bezug  auf  seinen  Pol arkegcl schnitt 
zugehört;  also  je  zwei  Tangenten  aus  P an  einen  Ke- 
gelschnitt der  Schaar  sind  ein  Paar  konjugirter  Strah- 
len in  Bezug  auf  den  Polarkegelschnitt 

Der  l‘olarkegelschnitt  eines  Punktes  P in  Bezug  auf  die 
K^gelschnittschaar  ist  insbesondere,  wie  wir  gesehen  haben,  dem 
gemeinschaftlichen  Tripel  konjugirter  Slrahleti  für  alle  Kegel- 
schnitte der  Schaar  einheschrieben ; dieses  Tripel  ist  aber  nur 
reell,  wenn  das  Strahlsyslem  (C)  byperbolisch  ist,  und  besteht 
alsdann  aus  den  Asymptoten  desselben  und  der  Verbindungslinie 
AB,  welche  die  drei  Diagonalen  sind.  Ist  dagegen  das  Strahl- 
system (C)  elliptisch,  so  tritt  an  die  Stelle  der  genannten  Eigen- 
schaft die  mit  ihr  gleichhedeutende,  dass  das  Strahlsystem 
{C)  allemal  dasjenige  ist,  welches  dem  Punkte  C in  Be- 
zug auf  irgend  einen  l*olark  ege  1 schnitt  zu  gehört. 

Hin  diese  Behauptung  zu  rechtfertigen,  denken  wir  uns  den  Po- 
larkcgelschnitt  eines  beliebigen  Punktes  P auf  etwas  andere 
Weise  hergestellt.  Konstruiren  wir  die  den  Strahlen  AP,  BP,  CP 
konjugirten  Strahlen  in  den  drei  Slrahlsystemen  (A)  [B)  (C),  so 
schneiden  sich  dieselben  in  einem  Punkte  11,  und  ziehen  wir  durch 
P irgend  eine  (ierade  welche  AB  \\\  c trilTt  (Fig.  69),  so 


(Fig.  09.) 


wird  n c die  feste  Gerade 
C P in  einem  Punkte  X 
treffen,  so  dass  durch  die 
fünf  Punkte  ABCTIX  der 
oben  mit  ^ bezeichnete 
Kegelschnitt  bestimmt  wird, 
denn  da  CP  und  CTI  ein 
Paar  konjugirter  Strahlen 
des  Strahlsystems  [C]  ist,  so 
muss  die  Durchbohrungs- 
sehne n X mit  dem  Kegel- 
schnitt ^ durch  den  Punkt 
c gehen,  wie  es  schon 
oben  für  die  Punkte  a und 
b nachgewiesen  ist  .und  in 
gleicher  Weise  für  den 
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Tunkt  c gilt;  wir  sehen  also  umgekehrt,  dass  CP  und  J7  c sich 
in  einem  Punkte  X des  Kegelschnitts  ^ trelTen  müssen,  und  kön- 
nen jetzt  von  diesem  Kegelschnitte  ganz  abstrahiren,  indem  wil- 
den zu  seiner  Bestimmung  dienenden  Punkt  X allein  ins  Auge 
fassen;  verbinden  wir  die  Schnittpunkte:  [AX,  TIB)  = cc  und 
{BX,  I2A)  = ß,  so  ist  die  Verbindungslinie  of|3  ==  § die  kon- 
jugirte  Gerade  zu  ® in  Bezug  auf  die  Schaar,  und  indem  wir 
die  Gerade  ® um  den  festen  Punkt  P drehen,  umhüllt  die  in  der 
angegebenen  Weise  konstruirte  Gerade  § den  Polarkcgelschnitt 
Diese  Konstruktion  gestattet  leicht,  die  Veränderung  zu  über- 
blicken, welche  die  Figur  durch  die  Drehung  von  (5J  erfahrt;  es 
beschreibt  nämlich  c eine  gerade  Punktreihe  auf  ^5,  X eine  mit 
ihr  projektivische  gerade  Punktreihe  auf  CP,  a und  ß projektivi- 
sche  Punktreihen  mit  X,  also  auch  mit  einander  auf  UB  und  II A, 
folglich  umhüllt  S)  einen  Kegelschnitt  C^^K  welcher  II A und  ÜB 
berührt;  auch  ist  leicht  zu  erkennen,  dass  er  AB  zur  Tangente 
hat,  was  daraus  hervorgeht,  dass,  wenn  @ mit  PC  zusammen- 
fällt, § auf  AB  XU  liegen  kommt.  Auf  den  beiden  Trägern  TIA 
und  ÜB  sind  mithin  einmal  A und  B und  dann  ß und  a je  ein 
Paar  entsprechender  Punkte  der  beiden  projektiviseben  Punktrei- 
hen, folglich  liegt  der  Sclmitt])unkt  {Au,  Bß)  = X auf  der  Ver- 
bindungslinie der  Berührungspunkte  der  beiden  Träger  (§  21), 
oder,  da  X die  Gerade  PC  durchläuft,  so  ist  PC  die  Polare  von 
n in  Bezug  auf  den  Polarkegelschnitt  C^^^\  Terner  bilden  TIA, 
TIB,  AB,  aß  ein  dem  Kegelschnitt  umschriebenes  Vierseit,  des- 
sen zwei  Diagonalen  XA,  XB  sind;  XA  und  XB  sind  also  stets 
ein  Paar  konjugirter  Strahlen  in  Bezug  auf  den  Polarkegelschnitt 
insbesondere  also  auch  CA  und  CB,  und  auch  CP  und  CJ7, 
weil  77  der  Pol  von  CP  ist;  folglich  bestimmen  diese  beiden  Paare 
konjugirter  Strahlen  das  dem  Kegelschnitt  C^^^  zugehörige  Strahl- 
system in  C und  dieses  coincidirt  mit  dem  Strahlsystem  (C),  wel- 
ches, wie  früher  angegeben  ist,  von  den  beiden  als  gegeben  an- 
gesehenen Strahlsystemen  (A)  und  (P)  abhängt,  indem  CA  und  CB 
ein  I*aar  und  CP  und  C77  ein  zweites  Paar  konjugirter  Strahlen 
desselben  ist.  Die  oben  ausgesprochene  Behauptung  ist  also  er- 
wiesen und  der  Polarkegelschnitt  C<^^  des  Punktes  P in  Bezug 
auf  die  Schaar  nunmehr  dadurch  bestimmt,  dass  er  dem  Drei- 
eck ABU  einbeschrieben  ist  und  TIA  und  ÜB  in  denjenigen 
beiden  Punkten  berührt,  in  welchen  sie  von  PC  getrolfen  werden. 
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§ 49.  Nachtrag  eu  § 45. 

Die  in  § 45  gelTilirte  Uiitcrsncliung,  welclie  über  die  beson- 
dere Natur  der  in  einer  Kegeiscbnittschaar  cnlliallenen  Kegel- 
sclinille  Aufschluss  gab,  beruhte  wesentlich  darauf,  dass  die  Kegel- 
schnittschaar ein  reelles  gemeinschaftliches  Tripel  xtj  z besitzt, 
behrdt  also  nur  ihre  Gültigkeit,  wenn  die  Kegelschnittschaar  ent- 
weder vier  reelle  gemeinschaftliche  Tangenten  hat  oder  vier  ima- 
ginäre; es  bleiht  daher  eine  Lücke  für  den  Fall,  wenn  die  Schaar 
zwei  reelle  und  zwei  imaginäre  gemeinschaftliche  Tangenten  be- 
sitzt, und  diese  Lücke  auszufüllen  ist  der  gegenwärtige  Paragraph 
bestimmt,  in  welchem  die  dort  gewonnenen  Resultate  von  einem 
neuen  Gesichtspunkte  aus  den  allgemeinen  Polareigenschaften  der 
Kegelschnittschaar  nochmals  ahgclcitet  werden  sollen,  unabhängig 
davon,  ob  das  gemeinsame  Tripel  xyz  ganz  oder  nur  zum  Theil 
reell  ist. 


Gehen  wir  von  der  allgemeinsten  Erzeugung  der  Kegelschnitl- 
schaar  aus  vermittelst  der  beiden  Strahlsystemc  [A]  und  (5),  von 
welchen  das  Strahlsystein  (C)  in  bestimmter  Weise  abhängt  (§  48), 
und  nehmen  insbesondere  die  unendlich-entfernte  Gerade  , so 
wird  deren  konjugirte  Gerade  ÜJi  in  Bezug  auf  die  Schaar  die 
Mittelpunkte  m sämmtlicher  Kegelschnitte  der  Schaar  enthalten. 
Der  unendlich -entfernte  Punkt  dieser  Geraden  ÜJi  ist  der 
Mittelpunkt  der  einzigen  in  der  Schaar  vorkommenden  Parabel; 
von  diesem  Punkte  wollen  wh*  den  Polarkegelschnitt 
in  Bezug  auf  die  Schaar  bestimmen;  derselbe  muss  eine  Parabel 
sein,  weil  die  Polare  von  in  Bezug  auf  die  einzige  in  der 
Schaar  vorkommende  Parabel  selbst  ist  und  mitbin  eine 
Tangente  von  ist;  folglich  ist  eine  Parabel;  sie  berührt 
ÜJJ,  weil  9)1 ‘die  konjngirte  Gerade  zu  ist  und  durch 
geht;  sie  berührt  ebenfalls  AB  und  das  Strahlsystem  ((7)  ist  das 
ihr  zugehörige,  wie  bei  jedem  Polarkegelschnitt  (§  48).  Jede 
Tangente  der  Parabel  trifft  DJ?  in  einem  Punkte  m,  welcher 
Mittelpunkt  eines  bestimmten  Kegelschnitts  der  Schaar  ist,  und 
bildet  mit  DJ?  zusammen  ein  Paar  konjugirtcr  Durchmesser  dieses 
Kegelschnitts,  weil  diese  beiden  Strahlen  und  ein  Tripel  koii- 
jugirler  Strahlen  für  einen  solchen  Kegelschnitt  sind.  Ziehen  wir 
ferner  mG  und  eine  Parallele  durch  m zu  AB^  so  haben  wir 
ein  zweites  immer  reelles  Paar  konjugirtcr  Durchmesser  dieses 
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Kegeischiiitls  der  Schaar,  weil  C und’  die  Verbindungslinie  AB 
l'ol  und  Polare  für  säinmtliche  Kegcischnille  der  Schaar  sind. 
Durch  diese  beiden  Paare  konjugirter  Durchmesser  ist  nun  das 
ganze  Strahlsystem  der  konjugirten  Durchmesser  für  den  Kegel- 
schnitt der  Schaar,  dessen  Mittelpunkt  m ist,  vollständig  bestimmt, 
und  die  Natur  dieses  Slrahlsystems  gieht  Aufschluss  über  die 
Natur  des  Kegelschnitts,  oh  er  Ellipse  oder  Hyperbel  ist.  Wir 
können  hiernach,  indem  wir  eine  veränderliche  Tangente  an  der 
Parabel  heriimbewegen , den  Verlauf  jenes  Slrahlsystems,  also 
die  Natur  der  Kegelschnitte  der  Schaar  verfolgen  und  gelangen 
unabhängig  von  der  Realität  des  gemeinsamen  Tripels,  von  wel- 
chem C und  A B immer  reell  sind , zu  den  Resultaten  des  § 45, 
die  aber  für  den  Fall  nur  zweier  reeller  gemeinschaftlicher  Tan- 
genten der  Schaar  eine  Modifikation  erleiden.  Zuvörderst  ist  es 
nun  nöthig,  die  Konstruktion  der  Geraden  und  der  Parabel 
wovon  Alles  ahliängt,  genauer  anzugehen.  Die  Gerade  9JZ 
wird  nach  § 48  so  gefunden:  Ein  durch  A zu  BC  gezogener 
Parallelstrahl  hat  zu  seinem  konjugirten  in  dem  Slrahlsystem  (A) 
den  Strahl  AS  und  ein  durch  B zu  AC  gezogener  Parallelstrahl 
hat  zu  seinem  konjugirten  in  dem  Strahlsystem  [B]  den  Strahl 
BS\  bezeichnet  S den  Schnittpunkt  der  beiden  so  gefundenen 
Strahlen  und  o die  Mitte  von^Z^,  so  ist  oS  die  gesuchte  Mittel- 
punktslinie  37^.  Ziehen  wir  sodann  durch  A und  B Parallele  zu 
und  die  zu  ihnen  konjugirten  Strahlen  in  den  Strahlsystemcn 
[A)  und  [B),  welche  sich  in  77o  trellen,  endlich  durch  C eine 
Parallele  zu  ÜTJ,  welche  77o  A und  Uq  B in  a und  ß trifft,  so  ist 
derjenige  Kegelschnitt,  welcher  dem  Dreiseit  TIoAB  einheschrie- 
ben  ist  und  die  Seilen  TloA,  UoB  in  den  Punkten  « und  ß be- 
rührt, die  gesuchte  Parabel  sie  berührt  auch  2)^  und  zwar, 
wie  leicht  zu  erkennen  ist,  in  demjenigen  Punkte  nt/,,  welcher 
die  Mitte  des  Abschnittes  ist,  den  lUA  und  TI^B  auf  aus- 
schneiden;  dieser  Punkt  nu  ist  der  Mittelpunkt  derjenigen  Hy- 
perbel, welche  der  Schaar  angehört  und  die  Gerade  ÜJ?  zu  einer 
Asymptote  hat,  also  durch  den  Punkt  geht,  denn  tn/,  ist  der 
Schnittpunkt  zweier  znsammenfallender  Tangenten  der  Parabel 
also  zweier  zusammenfallender  konjugirter  Durchmesser  eines 
Kegelschnitts  der  Schaar.  Die  Verbindungslinie  Tl^m/i  geht  daher 
nach  dem  unendlich-entfernten  Punkte  der  Parabel  ‘oder  ist 
parallel  mit  der  Axe  derselben.  Hierdurch  ist  nun  die  Parabel 
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45 mehr,  yls  hestimml  und  es  lässt  sich  der  vorhin  angedetilcte 
Vorgang  deutlich  verfolgen,  wenn  man  aus  den  sümmtlichen 
Punkten  in  der  (ieraden  die  noch  übrige  zweite  Tangente  an 
die  Parabel  45 legt.  Bezeichnen  wir  mit  den  jedesmaligen 
unendlich -entfernten  Punkt  derselben,  so  beschreiben  in  auf  90? 
und  auf  zwei  projektivische  Punktreihen,  weil  90?  und 
selbst  Tangenten  eines  Kegelschnitts  (der  Parabel  45^*^)  sind 
und  daher  von  allen  übrigen  Tangenten  desselben  i)rojektivisch 
geschnitten  werden;  bezeichnen  wir  noch  den  unendlich-entfern- 
ten Punkt  von  AB  durch  c^,  so  sind  nach  dem  Obigen  mC  und 
mc^  ein  Paar,  mm^  und  mp^  ein  zweites  *Paar  konjugirter 
iMirchmesser  desjenigen  Kegelschnitts  der  Schaar,  dessen  Mittel- 
punkt m ist,  und  durch  diese  beiden  Paare  ist  das  ganze  Durch- 
messersystem bestimmt.  Pin  zu  entscheiden,  oh  ein  Strahlsystern 
elliptisch  oder  hyperbolisch  ist,  hahen  wir  nachzusehen,  ob  ein 
Paar  konjugirter  Strahlen  durch  ein  zweites  und  dieses  durch 
jenes  getrennt  wird  oder  nicht;  dies  lässt  sich  leicht  bei  der 
obigen  Figur  verfolgen;  wir  können  uns  aber  auch  des  in  § 45 
angewendeten  Ilülfsinittels  bedienen,  indem  wir  tias  Strahlsystem 
parallel  mit  sich  nach  irgeml  einem  Punkte  0 eines  Ilülfskegel- 
schnitts  © verlegen;  die  Durchbohrungssehne  je  zweier  konjugir- 
ter Strahlen  mit  dem  Kegelschnitt  ($  läuft  dann  durch  einen 
festen  Punkt  P,  und  je  nachdem  dieser  Punkt  ausserhalb,  inner- 
halb oder  auf  dem  Kegelschnitte  (£  liegt,  ist  das  Strahlsysteiii 
hyperbolisch,  elliptisch  oder  parabolisch.  Verschieben  wir  mm, 
wie  in  § 45,  sämmtliche  Durchmessersysteme  der  Schaar  ohne 
Drehung  nach  einem  beliebigen  Punkte  0 eines  flülfskegelschnitls  6, 
so  bestimmt  jedes  derselben  einen  Punkt  P und  den  Ort  sämml- 
licher  Punkte  P für  die  ganze  Schaar  ermitteln  wir  folgender- 
inaassen:  Die  durch  0 zu  mm^  und  mc^  gezogenen  l*arallelen 
trelfen  © in  den  festen  Punkten  ö und  y;  die  zu  mp^  durch  0 
gezogene  Parallele  beschreibt  ein  Strahlbüschel,  welches  perspek- 
tivisch ist  mit  der  Punktreihe  p^,  und  die  zu  iu6’  gezogene  Pa- 
rallele durch  0 beschreibt  ein  Strahlbüschel,  welches  mit  der 
Punktreihe  m projektivisch  ist;  da  nun  die  Punktreihen  m und 
P»  projektivisch  sind,  weil  mp^  die  veränderliche  Tangente  der 
Para  hol  45^'^^  ist,  so  durchbohren  die  beiden  letzten  Strahlbüschel 
den  Kegelschnitt  (S  in  Punkten,  welche  resp.  mit  den  festen 
Punkten  ö und  y auf  © verhunden  zwei  projeklivische  Strahl- 
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biischcl  liefern  müssen;  der  Schnittpunkt  je  zweier  entsprechen- 
der Strahlen  derselben  ist  aber  P,  folglich  ist  der  Ort  der  Punkte 
P ein  neuer  Kegelschnitt  (Sj,  welcher  mit  (S  die  beiden  Punkte 
y und  6 gemein  hat.  Die  Punkte  P dieses  Kegelschnitts  be- 
stimmen nun  Seimen  auf  6,  deren  Schnittpunkte  mit  0 verbun- 
den Strahlsysteme  in  0 bewirken,  welche  den  Durchmessersyste- 
men der  Kegelschnittschaar  parallel  laufen;  denjenigen  Punkten 
von  (Si,  welche  ausserhalb  (5  liegen,  entsprechen  also  Hyperhehl 
in  der  Kegelschnittschaar,  denjenigen  Punkten  innerhalb  (E  Elli[>- 
sen  und  den  beiden  Punkten  y und  Ö Parabeln,  und  zwar  ist 
nur  die  dem  Punkte  6 entsprechende  eine  eigentliche  Parabel, 
während  die  dem  Punkte  y entsprechende  ein  Punktenpaar  A,  B 
ist,  deren  Verbindungslinie,  doppelt  gedacht,  als  Parabel  aufgefas.st 
werden  kann.  Zur  weiteren  Untersuchung  müssen  nun  zwei  Fälle 
unterschieden  werden,  nämlich  ob  der  Punkt  C 1)  innerhalb  oder 
2)  ausserhalb  der  Parabel  liegt.  Da  das  dem  Punkte  C in 
Dezug  auf  die  Parabel  zugehörige  Strahlsystem  dasjenige  ist, 
welches  von  den  beiden  als  gegeben  angenommenen  Strahlsyste- 
men {A)  und  (B)  abhängt  (§  48),  und  es  im  Falle  1)  elliptisch, 
im  Falle  2)  hyperbolisch  ist,  so  hat  die  Kegelschnittschaar  im 
ersten  Falle  zwei  reelle  und  zwei  imaginäre  gemeinschaftliche 
Tangenten  (II  und  III),  im  zweiten  Falle  entweder  vier  imaginäre 
oder  vier  reelle  gemeinschaftliche  Tangenten  (I  und  IV).  Im  er- 
sten Falle  können  nun  die  Kegelschnitte  (E  und  (E^  ausser  den 
Punkten  y und  6 keinen  Punkt  weiter  gemeinschaftlich  haben 
oder  es  kann  weiter  keins  von  den  Durchmessersystemen  jiara- 
bolisch  werden;  denn  damit  ein  Strahlsystem  parabolisch  sei, 

müssen  zwei  heliebige  Strahlen  desselben  ein  und  denselben  kon- 

• 

jugirten  Strahl  haben,  wrelcher  dann  zu  allen  Strahlen  der  kon- 
jugirtc  ist;  cs  müssten  also  auch  m und  m denselben  kon- 
jugirten  Strahl  haben  oder  eine  durch  m gehende  Tangente  der 
Parabel  müsste  mit  m C zusammenfallen;  da  nun  C innerhalb  der 
Parabel  liegt,  so  gebt  keine  Tangente  durch  ihn,  also 

schliessen  wir:  Eine  Kegelschnittschaar  mit  zwei  reellen 
und  zwei  imaginären  gemeinschaftlichen  Tangenten 
zerfällt  nur  in  eine  (iruppe  Ellipsen  und  eine  Gruppe 
Hyperbeln,  welche  von  einander  getrennt  werden 
einmal  durch  die  einzige  in  der  Schaar  vor  kommen  de 
Parabel  und  das  andere  Mal  durch  das  einzige  in  ihr 
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vorkoniinende  Punklenpaar.  lin  zweilen  Falle  dagegen  haben 
die  beiden  Kegelschnitle  (5  und  (5j  ausser  den  Punkten  y und  d 
noch  zwei  andere  Punkte  gemein,  welche  parabolischen  Strahl- 
systenien  entsprechen;  die  beiden  aus  C an  die  Parabel  ge- 
legten Tangenten  sind  nämlich  selbst,  jede  doppelt  gedacht,  als 
zwei  besondere  Parabeln  der  Schaar  aiifzurassen  und  bilden  mit 
A Ti  zusammen  das  reelle  gemeinschaftliche  Tripel  oder  sind  die 
drei  Diagonalen  des  entweder  ganz  reellen  oder  ganz  imaginären 
vollständigen  Vierseits,  welchem  die  Kegelschnittschaar  einbe- 
schrieben ist.  ln  diesem  Falle  bleiben  die  im  § 45  gefundenen 
Uesidtatc  bestehen : Die  Kegelschnittschaar  besteht  aus  zwei  Grup- 
pen Ellipsen  und  zwei  Gruppen  Hyperbeln,  welche  durch  vier 
l'arabeln  von  einander  getrennt  werden  u.  s.  f.  Aiich  die  inter- 
essanten Folgerungen,  welche  sich  aus  der  Untersuchung  des 
Kegelschnitts  (5,  in  §45  ergaben,  bleiben  bestehen  mit  der  Mo- 
difikation, welche  aus  der  abweichenden  DeschalTenheit  der  Kegel- 
schnittschaar von  zwei  reellen  und  zwei  imaginären  gemeinschaft- 
lichen Tangenten  sich  von  selbst  ergiebt. 

Es  ist  der  Vollständigkeit  wegen  noch  der  Uebcrgangsfall  zu 
untersuchen,  wenn  der  Ihmkt  C aid*  der  I*arabel  selbst  liegt; 
in  diesem  Fall  ist  das  Strahlsystem  (C)  parabolisch,  die  beiden 
.\symptoten  fallen  zusammen  in  eine  Gerade,  die  Tangente  in  C 
an  der  Parabel  diese  Asymptoten  sind  aber  zwei  Diagonalen 
des  vollständigen  Vierseits,  welchem  die  Kegelschnittschaar  ein- 
heschrieben  ist,  und  da  sie  zugeordnete  harmonische  Strahlen  mit 
C’.i  und  OB  sind,  so  muss  der  Strahl,  in  welchem  sie  zusammen- 
fallen, entweder  durch  A oder  durch  B gehen;  nehmen  wir  an, 
er  gehe  durch  B,  so  zeigt  sich,  dass  das  durch  B gehende  Sei- 
tenpaar  des  vollständigen  Vierseiks  zusammeniallt,  also  das  Strahl- 
system (/?)  ebenfalls  parabolisch  wird , oder  die  Kegelschnittschaar 
den  speciellen  Charakter  annimmt,  in  einem  festen  Punkte  B 
beständig  »lieselbe  feste  Tangente  BO  und  ausserdem  zwei  reelle 
oder  imaginäre  gemeinschaftliche  Tangenten  zu  haben,  die  durch 
A gehen,  zu  besitzen,  je  nachdem  das  gegebene  Strahlsystem  [A] 
hyperbolisch  oder  elliptisch  ist.  Die  Kegelschnittschaar  speciali- 
sirt  sich  also  in  diesem  Uebcrgangsfallc  dahin , dass  zwei  von  den 
gemeinschaftlichen  Tangenten  znsammenfallen. 
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§ 50.  Konjugirte  Kegelschnittbüschel. 

Die  in  § 41  angegebene  Erzeugung  des  Kegelschnittbüschels 
aus  zwei  beliebig  in  der  Ebene  angenommenen  geraden  Punkt- 
systemen, welche  gleichzeitig  sammtiiehen  Kegelschnitten  des 
Ilüschels  zugehören,  führt  unmittelbar  zu  einer  eigenthümHchen 
Verbindung  von  drei  Kegelschnittbüscheln,  welche  konjugirt  ge- 
nannt werden  und  ganz  dieselben  Eigenschaften  besitzen,  \yie 
zwei  konjugirte  Kreisschaaren  (Steiner:  „Einige  geometrische 
Detrachtungen*",  Crelle’s  Journal  d.  Math.  Bd.  1,  S.  IG8)  und 
ein  von  ihnen  abhängiges  Büschel  gleichseitiger  Hyperbeln.  In- 
dem wir  bei  der  folgenden  Untersuchung  dieser  Eigenschaften  nur 
einen  Fall  ins  Auge  fassen  und  zwar  der  Einfachheit  wegen  den- 
jenigen, für  welchen  die  wesentlichsten  Theile  der  Figur  reell 
werden,  wird  cs  nach  Anleitung  der  vorigen  Auseinandersetzun- 
gen keine  Schwierigkeit  mehr  haben,  die  übrigen  Fälle,  in  wel- 
chen gewisse  Theile  der  Figur  imaginär  werden,  gleicherweise 
auszuführen  und  die  dabei  eintretenden  Moditikationen  zu  er- 
mitteln. 

Wir  gehen  von  zwei  hyperbolischen  Punktsystemen  (.r,  |) 
und  {y,  '}])  auf  den  Trägern  31  und  23  ans,  mit  den  Asymptoten- 
punkten y,  h und  y li  (Fig.  70),  also  von  einem  Kegelschnitt- 


(Fig.  70.) 


büschel  mit  vier  reellen  Punkten  yh^  y . Von  die.sen  beiden 
als  gegeben  angenommenen  Punktsystemen  hängt  nun  ein  drittes 
iti  gewisser  Weise  ab;  dem  Schnittpunkt  (21,  23)  entspricht  näm- 
lich als  p im  ersten  Punktsystem  aufgefasst  der  konjugirte  Punkt 
n und  als  cJ  im  zweiten  l*iinktsy.stem  der  konjugirte  Punkt  o;  die 
Verbindungslinie  tto,  welche  heisse,  ist  der  Träger  eines  he- 
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Stimmten  dritten  Pimktsystems  (c,  ^),  welches  dadurch  entsteht, 
dass  wir  die  Schnittpunkte  von  (5  mit  den  Verbindungslinien  xtj 
und  oder  auch  .rt/  und  als  je  ein  Paar  konjugirter  Punkte 
z und  ^ auffassen.  Es  ist  in  § 41  bewiesen,  dass,  wie  auch  die 
beiden  Paare  x ^ und  y ^ aus  den  ersten  beiden  Punktsy.stemcn 
gewfddt  werden  mögen,  c,  f immer  ein  und  demselben  dritten 
Punktsystem  angehören  und  dass  dieses  insbesondere  hyperbolisch 
ist  in  dem  unserer  Betrachtung  zu  Grunde  gelegten  Falle,  wenn 
(x,  und  (y,  ij)  hyperbolische  Punktsysteme  sind;  seine  Asymp- 
totetipunkte  g"  /t"  sind  diejenigen  Punkte,  in  welchen  gg'  und  g^' 
oder  auch  /i/Z  und  /ig'  die  Gerade  (5  trelfen,  so  dass  also: 

(gg',  hh')  = g"  (gli,  hg')  = h" 
und  die  sechs  Asymptotenpunkte  ghg' h'  g"h"  die  Ricken  eines  voll- 
ständigen Vierseits  sein  müssen,  als  dessen  drei  Diagonalen  die 
Träger  ^336  auftreten.  Die  beiden  Punktsysteme  auf  31  und  33 
erzeugen  ein  Kegelschnittbüschel,  welches  die  vier  Mittelpunkte 
ghg'h'  hat;  die  Kegelschnitte  dieses  Büschels  treffen  (S  in  je 
zwei  Punkten  r ^ ihres  Punktsy.steins  oder  haben  g” h"  zu  konju- 
girten  Punkten;  nehmen  wir  irgend  ein  Paar  als  Mittelpunkte 
zweier  Strahlbüscliel,  die  nach  den  Punkten  x'%  eines  veränder- 
lichen Punktenpaarös  auf  31  (oder  auch  nach  y,  einem  verän- 
derlichen Paare  auf  33)  hingehen,  so  erzeugen  diese  beiden  pro- 
jektivischen  Strahlbüschel  einen  Kegelschnitt  des  Büschels  [gh  g' h') 
und  pg"  h"  ist  das  gemeinschaftliche  Tripel  dieses  Büschels.  Die 
Schnittpunkte  von  (y  mit  31  und  33,  welche  wir  n und  o genannt 
haben,  sind  aber  auch  gleichzeitig  ein  Paar  konjugirter  Punkte 
des  Systems  [z,  ’q)  und  in  die.sem  Sinne  bezeichnen  wir  sie  mit 
r und  Q. 

Es  liegt  jetzt  nahe,  ebenso  wie  das  durch  die  beideii  Punkt- 
systeme (a:,  und  (y,  i])  hervorgerufenc  Kegelschnittbüschel  ein 
zweites  Kegelschuittbü.schel  aus  den  beiden  Punktsystemen  (ar,  l) 
und  (z,  und  ein  drittes  aus  den  Systemen  (y , p)  und  (z, 
hervorgehen  zu  lassen;  diese  drei  Kegclschniltbüschel  wollen 
wir  durch: 

[6]  mit  den  Mittelpunkten  ghg'h' 
m ' ~ - 9hg"h" 

[21]  - - - gh-g'k" 

bezeichnen  und  konjugirte  Kegelschnittbüschel  nennen. 
Solche  drei  Kegelschnitlbüschel  hängen  in  eigenthümlicher  Weise 
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mit  einamlcT  zusammen  und  Idelen  eine  Heihe  von  merkwürdigen 
Kigenschaften  dar,  welche  im  Folgenden  ahgeleilet  werden  sollen. 

Durch  einen  beliebigen  l^unkt  s in  der  Ebene  gehen  drei 
Kegelschnitte  ABC,  deren  jeder  beziehungsweise  einem  der  drei 
konjugirlen  Düschel  angehört;  von  diesen  drei  Kegelschnitten 

schneiden  sich  je  zwei  ausser  in  den  drei  ersichtlichen  IhmkUm 
noch  in  einem  jedesmaligen  vierten,  nämlich: 

A und  B in  den  Punkten  g" h" s und  a" 

B - C - - - g h s - (S 

C - A - - % - g'  h'  s d' . 

Die  drei  Punkte  6 a'  o"  liegen  in  gerader  Idnie ; durch  den 
Punkt  s gieht  es  nämlich  im  Allgemeinen  zwei  Strahlen,  die  so- 
wohl 21  \vie  23  in  je  einem  Paar  konjugirter  Punkte  der  auf  ihnen 
benndlichen  Punktsysteme,  folglich  auch  (?  in  einem  Paar  seines 
Punktsystems  Ireflen;  nun  können,  da  die  beiden  Punktsysteme 
{x,  l)  und  [y,  7\)  hyperbolisch  angenommen  sind,  jene  beiden 
Strahlen  durch  s auch  imaginär  werden,  welchen  Fall  wir  nach- 
her untersuchen  wollen;  seien  zuerst  die  beiden  Strahlen  durch 
s reell  und  so  beschaffen,  dass,  wenn  der  eine  die  Träger  21 S (5 
in  nbc  trifft,  der  andere  ihnen  in  den  konjngirtcn  Punkten  «/3y 
begegnet;  dann  sind  die  Scbnittpunkle 

[aß,  bd)  = a"  [ay,  ca)  = g [by,  cß)  ==  G 

und  liegen  nach  in  gerader  Linie.  Da  nämlich  a,  a und  b,  ß 

zwei  Paare  konjugirter  Punkte  sind  für  das  Ilüschel  [(5],  so  sind 
auch  (nach  § 31)  {ab,  a ß)  = s und  {aß,  ba)  = g"  ein 
Paar  konjugirter  Punkte  für  das  ganze  Büschel  [(S];  ebenso  ist  a 
der  konjugirtc  Punkt  zu  s für  das  Büschel  [21]  uml  g'  für  das 
Büschel  [23].  Die  Tangenten  in  s an  den  drei  Kegelschnitten 
ABC  gehen  also  resp.  durch  gg'o";  nun  IrilB,  aber  der  Kegel- 
schnitt A die  Cerade  21  in  den  obigen  Punkten  a und  a,  denn 
die  beiden  Strahlbüschel  in  a und  a als  Mittelpunkte,  welche 
nach  den  Paaren  konjugirter  Punkte  {y,  tj)  o<ler  {z,  hingchen, 
erzeugen  den  Kegelschnitt  yl,  weil  ab  und  aß  sich  in  s treffen 
und  durch  diesen  einen  Punkt  der  Kegelschnitt  des  Büschels  [21] 
schon  bestimmt  ist;  hieraus  folgt,  dass  auch  {aß,  ba)  = g" 
ein  Punkt  des  Kegelschnitts  A sein  muss;  anderseits  Irilll  der 
Kegelschnitt  B die  Gerade  23  in  den  Punkten  b und  ß,  folglich 
ist  auch  {ba,  ßn)  — G"  ein  Punkt  des  Kegelsclmitls  B,  und  da 
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die  KegelschniUe  A und  ß bereits  die  drei  Punkte  s g'' h'*  ge- 
mein haben,  so  ist  c"  ihr  vierter  gemeinscbaftlicber  Punkt;  in 
gleicher  Weise  folgt,  dass  (/>y,  cß)  = c der  vierte  Schnittpunkt 
der  Kegelschnitte  5 und  C und  endlich,  dass  (ca,  ay)  = a'  der 
vierte  Schnittpunkt  der  KegelschniUe  A und  C ist.  Wir  haben 
also  folgendes  Ergehniss: 

Hat  man  drei  konjugirte  Kegelschnittbuschel,  so 
geht  durch  einen  beliebigen  Punkt  s in  der  Ebene  aus 
jedem  Uüschel  je  ein  Kegelschnitt;  diese  drei  Kegel- 
schnitte ABC  haben  zu  je  zweien  noch  einen  vierten 
gemeinschaftlichen  Punkt,  und  zwar  B und  C den  Punkt 
o,  C und  A den  Punkt  ö',  A und  B den  Punkt  c"\  die 
drei  Punkte  6 a'  g"  liegen  in  einer  Geraden  2 und  die 
drei  Strahlen  sa,  sa',  sa"  sind  die  Tangenten  der  drei 
Kegelschnitte  im  Punkte  s;  die  Punkte  aa'a"  sind 
ferner  die  konjugirten  Punkte  von  s in  Bezug  auf  die 
drei  konjugirten  Büschel.  Die  drei  Kegelschnitte 
treffen  endlich  im  Allgemeinen  die  Träger  3123(5  der 
drei  erzeugenden  Punktsysteme  in  drei  konjugirten 
Punktehpaaren  rt«,  hß,  cy  und  von  diesen  sechs  Punk- 
te n liegen  z w e i M a 1 drei  in  je  e i n e i-  G e r a d e n : abc  und 
a ß y,  welche  beide  Gera<le  selbst  durch  s gehen; 
diese  drei  Punktenpaare  sind  entweder  alle  drei  reell 
oder  alle  drei  imaginär.  Die  sechs  Mittelpunkte  der 
drei  konjugirten  Kegelschnittbüschel  bilden  ein  voll- 
ständiges Vierseit  und  es  giebt  eine  Kegelschnitt- 
schaar, welche  dem  letzteren  einbeschrieben  ist;  von 
den  beiden  möglichen  Kegelschnitten  dieser  Schaar, 
welche  durch  s gehen,  sind  die  beiden  T angenten  in  s 
die  vorigen  Geraden  abc  und  aßy  und  daher  die  Asymp- 
toten desjenigen  Strahlsystems,  welches  von  den  Tan- 
gentenpaaren aus  s an  die  Kegeischnittschaar  konsti- 
luirt  wird.  Der  Polarkegelschnitt  von  s in  Bezug  auf 
diese  Kegelschnittschaar  berührt  die  Geraden  a^cund 
aßy  und  ist  ausserdem  dem  Diagonaldreieck  opr  des 
vollständigen  Vierseits  einbeschrieben;  die  Punkte 
a a' a"  sind  die  Pole  der  drei  Strahlen  so,  sr,  sp  in  Be- 
zug auf  den  genannten  P o 1 a r k e g e 1 s c h n i 1 1 und  d i e (i  e - 
rade  ^ ist  also  die  Polare  von  ä in  Bezug  auf  denselben. 
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Das  Letztorc  folgt  nn  mittel  bar  daraus,  dass  aabß  ein  diespm 
Polarkegelscluiitt  umschriebenes  Viereck  ist,  dessen  Diagonaldrei- 
eck sö"  p ein  Tripel  in  Bezug  auf  denselben  bildet. 

Wir  müssen  jetzt  dieselben  Resultate  auch  für  den  andern 
möglichen  Fall  nach>veisen,  wenn  nämlich  die  beiden  durch  den 
angenommenen  Punkt  s gehenden  Strahlen,  welche  die  Träger 
der  drei  Punktsysteme  (x , |)  (//,  rj)  [z,  f)  gleichzeitig  in  drei 
Paaren  konjugirter  Punkte  treflen,  nicht  reell  sind.  Hierzu 
konstruiren  wir  uns  den  dem  s konjugirten  Punkt  in  Bezug  auf 
das  Büschel  [^],  dessen  Mittelpunkte  y' h' g"  h"  And  und  dessen 
gemeinschaftliches  Tripel  gho  ist;  wenn  wir  also  sg,  sh,  so  zie- 
hen und  die  vierten  harmonischen,  diesen  zugeordneten  Strahlen 
bestimmen,  indem  jedes  Seitenpaar  des  vollständigen  Vierecks 
g'  fl  g”  h"  das  andere  Paar  zugeordneler  Strahlen  ist,  so  sind 
fliese  drei  vierten  Harmonischen  die  Polaren  von  s in  Bezug 
auf  die  drei  Liuienpaare  des  Büschels  ['}l]  und  schneiden  sich 
in  dem  zu  s konjugirten  Punkte  (x;  also  sind  die  vier  Strahlen 
g {g'  h'  s a)  vier  harmonische  Strahlen,  ebenso  auch  h (g'  h'  sc) 
und  in  gleicher  Weise  g {g"  h"  s a)  und  h {g"h"  sa)\  aus  der 
Gleichheit  der  Doppelverhältnisse: 

g {g  Ji  s 6)  = h [g'  U sa) 

folgt  aber,  dass  die  sechs  Punkte  ghg'h'sa  auf  einem  Kegel- 
schnitt liegen  und  aus  der  Gleichheit  der  Doppelverhaltnisse: 

g{g"h"sa)  = h(g"/rsa), 

«lass  die  sechs  Punkte  ghg'lCsG  auf  einem  Kegelschnitt  liegen; 
diese  heiden  Kegelschnitte  B und  C,  welche  den  Büscheln  [33] 
uml  [(5]  angehören  und  durch  s gehen,  schneiden  sich  also  in 
dem  vierten  Punkte  o,  welcher  der  konjugirtc  ist  zu  s iu  Bezug 
auf  das  Büschel  [3t]  und  also  in  der  Tangente  eines  durch  die 
fünf  Punkte  g'  h'  g"  U'  s gelegten  Kegelschnitts  A an  dem  Punkte 
s sich  befindet.  Die  in  gleicher  Weise  für  die  Kegelschnitte  A 
und  B,  A und  C ersichtliche  Eigenschaft  bestätigt  also  den  ersten 
Theil  des  obigen  Satzes.  Da  nun  die  fünf  Punkte  g' h' g"  h"  s ?l\\{ 
einem  Kegelschnitte  A liegen,  dessen  Tangente  sg  ist,  so  wer- 
den, wenn  wir  die  Strahlen  sg',  sh'  als  ein  Paar  konjugirter 
Strahlen,  sg",  sh"  als  ein  zweites  Paar  eines  neuen  Slrahlsyslems 
aiilLissen,  deren  Diirchhohrungssehuen  g'  h'  und  g"  h"  mit  A 
sich  iu  0 trelfen,  so  und  sg  ein  drittes  Paar  dieses  Strahl- 
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Systems  (s)  sein  (§  31).  Dieses  Strahlsystem  (s),  welches  durch 
die  beiden  Strahlenpaare  sg\  sh'  und  sg",  sh''  bestimmt  wird, 
hat  nun  auch  sg  und  sh  zu  einem  Paar  konjugirter  Strahlen  und 
ist  dasjenige,  weiches  von  den  Tangeritenpaaren  aus  s an  die 
Kegelschnittschaar  gebildet  wird,  welche  dem  vollständigen  Vier- 
seit  ghg'h'g"  h"  einhcschriehen  ist,  oder  (nach  § 4S)  dasjenige 
Strahlsystem,  welches  dem  Polarkegelschnitt  des  Punktes  s in 
Bezug  auf  diese  Kegelschnitlschaar  zugehört;  folglich  sind  so  und 
sG  ein  Paar  konjiigirtc  Strahlen  für  den  genannten  Polarkegel- 
schnitt; anderseits  berührt  dieser  Polarkegelschnitt  die  Seilen 
des  Diagonaldreiecks  orp  und  og  ist,  wie  wir  gesehen  haben, 
der  vierte  harmonische  Strahl  zu  os,  or^  op,  dem  os  zugeord- 
net, also  sind  auch  os  und  og  konjugirte  Strahlen  in  Bezug  auf 
den  Polarkegelschnitt  und  daher  g der  Pol  von  s o in  Bezug  auf 
denselben;  in  gleicher  Weise  folgt,  weil  der  Polarkegelschnilt 
von  s in  Bezug  auf  die  dem  vollständigen  Vierscit  einheschriehene 
Schaar  unverändert  bleibt,  dass  der  Pol  von  rs  der  Punkt  <?' 
und  von  ps  der  Punkt  g"  ist,  und  da  die  drei  Strahlen  os,  rs,  ps 
durch  einen  Punkt  s gehen,  so  müssen  die  drei  Pole  gg'g"  in 
einer  Geraden  2 liegen,  welche  die  Polare  von  s ist.  Hierdurch 
ist  der  zweite  Theil  des  obigen  Satzes  erwiesen  und  damit  zu- 
gleich ein  elementarer  Satz  gewonnen: 

Wenn  man  die  drei  Paar  Gegen  ecken  eines  voll- 
ständigen Vierseits  ^r/i,  </'//,  mit  einem  heliehigen 

Punkte  s der  Ebene  verbindet  und  zu  jedem  dieser 
Strahlen  den  vierten  h armonischen  Strahl  konstruirt, 
z.  B.  zu  gs  und  den  beiden  sich  in  g kreuzenden  Seiten 
des  Vierseits  den  vierten  harmonischen,  welcher  g$ 
zugeordnet  ist,  ebenso  zu  ä5u.  s.  f.,  so  schneiden  sich 
solche  Strahlen,  die  durch  je  zwei  Gegenecken,  z.  B. 
g und  h gehen,  in  einem  Punkte  g,  die  vierten  har- 
monischen Strahlen  durch  7'uiidÄ'  i n a' u nd  d ie  d urch 
g"  und  h"  in  g"  der -Art,  dass  die  drei  Schnittpunkte. 
G g'  g"  in  einer  Geraden  liegen. 

Ein  besonderer  Fall  des  polaren  iNehensalzes  ist  sehr  be- 
kannt, nämlich:  „ Die  Verbindungslinien  der  Milten  der  drei  Sei- 
tenpaare eines  vollständigen  Vierecks  laufen  durch  einen  Punkt“ 
(Schwerpunkt). 

Die  drei  konjugirlen  Kegelschnillhüschel  [*311  [23]  [6]  haben 
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weitere  bemcrkenswerthe  Eigenschaften:  Legt  man  aus  irgend 
einem  Punkte  a der  Geraden  ^ das  Tangentenpaar  an  einen 
Kegelschnitt  B des  Büschels  [33],  dessen  Mittelpunkte  ghg"  h" 
sind,  und  mögen  die  Berührungspunkte  1 1'  heissen,  so  geht  die 
Polare  1 1'  von  a in  Bezug  auf  B durch  den  konjugirten  Punkt  « 
des  Punktsystems  {x,  ^),  weil  a der  vierte  harmonische,  dem  a 
zugeordnete  Punkt  zu  agh  ist.  Die  vier  Punkte  ghtt'  auf  dem 
Kegelschnitt  B besitzen  aber  die  Eigenschaft,  dass  sie  mit  irgend 
einem  andern  Punkte  dieses  Kegelschnitts  verbunden  vier  har- 
monische Strahlen  liefern  (§  27),  folglich  sind  ebensowohl 
g'(ghtt')  als  auch  h"  [ghtt')  je  vier  harmonische  Strahlen 
und  aus  der  Gleichheit  der  Doppelverhältnisse: 

g"  [ght  t')  = h"  [hg  tt')  . . . , (§8) 

ergiehtsich,  dass  die  Schnittpunkte  entsprechender  Strahlen , also 
die  vier  Punkte  g' h' tt  mit  g" h"  auf  einem  Kegelschnitt  A liegen 
und  dass  die  Punkte  g'h' tt'  vier  harmonische  Punkte  dieses  Kegel- 
.schnitts  ^ sind  (§  27),  folglich  tt  durch  den  Pol  von  g'h'  gehen 
muss;  der  Pol  von  g'h'  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  A muss 
aber  auf  gh  liegen,  weil  ogh  ein  Tripel  in  Bezug  auf  diesen 
Kegelschnitt  ist,  also  ist  der  Schnittpunkt  von  tt'  mit  gh,  d.  h.  der 
Punkt  cc  der  Pol  von  g'  h'  oder  ag'  und  ah'  Tangenten  des  Kegel- 
schnitts A in  den  Punkten  g',  h'.  Da  ferner  ogh  das  Diagonal- 
drcieck  des  vollständigen  Vierecks  g'h' g"h"  ist  und  die  Tan- 
genten des  dem  letzteren  umschriebenen  Kegelschnitts  A in  g' h' 
sich  auf  der  Diagonale  gh  iin  Punkte  a treffen,  so  müssen  auch 
die  Tangenten  des  Kegelschnitts  A in  g" h"  sich  auf  der  Diagonale 
gh  schneiden  in  dem  zu  gha  harmonisch  liegenden,  dem  a zu- 
geordneten Punkte,  also  in  a {§  27).  Der  Kegelschnitt  A hat 
also  ag"  und  ah"  zu  Tangenten  in  den  Punkten  g"  und  h". 
Fassen  wir  das  Gefundene  zusammen,  so  erhalten  wir:  Legt 
man  aus  irgend  einem  Punkte  a der  Geraden  31  das  Tangenten- 
paar an  einen  Kegelschnitt  des  Büschels  [33],  so  liegen  die  Be- 
rührungspunkte auf  einem  Kegelschnitt  A,  welcher  durch  die  vier 
Punkte  g'h'g'  h"  gehl  und  ag",  ah"  zu  Tangenteu  hat;  verän- 
dern wir  daher  den  Kegelschnitt  B des  Büschels  [33],  halten  aber 
den  Punkt  a fest,  so  verändern  sich  die  Berührungspunkte  tt', 
während  der  Kegelschnitt  A,  auf  welchem  sie  liegen  müssen,  der- 
selbe hleiht,  also: 

Legt  man  aus  irgend  einem  Punkte  a der  Geraden 

23 


35G 


Dritter  Abschnitt. 


an  sä  mmllichc  Kegelschnitte  des  Büschels  [©J  die 
Tangenten  paare,  so  ist  der  Ort  ihrer  Berührungs- 
punkte ein  bestimmter  Kegelschnitt  A des  Büschels 
welcher  ag"  ah"  zu  Tangenten  hat.  Weil  dieser  Kegelschnitt  A 
aber  auch  ag'  und  ah'  zu  Tangenten  hat,  so  folgt:  Legt  man 
aus  irgend  einem  F*unkle  a der  Geraden  an  sämmt- 
liche  Kegelschnitte  des  Büschels  |6]  die  Tangen ten - 
paare,  so  ist  der  Ort  ihrer  Berührungspunkte  ein  be- 
stimmter Kegelschnitt  A des  Büschels  [51],  welcher 
ag',  ah'  zu  Tangenten  hat,  und  zwar  entsteht,  wenn 
« und  a harmonisch  liegen  zu  g,  h,  für  den  Punkt  a 
und  das  Büschel  [33]  derselbe  Kegelschnitt  A,  wie  für 
den  Punkt  a und  das  Büschel  [(5J,  ebenso  auch  für 
den  Punkt  a u n <1  das  Büschel  [ (5  ] derselbe  Kegel- 
schnitt A,  wie  für  den  IMinkt  a und  das  Büschel  [33]; 
die  Kegelschnitte  A und  A siml  aber  verschieden;  sic 
gehören  beide  dem  Büschel  [31]  an,  aber  der  erste  re 
hat  ag",  ah"  7Ai  Tangenten,  der  andere  ag',  ah'  und  zu- 
gleich der  erstere  ag',  ah',  der  andere  ag",  ah". 

Verändern  wir  jetzt  den  Punkt  a (und  a)  auf  3(,  so  durch- 
läuft der  Kegelschnitt  A (und  A)  das  ganze  Büschel  [31]  und  tlie 
Kegelschnitte  A und  A erfüllen  dasselbe  auf  doppelte  Weise.  Wir 
sehen  hieraus,  wie  das  Büschel  [31]  aus  dem  konjugirten  Büschel 
[33]  oder  [S]  hervorgeht;  in  gleicher  W'eise  eiiLsleht  das  Büschel 
[33]  auf  doppelte  Art  aus  den  Büscheln  [31]  und  [(5]  und  endlich 
das  Büschel  [(5]  aus  den  Büscheln  [3(]  und  |33].  Geht  man 
anderseits  von  einem  beliebigen  Kegelschniltbüschel  mit  vier  Mittel- 
punkten aus,  so  kann  man  die  beiden  andern  zu  ihm  k(V)jugirten 
Büschel  dadurch  ahleiten,  dass  man  ein  Linienpaar  des  ersten 
Kegelschnitthüschels  anffasst;  nimmt  man  in  der  einen  gemein- 
schaftlichen Sekante  dieses  Linienpaars  einen  Punkt  a an  und  legt 
aus  a die  Tangentenpaare  an  sämmtliche  Kegelschnitte  des  Bü- 
schels, so  liegen  die  Berührungspunkte  auf  einem  Kegelschnitt, 
welcher  mit  der  Veränderung  von  a das  eine  konjugirle  Büschel 
erzeugt;  in  gleicher  .Art  liefert  die  andere  gemeinschaftliche  Se- 
kante das  dritte  konjugirle  Büschel.  Kommen  in  dem  anfänglich 
angenommenen  Büschel  drei  reelle  IJnienpaare  vor,  so  giebt 
drei  Mal  scdche  je  drei  konjugirle  Büschel,  im  (ianzen  also  sieben 
Kegcischnillbüsciiet,  da  das  ursprüngliche  drei  Mal  zählt. 
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Die  beiden  oben  bclraditeten  Kcgcl.sebnillc  A und  A stehen 
mit  den  beiden  Funkten  a und  welchen  sie  entsprecUen,  in 
einem  eigenlliümlichen  Zu.sammenhange:  Da  der  Ort  der  BerCih* 
rnngspunkte  aller  an  die  Kegelschnitte  des  Büschels  [33]  aus  dem 
Funkle  a gelegten  Tangentenpaare  der  Kegelschnitt  A ist,  so  wird 
es,  wenn  irgend  eine  durch  a gelegte  Transversale  den  Kegel- 
schnitt A in  den  Funkten  l und  r trifll,  zwei  Kegelschnitte  des 
Büschels  [33]  geben,  welche  die  Transversale  in  den  Funkten 
t und  T berühren  und  cs  werden  daher  l und  t die  Asymptoten- 
punkte  desjenigen  Funklsystems  sein,  welches  von  den  Kegel- 
schnitten des  Büschels  [33]  auf  der  Transversale  ausgeschnitten 
wird.  Betrachten  wir  nun  den  Kegelschnill  A,  der  durch  g g’" iC 
geht  und  dessen  Tangenten  ag\  ah'  sind;  möge  die  vorige  durch 
a gezogene  Transversale  ihn  in  r und  q trelfeii,  so  sind  g'h'vQ 
vier  harmonisch  gelegene  Funkle  dieses  Kegelschnitts  (§  27),  folglich 

n"*!  li'ig'h'rQ) 

je  vier  harmonische  Strahlen;  aus  der  Gleichheit  der  Doppelver- 
häilnisse: 

g'iff'h'rq)  — h"[h'g'rQ) 

folgt  nun,  dass  die  sechs  Funkte  ghrQg"h"  auf  einem  Kegel- 
schnitte liegen,  welcher  natürlich  dem  Büschel  [33]  angehört;  es 
sind  daher  r,  q ein  Faar  konjugirter  Funkle  jenes  Funklsystems 
auf  der  Transversale,  welches  t und  r zu  Asymptotenpiinkten  hat; 
r,  Q liegen  also  zu  /,  r harmonisch  und  diese  vier  Funkte  sind 
in  der  Art  paarweise  zugeordnel,  dass  je  zwei  Schnittpunkte  mit 
einem  der  Kegelschnitte  A und  A zugeordnete  Funkte  sind;  jede 
durch  den  Funkt  a gezogene  Transversale  trifft  daher  die  beiden 
Kegelschnitte  A und  A in  vier  harmonisch  gelegenen  Funkten,  von 
denen  je  zwei  Schnittpunkte  mit  demselben  Kegelschnitt  zuge- 
ordnele  sind;  dasselbe  gilt  offenbar  für  den  Fuukt  a.  Das  Ver- 
halten der  beiden  Kegelschnitte  A und  A zu  den  Funkten  a und  a 
ist  daher  genau  dasselbe,  wie  es  in  der  Kreistheorie  bei  zwei 
sich  rechtwinklig  schneidenden  Kreisen  und  ihren  Mittelpunkten 
sich  darbietet;  hat  man  zwei  sich  rechtwinklig  schneidende  Kreise, 
so  ist  aus  den  Elementen  bekannt,  dass  jede  durch  einen  der 
beiden  Kreismilleipunkte  gehende  Transversale  die  Kreise  in  vier 
harmoniscii  gelegenen  Funkten  trifft,  von  denen  die  Schnittpunkte 
mit  je  einem  Kreise  zugeordnele  sind.  Die  Verallgemeinerung 
dieser  Eigenschaft  besteht  mithin  in  folgendem  Satze: 
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Legt  man  aus  irgend  einem  Punkte  a einer  ge- 
m e i n se  li  a f 1 1 i c li  c n Sekante  eines  K e g c 1 s c li  ii  i 1 1 b ü s c I»  e 1 s 
die  Tangentenpaare  an  dasselbe,  so  liegen  die-Be- 
rülirungspunkte  auf  einem  Kegeisclinitt  A\  legt  man 
aus  dem  konjugirlcn  Punkte  a zu  a in  ßczug  auf  das 
ßüschcl  ebenfalls  die  Tangentenpaare  an  die  Kegel- 
schnitte des  llüscliels,  so  liegen  die  Berührungs- 
punkte auf  einem  andern  Kegelschnitt  A ; die  beiden 
Kegelschnitte  A und  A haben  zu  den  Punkten  a und  a 
die  eigen t hü m liehe  Lage,  dass  jede  durch  a oder  er 
gehende  Transversale  von  den  beiden  K e g e 1 s c h n i 1 1 e n 
in  vier  harmonischen  Punkten  getroffen  wird,  von 
denen  je  zwei  Schnittpunkte  desselben  Kegelschnitts 
zu  geordnete  sind. 

Weitere  Eigenschaften,  welche  konjugirte  Kegelschnilthüscliel 
darhieten  (wenn  z.  B.  aus  einem  heliehigen  Punkte  der  Ebene  die 
Tangcnlenpaare  an  die  Kegelschnitte  der  Büschel  gelegt  werden, 
wobei  die  Berührungspunkte  auf  einer  Kurve  dritten  Grades  liegen 
und  diese  drei  Kurven  dritten  Grades  in  Bezug  auf  die  drei  kon- 
jugirlen  Kegelschnitthüschel  in  eigentliümliche  Verbindung  treten), 
müssen  wir  hier  übergehen,  um  nicht  die  Grenzen,  welche 
diesem  Buche  gesteckt  sind,  zu  •überschreiten.  Es  bleibt  noch 
übrig,  den  im  Eingänge  dieses  Paragrapiien  berührten  besonderen 
Fall  von  drei  konjugirten  Kegelschniltbüscheln,  welcher  schon  in 
den  Elementen  auftritl,  mit  dem  hier  behandelten  allgemeinen 
Falle  in  Verbindung  zu  setzen.  Nehmen  wir  nandich  an,  dass 
von  den  drei  erzeugenden  Punktsystemen  {x,  |)  (y,  rj)  und  {z,  f) 
eines  den  besonderen  Charakter  hat,  dass  sein  Träger  die  un- 
endlich - entfernte  Gerade  ist  und  dasselbe  aus  allen  Paaren 
unendlich -entfernter  Punkte  besteht,  welche  in  je  zwei  zu  ein- 
ander rechtwinkligen  Uichlungcn  liegen,  also  dasjenige  Punkt- 
system auf  dessen  Asymptotenpunkle  die  beiden  imaginären 
Kreispunkte  auf  der  unendlich- entfernten  Geraden  sind  (§  35)  und 
ist  {x,  dieses  besondere  Punktsyslein,  dessen  Träger  ^ also 
ist,  dagegen  (y,  »/)  ein  beliebiges,  etwa  hyperbolisches  Pimktsystein 
mit  den  Asymptotenpunkten  y'//  auf  dem  Träger  23,  so  wird  der 
Träger  6 des  dritten  Punktsystems  diejenige  Gerade  sein,  welche 
in  dem  Mittelpunkte  o des  Punktsystems  (y,  t/),  der  dem  unendlich- 
entfernten  konjugirt  ist,  d.  h.  in  der  Mitte  o zwischen  g' h'  senk- 
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recht  steht  auf  33,  uiul  <las  dritte  Puiiktsysleiii  (c,  f)  auf  (5,  wel- 
ches notli wendig  ein  elliptisches  sein  muss  (§  41),  wird  erhalten, 
indem  wir  durch  y einen  beliebigen  Strahl  yz  und  durch  y einen 
darauf  senkrechten  ziehen,  welche  ß in  z und  ^ treffen; 
o wird  ebenfalls  der  Mittelpunkt  dieses  Punktsystems  sein  und 
z^  liegen  also  auf  entgegengesetzten  Seiten  von  o so,  dass 

oy  . 0»/  -f-  oz  . of  = 0, 

ist,  also  die  Potenzen  der  beiden  Punktsysteme  auf  23  und  6 gleich 
aber  entgegengesetzt  werden.  Die  von  solchen  drei  Punktsystemen 
erzeugten  konjiigirten  Kcgelschniltbüschel  nehmen  einen  besonders 
einfachen  Charakter  an,  indem  zwei  von  ihnen  konjugirte 
Krcisschaa ren  werden  und  das  dritte  ein  Büschel  gleichseitiger 
Hyperbeln , welches  in  den  Elementen  unerwähnt  zu  hleihen  itilegl. 
In  der  That  das  Büschel  [(£]  wird  eine  gewöhnliche  Kreisschaar, 
welche  durch  die  beiden  reellen  gemeinschaftlichen  Punkte  g'h' 
geht,  weil  die  imaginären  Kreispunkte  auf  allen  Kegelschnitten 
dieses  Büschels  gemeinschaftlich  sind,  also  alle  Kreise  werden; 
diese  Kreise  haben  ihre  Mittelpunkte  auf  6 und  treffen  dasselbe 
in  je  zwei  konjugirten  Punkten  seines  Punktsystems.  Das  Büschel 
[33]  wird  ebenfalls  eine  Kreisschaar  mit  der  ideellen  gemeinschaft- 
lichen Sekante  6;  sie  hat  nämlich  ihre  Mittelpunkte  auf  33  und 
jeder  Kreis  derselben  trifft  in  je  zwei  konjugirten  Punkten  y,  y 
des  gegebenen  Punktsystems;  die  Kreise  dieser  Schaar  haben  also 
die  Strecke  zwischen  je  zwei  konjugirten  Punkten  yy  zu  Durch- 
messern. Die  Asymptotenpunkte  g'k'  repräsenliren  insbesondere 
die  Nullkreise  dieser  Schaar.  Die  beiden  genannten  Krcisschaaren 
heissen  bekanntlich  konjugirte  Kreisschaaren , indem  jeder  Kreis 
der  einen  jeden  der  andern  rechtwinklig  schneidet.  Das  dritte 
Büschel  [31]  be.steht  endlich  aus  lauter  gleichseitigen  Hyperbeln, 
welche  die  reellen  Punkte  g'h'  zu  Büschelmittelpunkten  haben 
und  das  Punktsystem  (z,  auf  dem  Träger  6 zu  demjenigen, 
welches  allen  Kegelschnitten  dieses  Büschels  zugehort;  dadurch 
ist  es  schon  bestimmt  und  besteht  offenbar  aus  lauter  gleich- 
seitigen Hyperbeln,  da  es  den  in  § 47  aufgestellten  Bedingungen 
dafür  genügt,  dass  ein  Büschel  mit  zwei  reellen  und  zwei  ima- 
ginären .Milteipunkten  ein  Büschel  gleichseitiger  Hyperbeln  sei; 
je  zwei  unendlich -entfernte  Punkte  in  zwei  zu  einander  recht- 
winkligen Richtungen  sind  also  die  unendlich -entfernten  Punkte 
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einer  Ilyi  H;rbei  dieses  liüscLcls;  der  Punkt  o ist  der  Mittelpuukt 
aller  dieser  lly|>erhclii ; der  MiUclpunklskreis  reducirt  sich  daher 
aui’  einen  Punkt  u und  je  zwei  durch  u gehende  rechtwinklige 
Strahlen  sind  die  Asymptoten  einer  Hyperbel  dieses  Büschels; 
da  die  Hyperbeln  ausserdem  durch  die  reellen  Punkte  g' h'  gehen, 
so  sind  sie  leicht  zu  konstruiren  (§  26).  (Vergl.  § 60.) 

Wir  erwähnen  noch  im  Allgemeinen,  dass  bei  drei  koiiju- 
girten  Kegelscbnittbüscbeln  binsichtlicb  ihrer  besonderen  Beschaf- 
fenheit überhaupt  nur  zwei  Fälle  eintreten  können:  entweder 
1)  hat  jedes  der  drei  konjugirten  Büschel  vier  reelle  Miltelpunkle, 
was  der  von  uns  behandelte  Fall  ist,  oder  2)  eines  der  drei  kou- 
jugirten  Büschel  hat  zwei  reelle  und  zwei  imaginäre  Mittelpunkte, 
das  andere  ebenfalls  und  das  drille  vier  imaginäre  Mittelpunkte, 
wovon  die  beiden  Kreissebaaren  und  das  Büschel  gleichseitiger 
Hyperbeln  ein  besonderer  Fall  ist;  denn  nach  §41  hängen  die 
drei  erzeugenden  Punktsysteme  (.r,  ^)  (y,  rf)  (c,  f)  immer  so  mit 
einander  zusammen,  dass  entweder  alle  drei  hyperbolisch  oder 
eines  hyperbolisch  und  die  beiden  andern  elliptisch  sind. 

Der  in  diesem  Paragraphen  durchgeführlen  Betrachtung  sieht 
die  gleichlaufende  polare  NebenbelracbUmg  zur  Seile,  welche  von 
zwei  beliebig  angenommenen  Slrablsyslemen  ausgehl  (wie  in  § 48), 
von  denen  ein  drittes  in  bestimmter  Weise  abhängl;  diese  drei 
Slrahlsysteme  bestimmen  zu  je  zweien  in  Verbindung  gebracbl 
drei  konjugirle  K eg elscbni  Ilse  haaren,  deren  Figenscliaf- 
ten  in  ganz  gleicher  Weise,  wi(*  die  obigen  der  konjugirten  Bü- 
scbel,  abgeleitet  werden  können.  Da  diese  Uebertragung  ohne 
alle  Schwierigkeit  ausgeführl  werden  kann,  so  übergehen  wir 
dieselbe,  sowie  die  Wiederholung  der  gewonnenen  Resultate,  welche 
mit  denselben  Worten  ausgesprochen  werden  können  unter  der 
bekannten  Veränderung  in  der  Bedeutung  der  angewendeten  Be- 
zeichnung. 

§ 51.  Besondoro  Fälle  von  Kegelschnitt  - Büscheln  und 
-Schaaren:  Kegelschnitte,  die  sich  doppelt  berühren, 
confokale  Kegelschnitte. 

Kegelscbniltbüscbel  und  Schaaren  bieten  eine  Anzahl  von  be- 
sonderen Fällen  dar,  welche  hervorgehen  aus  der  besonderen 
BeschalTenheil  und  Lage  der  sic  erzeugenden  Gebilde  oder  be- 
stimmenden Flemcnle  und  welche  von  grosserem  oder  geringerem 
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Interesse  sind.  Wir  haben  bereits  als  besumlere  Schaar  die  einem 
Dreiseit  einbescbriehene  Parabelscbaar  gefunden,  welche  die  un- 
endlich-entfernte  Gerade  zur  vierten  gemeinschaftlichen  Tangente 
hat,  ferner  das  Büschel  gleichseitiger  llyperheln,  dessen  vier 
Mitteli»unkte  in  eigenthümlicher  Verbindung  stehen,  endlich  die 
Kreisschaar  (Kreishüschel) , weiche  aus  den  Klcmcnten  bekannt 
ist,  aber  auch  aus  der  allgemeinen  Erzeugung  durch  zwei  Punkt- 
systeme hervorgeht,  wenn  tias  eine  derselben  dasjenige  ist,  welches 
auf  der  unendlich- entfernten  Geraden  durch  je  zwei  in  recht- 
winkligen Richtungen  liegende  Punkte  bestimmt  wird  und  dessen 
Asymptotenpunkte  die  imagiiKnen  Kreispunktc  sind.  In  diesem 
I^aragraphcn  sollen  noch  einige  besondere  Fälle  von  Interesse 
untersucht  werden. 

Wenn  von  den  beiden  erzeugenden  Punktsystemen  (.r,  Q 
und  (y,  7])  auf  den  Trägern  5(-und  23,  welche  sämmtlichen  Kegel- 
schnitten des  Büschels  gleichzeitig  zugehören,  eines  parabolisch 
ist,  d.  h.  seine  beiden  Asymjdotenpiinkte  zusammenfallen  (es 
seien  g und  h auf  21),  so  hat  die.ser  Punkt  zu  seinem  konjugirlen 
jeden  beliebigen  andern  des  Trägers  und  jeder  beliebige  Punkt  des 
Trägers  wiederum  g zu  seinem  konjugirten  (§  16);  die  Gerade  (5!, 
welche  die  konjugirten  Punkte  des  Schnittpunktes  (2(,  23)  in  beiden 
Punktsystemen  verbindet,  geht  also  durch  g und  das  dritte  Punkt- 
system (c,  auf  (5  wird  folglich  auch  i)arabolisch  und  hat  elM*n- 
falls  seine  züsamnienfallenden  Asym|)tolenpunkte  in  g.  Alle  Kegel- 
schnitte des  Büschels  berühren  daher  die  Gerade  2t  in  dem 
Punkte  g und  gehen  ausserdem  durch  die  reellen  oder  imaginären 
Asymptotenpunkte  des  andern  gegebenen  PiinkLsystems  (y,  y).  Bas 
gemeinschaftliche  Tripel  des  Büschels  reducirt  sich  in  diesem  Falle 
auf  den  Schnittpunkt  der  Geraden  2t,  23  und  den  doppelt  zu 
zählenden  Punkt  y,  in  welchem  sich  sänimtliche  Kegelschnitte  des 
Büschels  berühren;  von  den  drei  unter  den  Kegelschnitten  des 
Büschels  vorkonnnenden  Linienpaaren  ist  das  eine  2t,  23;  die 
beiden  andern  coincidiren  und  gehen  von  g nach  den  heulen 
Asymptotenpunkten  des  Punktsystems  auf  23.  Der  Mittelpunkts- 
kegelschnitt des  Büschels  geht  durch  den  Schnittpunkt  p der 
beiden  Träger  2t  und  23,  durch  den  Mittelpunkt  des  Punkt- 
systems auf  23,  durch  den  Punkt  y,  in  welchem  er  die  Gerade  (S 
zur  Tangente  hat  und,  falls  das  Punktsystem  auf  23  hy(>erbolisch 
ist  und  zu  Asymptolcn|)unktcn  g' h'  hat,  auch  durch  die  Milten 
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dtT  beiden  Strecken  gg'  und  gh'\  wenn  es  dagegen  elliptisch  ist, 
so  ist  er  durcii  die  vorigen  Bedingungen  noch  nicht  vollständig 
bcstiinint;  erinnern  wir  uns,  dass  die  Mitte  von  gmi,  der  Mittel- 
punkt des  gesuchten  Kegelschnitts  sein  muss,  so  wird  also  die 
Tangente  in  mo  parallel  laufen  mit  (£  und  hierdurch  ist  der  Mitlel- 
])unktskegclschnitt  unzweideutig  bestimmt;  zugleich  erkennen  wir, 
dass  er  Hyperbel  sein  muss,  das  Büsclnd  also  aus  einer  Gruppe 
Ellipsen  und  einer  Gruppe  Hyperbeln  besteht,  welche  durch  zwei 
Parabeln  von  einander  geschieden  werden. 

Aehnlich  verhält  es  sich  mit  einer  Kegeischnillschaar,  bei 
welcher  eines  der  beiden  erzeugenden  Strahlsysteme  parabolisch 
angenommen  wird  und  deren  Kegelschnitte  ein  und  dieselbe  Gerade 
in  einem  festen  Punkte  berühren,  während  sie  ausserdem  zwei 
reelle  oder  imaginäre  gemeinschaftliche  Tangenten  haben;  wir 
unterlassen  hier  die  nähere  Ausführung,  weil  sowohl  jenes  specielle 
Büschel,  als  auch  diese  besondere  Schaar  von  untergeordneterem 
Interesse  ist,  als  eine  noch  specieilere,  zu  der  wii*  gelangen,  wenn 
wir  beide  erzeugenden  Punktsysteme  oder  beide  erzeugenden 
Strahlsysteme  parabolisch  annehmen;  hier  tritt  nämlich  in  beiden 
Füllen  dasselbe  Gebilde  auf,  welches  gleichzeitig  als  Kegel- 
schnitt-Büschel und  -Schaar  angesehen  werden  muss  und  daher 
auch  die  Eigenschaften  beider  Gebilde  mit  einigen  ModiCkationen 
in  sich  vereinigt.  Sind  nämlich  zwei  parabolische  Punktsysteme 
auf  den  Trägern  51  und  33  gegeben  und  die  zusammenfallcn- 
den  Asymptotenpunkte  des  ersten  in  g,  die  des  zweiten  in  g' 
vereinigt,  so  besteht  das  Kegelschnittbüschcl  aus  sämmtlichen 
Kegelschnitten,  welche  in  g und  g'  dieselben  Tangenten  51 
und  33  haben,  also  sich  selb.st  in  diesen  beiden  Punkten  [dop- 
pelt) berühren.  Wir  können  gleichzeitig  die  Punkte  g und  g' 
als  .Mittelpunkte  zweier  parabolischen  Slrahlsysteme  auffassen, 
deren  zusammenfallende  .Asymptoten  beziehlich  die  Strahlen  3t 
und  33  sind;  die  Kegelschnitte  der  durch  diese  beiden  Strahl- 
systeme  erzeugten  Schaar  berühren  sämnitlich  31  und  33  beziehlich 
in  den  Punkten  g und  g'  und  werden  daher  mit  den  Kegel- 
schnitten jenes  Büschels  identisch.  In  dieser  Schaar  einander 
doppelt  berührender  Kegelschnitte  kommt  sowohl  das 
Punktenpaar  7^'  vor,  dessen  Verbindungslinie  doppelt  gezählt  als 
speciellcr  Kegelschnitt  angesehen  werden  muss,  wie  auch  das 
Linienpaar  3(,  33,  dessen  Schnittpunkt  />  sei.  Aus  den  bekannten 
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Eigeiischartei)  des  Ufisciiels  und  der  Schaar  folgt  liier  insbesondere: 
Jede  Gerade  £ in  der  Ebene  eines  Büschels  sich  doppelt  be- 
rührender Kegelschnitte  wird  in  einem  Biinktsystein  geschnitten 
von  den  Kegelschnitten  und  die  Tangentenpaare  aus  jedem  Punkte 
Pan  dieselben  bilden  ein  Strahlsystem;  das  Punktsystem  ist  stets 
hyperbolisch  und  hat  einen  Asymptolenpunkt  auf  der  gemein- 
schaftlichen Berfihrungssehne;  der  andere  Asymptotenpunkt  ist 
der  vierte  harmonische  dem  Schnittpunkt  mit  der  Berührungs- 
sehne zugeordnete,  wilhrend  die  Schnittpunkte  mit  den  beiden 
gemeinschaftlichen  Tangenten  das  andere  Paar  zugeordneter  Punkte 
sind ; es  giebt  daher  nur  einen  einzigen  Kegelschnitt  dieser  Schaar, 
welcher  die  Transversale  S berührt  und  zwar  in  dem  eben  kon- 
struirten  vierten  harmonischen  Punkte;  ebenso  ist  das  Strahl- 
system in  dem  Ihinkte  P immer  hyperbolisch  und  Pp  eine  Asymptote 
desselben,  Pg  und  Pg'  ein  Paar  konjugirte  Strahlen,  so  dass 
der  vierte  harmonische  zu  Pp  zugeordnete  Strahl  Pt  die  Tan- 
gente an  dem  einzigen  Kegelschnitte  dieses  Büschels  ist,  welcher 
durch  P geht;  die  Mittelpunkte  sämmtlicher  Kegelschnitte  dieses 
Büschels  liegen  auf  derjenigen  Geraden,  welche  durch  p und  die 
Mitte  der  Berührungssehne  gg'  geht.  Diese  Gerade  ist  zugleich 
der  eine  Theil  des  Mittclpunktskegelschnitts,  welchen  jedes  Büschel 
besitzt  und  der  hier  in  ein  Linienpaar  zerfällt;  der  andere  Theil 
ist  die  Berühruiigssehne  gg'  selbst;  denn  da  diese  als  ein  zu- 
sammengefallenes Linienpaar  aufzufassen  ist,  so  kann  jeder  Punkt 
von  ihr  als  Mittelpunkt  angeselien  werden.  Die  Kegelschnitte  dieser 
sich  doppelt  berührenden  Schaar  zerfallen  im  Allgemeinen  in  eine 
Gruppe  Ellipsen  und  eine  Gruppe  Hyperbeln,  welche  von  ein- 
ander getrennt  werden  einmal  durch  das  Punktenpaar  gg'  und 
das  andere  Mal  durch  die  einzig  vorkoinmende  l*arabel,  deren 
Mittelpunkt  der  unendlich -entfernte  Punkt  der  vorhin  konstruirten 
Mittclpunktslinie  ist.  Die  sämmtlichen  Kegelschnitte  dieses  Büschels 
haben  ersichtlicher  Weise  den  Punkt  p und  die  Verbindungs- 
linie gg'  zum  Pol  und  zur  Polare  und  das  Strahlsystem,  welches 
dem  ei-steren,  das  Punktsystem,  welches  der  letzteren  in  Bezug 
auf  die  Kegelschnitte  des  Büschels  zugehört,  ist  für  alle  dasselbe 
und  beide  Systeme  liegen  perspektivisch.  Hiernach  lässt  sich  diese 
Kegelschnittschaar  auch  in  anderer  Weise  erzeugen:  Wenn  ein 
Punktsystem  auf  dem  Träger  £ und  ein  mit  jenem  per- 
spektivisches Strahlsystem,  dessen  Mittelpunkt  o ist. 
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gegehen  sind,  so  In  Iden  sfim  ml  liehe  Kegelschnitte, 
in  Hezng  auf  welche  diese  beiden  Gebilde  die  dem 
l'nnkle  o und  der  Geraden  zugehörigen  Systeme 
sind,  eine  Schaar  von  Kegelschnillen,  die  sich  dop- 
pelt berühren,  ist  das  gegebene  Pnnklsystem  und  also  auch 
das  mit  ihm  pers|)eklivi.sche  Slrahlsyslem  hyperbolisch,  so  he- 
rfdiren  sich  .säinmlliche  Kegelschnitle  in  den  beiden  Asymploten- 
punkten  jenes  Pnnklsyslems  und  haben  in  diesen  l’iinklen  «lie 
Asymptoten  des  Slrahlsystems  zu  gemeinschaftlichen  Tangenten;  sind 
dagegen  beide  Systeme  elliptisch,  so  ist  die  Kegelschnitlschaar 
nichtsdestoweniger  vollständig  bestimmt  und  kann  reell  konslruirt 
werden;  in  diesem  Falle  sagen  ^ir.der  Analogie  wegen;  Die  Kegel- 
schnitte haben  eine  imaginäre  doppelte  Berührung.  Die  oben 
atigegehenen  Figcnschaften  behalten  ihre  Gültigkeit;  denn  da  für 
alle  Kegelschnitte  der  Schaar  « und  ^ Pol  und  Polare  sind,  so 
wird,  wenn  wir  irgend  einen  INinkt  s auf  der  Geraden  Ü an- 
nehmen und  den  konjngirten  Punkt  a zu  s in  dem  gegebenen 
Punktsysteme  mit  o verbinden,  oo  die  Polare  von  s für  säinmt- 
liehe  Kegelschnitte  der  Schaar  sein;  wenn  also  irgend  eine  diircti 
.V  gezogene  Gerade  in  / die  Polare  oo  trifft,  so  werden  s und  l 
harmonisch  liegen  zu  sämmtlichen  Sclmittpunktpaaren,  in  welchen 
die  Transversale  st  von  den  Kegelschnitten  der  Schaar  getroffen 
wird,  und  wenn  wir  anderseits  irgend  einen  Punkt  in  der  Polare  no 
annehinen,  so  werden  diese  und  die  Verbindungslinie  mit  s har- 
monisch liegen  zu  allen  Tangentenpaaren  aus  dem  angenominenen 
Punkte  an  die  Kegelschnitte  der  Schaar;  jene  Pnnklcnpaare  auf 
der  Transversale  bilden  also  ebenso  ein  Punktsystem,  wie  diese 
Tangentenpaare  aus  dem  Punkte  ein  Slrahlsystein,  woraus  denn 
das  Weitere  sich  von  seihst  ergieht.  Die  reelle  Konstruktion  der 
Kegelschnitte  dieser  sich  doppelt  berührenden  Schaar  für  den 
Fall,  <Iass  die  beiden  Derührungspunkte  und  also  auch  die  ge- 
ineinschafllichen  Tangenten  imaginär  sind,  lässt  sich  so  ausführen: 
Zieht  man  irgend  einen  Strahl  durch  o,  welclier  die  Herührungs- 
sehne  ^ in  s treifen  mag  und  nimmt  auf  demselben  ein  Paar 
harmonisch -zugeordneter  Punkte  p und  tt  zu  o und  s als  Mittel- 
punkte zweier  Strahlhüschel  an,  welche  nach  den  Paaren  kon- 
jngirler  Punkte  x,  | des  auf  gegebenen  Punktsystems  hingeheii, 
so  erzeugen  dieselben  einen  Kegelschnitt  der  Schaar,  welcher  der 
Ort  des  Schnittpunktes  {px,  tc^)  oder  p^)  ist;  verändern  wir 
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(las  Paar  p und  :i,  so  (M'hallen  wir  samnillicho  Kegtdsrhnillo  dieser 
Schaar.  Diese  Schaar  sich  doppelt  herühreiider  Kegelschnitte  ent- 
springt also  auch  aus  der  Annahme  zweier  Punktsysteme,  von 
denen  das  eine  hyperbolisch  ist  und  einen  Asymptotenpunkt  in 
dem  Trfiger  des  andern  hat.  Einige  sehr  einfache  Fälle  solcher 
Schaaren  gehen  aus  besonderer  Annahme  von  o und  £ hervor: 
1)  liegt  o im  Unendlichen,  so  ist  2 ein  Durchmesser  sämmtlicher 
Kegelschnitte  der  Schaar  und  diese  sind  alle  concentrisch , da  sie 
den  Mittelpunkt  des  Punktsystems  auf  2 zu  ihrem  gemeinschaft- 
lichen Mittelpunkte  m haben;  ist  das  Punktsystem  auf  2 hyper- 
bolisch, so  bcrfihren  sich  also  sämmtliche  Kegelschnilte  in  den 
Endpunkten  eines  allen  gemeinschaftlichen  Durchmessers;  ist  es 
elliptisch,  so  müssen  sämmtliche  Kegelschnitte  Hyperbeln  sein, 
welche  m zum  gemeinschaftlichen  Mittelpunkt  haben,  und  da  mo 
und  2 ein  Paar  konjugirte  Durchmesser  aller  dieser  Hyperbeln 
sind,  so  bilden  die  Asymptoten  dieser  Hyperbelschaar  mit  ima- 
ginärer doppelter  Derührung  selbst  ein  Strahlsystem,  welches 
2 und  mo  zu  Asymptoten  hat;  2)  geht  2 in  die  Unendlichkeit, 
so  ist  0 gemeinschaftlicher  Mittelpunkt  sämmtlicher  Kegelschnitte 
der  Schaar  und  das  gegebene  Strahlsystem  (o)  das  SysUun  der 
konjugirten  Durchmesser;  ist  dieses  also  hyperbolisch,  so  be- 
steht die  Schaar  aus  lauter  Hyperbeln,  welche  denselhen  Mittel- 
punkt und  dieselben  Asymptoten  haben,  nämlich  die  Asymptoten 
des  Slrahlsystems  (o);  ist  dieses  dagegen  elliptisch,  so  besieht 
die  Kegelschniltschaar  aus  ähnlichen  und  ähnlich -liegeiuhm  con- 
centrischen  Ellipsen;  ist  insbesondere  das  Slrahlsyslem  (o)  (*in 
Kr(‘issystem , so  wird  die  Kegelschnittschaar  mit  doppelter  imagi- 
närer Derührung  im  Unendlichen  eine  Schaar  concentrischer  Kreise. 
(Po nc eiet,  Iraite  des  propri(*t(*s  projectives  des  tigures  pag.  228). 

Aus  dem  Vorstehenden  geht  u.  a.  die  Lösung  der  .Aufgabe 
hervor:  Durch  drei  gegebene  Punkte  einen  Kegelschnitt 
zu  legen,  welcher  einen  gegebenen  Kegelschnitt  A' 
doppelt  berührt."^)  Es  giebt  vier  Kegelschnilte,  welche  diesen 
Dedingungen  genügen,  doch  scheint  es,  als  ob  dic’selben  nur  dann 
reell  vorhanden  sind,  wenn  entweder  alle  drei  gegebenen  Punkte 
pqr  innerhalb  oder  alle  drei  ausserhalb  des  g(‘gebenen  Kegel- 


'*)  Siche  Steiner;  „Allgc’meine  Detrachtungen  über  einander  dop 
pelt  berührende  Kegelsclinitte “ ; Crelle’s  Journal  Hd.  XLV  S.  222. 
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schnilts  liegen;  zieht  man  näinlicii  die  drei  Verbindungslinien 
yr,  rp,  so  trifft  jede  derselben  den  Kegelsclinitt  K in  zwei 
andern  Punkten,  welche  als  ein  zweites  Paar  koiijugirler  Punkte 
eines  Punktsystems  aufgefasst  werden  können;  liegen  nun  pqr 
innerhalb  des  Kegelschnitts  so  werden  auf  den  drei  Verbin- 
dungslinien pq^  qr^  rp  durch  je  zwei  dieser  Punkte  und  die 
beiden  Schnittpunkte  mit  K drei  hyperbolische  PunkLsysteme 
bestimmt;  diese  befinden  sich  genau  in  derselben  Lage,  wie 
die  drei  zusammengehörigen  Punktsysteme  (jc,  (y,  ij)  (z,  t) 
auf  den  Trägern  31  23  6 in  § 41 ; die  drei  Paar  Asymptoten- 
punkte  q/i,  y'fi,  (j'h"  liegen  daher  zu  je  dreien  auf  tier  ge- 
raden Linien:  gg'g",  gh'h'\  hg  h’\  hh'g".  Jede  dieser  vier 
Geraden  IrifTl  nun  den  Kegelschnilt  K in  zwei  solchen  Punkten, 
in  welchen  ihn  ein  durch  pqr  und  diese  Punkte  selbst  gelegter 
Kegelschnitt  doppelt  berührt  (reell  oder  imaginär],  denn  es  ist 
ersichtlich,  dass  ein  Kegelschnitt,  welcher  durch  p gelegt  wird 
und  K in  den  beiden  Schnittpunkten  einer  dieser  vier  Geraden 
doppelt  berührt,  nothwendig  durch  q und  r gehen  muss;  also 
hat  die  vorgelegte  Aufgabe  im  Allgemeinen  vier  Lösungen , sobald 
die  drei  Punklsysteme  auf  pq,  qr,  rp  hyperbolisch  siml;  dies  ist 
aber  der  Fall,  sobald  entweder  die  drei  Punkte  pqr  innerhalb 
des  Kegelschnitts  K liegen,  oder  alle  drei  ausserhalb;  sollte  in 
dem  letzteren  Falle  die  Verbindungslinie  pq  den  Kegelschnitt  K 
nicht  treffen,  so  können  wir  doch  leicht  die  Asymptolenpunkte  gh 
auf  ihr  bestimmen,  indem  wir  nämlich  zwei  auf  einander  liegende 
Punktsysteme:  das  erste,  welches  der  Geraden  in  Bezug  auf 
den  Kegelschnitt  K zugehört,  also  elliptisch  in  diesem  Fall,  das 
andere  hyperbolisch  mit  den  Asymplotenpunkten  p und  q,  auf- 
fassen und  das  gemeinschaftliche  Paar  konjugirter  Punkte  (§§  10 
und  31)  beider  Punktsysteme  bestimmen,  welches  nothwendig 
reell  ist;  dies  ist  das  gesuchte  Punktenpaar  g,  h;  sobald  alsop^r 
alle  drei  ausserhalb  des  Kegelschnitts  K liegen,  sind  ebenfalls 
die  drei  Punktsysteme  auf  pq,  qr,  rp  hyperbolisch  und  die  Auf- 
gabe hat  vier  reelle  Lösungen.  Sobald  aber  von  den  drei  ge- 
gebenen Punkten  pqr  einer  innerhalb  und  die  beiden  andern  ' 
ausserhalb  des  Kegelschnills  A’  liegen,  oder  umgekehrt,  ist  nur 
eines  von  den  drei  Punktsystemen  auf  pq,  qr,  rp  hyperbolisch, 
die  beiden  andern  elliptisch;  von  den  sechs  Ecken  des  vollstän- 
digen Vierseits  gg  g" hU U'  ist  also  nur  ein  Paar  Gegencckcn 
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reell  und  die  vier  Seiten  iniaginiir;  die  Aufgabe  lässt  also  keine 


reelle  Lösung  zu. 


Fassen  wir  aus  der  Scliaar  Kegelschnitte  mit  doppelter  (reeller 
oder  imaginärer)  Berührung  nur  zwei  ins  Auge,  K und  K\  so 
erkennen  wir  interessante  Beziehungen,  welche  dieselben  dar- 
hietcn.  Sind  o und  das  besondere  Paar  Pol  und  Polare  für 
beide  KegelscbniUe,  denen  dasselbe  Strahl-  und  Punktsystem  in 
Bezug  auf  beide  Kegelschnitte  zugehören,  und  welche  wir  kurz 
die  Berührnngssehnc  und  ihren  Pol  nennen  wollen,  so  liegt  o 
innerhalb  beider  Kegelschnitte  und  S trilll  keinen  von  beiden, 
wenn  die  doppelte  Berührung  eine  imaginäre  ist;  dagegen  liegt  o 
ausserhalb  beider  und  2 trifft  beide  in  denselben  zwei  reellen 
Punkten,  wenn  die  Kegelschnitte  eine  reelle  doppelte  Berührung 
haben.  Nehmen  wir  nun  irgend  eine  Transversale,  welche  den 
Kegelschnitt  AT  in  den  Punkten  i und  die  Berührungssehne  ^ 
in  s treffen  möge,  so  schneiden  sich  die  Tangenten  in  t und  /, 
an  dem  Kegelschnitt  K in  einem  Punkte  r und  ro  ist  die  Polare 
von  s für  beide  Kegelschnitte;  die  vier  Strahlen  ri,  rt^,  r«  und  rs 
sind  harmonisch,  die  ersteren  beiden  und  die  letzteren  beiden 
zugeordnel;  trilll  nun  die  Tangente  in  i den  andern  Kegelschnitt  K' 
in  zwei  Punkten  x'^,  die  zweite  Tangente  für  aber  in  dem 
Punklenpaar  und  wir  denken  uns  die  Verbindungslinie  xs 
gezogen,  so  wird  dieselbe  den  Kegelschnitt  K'  in  demjenigen 
zweiten  Punkte  treffen,  welcher  der  vierte  harmonische  dem  x 
zugeordnete  ist,  während  s und  der  Schnittpunkt  [xs,  ro)  das 
andere  Paar  zugeordneter  Punkte  ist.  Dieser  vierte  harmonische 
Punkt  muss  aber  auf  dem  vierten  harmonischen  Strahl  zu  rx,  ro,  rs 
liegen,  und  da  dieses  der  Strahl  rty  ist,  welcher  den  Kegel- 
schnitt K'  in  und  |j  trifft,  so  muss  xs  den  Kegelschnitt  K’ 
in  a'i  oder  treffen;  gehe  nun  xx^  durch  s,  so  muss  auch  er- 
siclitlicherweise  durch  s gehen  und  es  schneiden  sich  x^^ 
und  x^^  in  einem  Punkte  p der  Geraden  ro,  indem  prs  ein 
Tripel  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  AT'  sind.  Wir  haben  hier- 
aus folgenden  Satz:  Hat  man  zwei  sich  doppelt  berüh- 
rende Kegelschnitte  und  zieht  zwei  beliebige  Tan- 
genten an  dem  einen,  welche  den  andern  in  den  Punk- 
tenpaaren a%  I und  a,|j  treffen,  so  liegt  von  den  drei 
Schnittpunkten  (aaj,  , a, |)  (a|,  ar, ^, ) der  eine 

auf  der  gemeinschaftlichen  Berührungssehne  ß und 
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die  hoi  den  ander  I)  auf  der  Polare  des  ersleren,  welche 
durch  den  gemeinschaftlichen  Pol  o der  nerühriings- 
sehne  gehl.  Der  erste  Punkt  liegt  mit  den  beiden  Berfdiriings- 
])imkten  in  gerader  Linie.  Halten  wir  jetzt  eine  der  beiden  Tan- 
genten fest  und  bewegen  die  andere  am  Kegelschnitt  K herum, 
.so  bleibt  der  Berrihrungspunkt  und  die  Punkte  a,  fest;  «be- 
schreibt eine  gerade  Punktreihe  auf  2 und  a,  s,  also  projek- 
tivische  Slrahlbüschel , die  zugleich  mit  dem  von  /,  t beschriebenen 
Strahl büschel  jirojektivisch  sind.  Wir  schliessen  daraus  folgenden 
Satz:  Bewegt  sich  bei  zwei  einander  doppelt  berüh- 
renden Kegelschnitten  K und  K‘  eine  veränderliche 
Tangente  nm  den  einen  K herum  und  schneidet  jedes- 
mal den  andern  A'  in  den  Punktenpaaren  x und  so 
beschreiben  x und  zwei  krumme  Punktreihen  auf 
diesem  Kegelschnitt,  welche  mit  irgend  zwei  Peri- 
pheriepunkten B und  B auf  K'  verbunden  zwei  pro- 
jektivische  Strahl  büschel  liefern,  und  die  Berührungs- 
punkte der  von  dem  ersten  Kegelschnitt  bewegten 
Tangente  bilden  gleichfalls  e i n e P u ii  k t r e i h e auf  dem- 
selben, welche  mit  einem  seiner  P e r i p h e r i e p u n k l e 
• verbunden  ein  mit  jenen  beiden  projektivisch  es 
Slrahlbüschel  liefert.  Solche  zwei  krumme  Punktreihen  x 
lind  I,  welche  auf  demselben  Kegelscbnitt  ausgeschnitten  werden 
durch  die  Strahlen  zweier  projektivischer  Strahlbüschel,  die  ihre 
Mittelpunkte  in  zwei  beliebigen  Peripheriepnnkten  des  Kegel- 
.schnitts  haben  und  deren  entsprechende  Strahlen  immer  zwei 
entsprechende  Punkte  .r,  | auf  dem  Kegelschnitt  beslimmen,  heissen 
kriimm-projektivische  Punktreihen  und  es  zeigt  sich  für 
dieselben  die  Umkehrung  des  vorigen  Satzes  als  allgemein  gültig: 
Hat  man  zwei  kriimm-projcktivische  Punktreihen  auf 
demselbein  K egelschnitt,  so  umhüllt  die  Verbindiin  gs- 
liiiie  entsprechender  IMinkte  einen  neuen  Kegel- 
schnitt, welcher  mit  dem  gegebenen  eine  doppelte 
(reelle  oder  imaginäre)  Berührung  hat.  In  der  That,  da 
drei  Paar  wilikührUch  als  entsprechend  auf  dem  Kegelschnitt  an- 
genommene Punkte  a und  o,  h und  ß,  c und  y die  beiden  kriiinni- 
projektivischen  Gebilde  bestimmen  und  für  jedes  vierle  Paar  ent- 
sprechender Punkte  X,  | die  Strahlbüschel  B{ahcx)  und  B(c(ßy^) 
dasselbe  Doppelverhältniss  haben,  wimn  B und  B zwei  beliebige 
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Peripheriepunkte  des  Kegelschnitts  hedeiiten,  so  beschreiben  auch 
«I  und  ax  zwei  projektivische  Sti’ahlbQschel , während  wir  aa  fest- 
halten  und  verändern  (Fig.  71);  diese  liegen  aber  perspek- 


tivisch, weil  in  die  Verbindungslinie  ihrer  Mittelpunkte  zwei  ent- 
sprechende Strahlen  hineinralleu;  der  Ort  des  SchniltpunkLs  («^,  ax) 
ist  also  eine  gerade  Linie;  nehmen  wir  anstatt  a und  a ein  anderes 
Paar  hß,  so  erhalten  wir  dieselbe  gerade  Linie,  weil  sowohl  [aß,  ah) 
als  auch  [ay,  ac)  und  [hy,  ßc)  auf  derselben  Geraden  liegen  (wegen 
des  PascaTschen  Sechsecks  aßcaby);  es  ist  daher,  wenn  x^ 
und  yr)  irgend  zwei  Paar  entsprechender  Punkte  der  beiden  krumm- 
projektivischen  Gebilde  bedeuten,  der  Ort  des  Schnittpunktes 
(*^^f  eine  feste  Gerade  S und  die  Verbindungslinie  der  beiden 
andern  Schnittpunkte  (o:|,  yi])  und  [xy,  | läuft  daher  durch  einen 
festen  Punkt  o,  den  Pol  der  Geraden  2 in  Bezug  auf  den  Kegel- 
schnitt. Der  Punkt  o und  die  Gerade  2 sind  vollständig  und 
eindeutig  bestimmt,  sobald  die  Beziehung  der  beiden  krumm- 
projektivischen  Gebilde  durch  drei  Paar  als  entsprechend  fest- 
gesetzte Punkte  des  Kegelschnitts  fixirt  ist;  jeder  Punkt  des  Kegel- 
schnitts gehört  sowohl  der  einen,  als  der  andern  krummen  Punkt- 
reihe an,  der  ihm  entsprechende  in  dem  einen  und  dem  andern 
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Sinne  ist  aber  nicht  derselbe  zweite  Punkt  des  Kegelschnitts, 
sondern  es  sind  verschiedene;  die  Punkte,  in  welchen  £ den 
Kegelschnitt  trifil,  sind  zusammen  fall  ende  entsprechende  Punkte 
der  beiden  Gebilde  und  können  reell  oder  imaginär  sein.  Be- 
zeichnen wir  den  Schnittpunkt  {x-t],  ==  s auf  der  Geraden  £ 

und  yr\)  = r,  so  ist  or  der  Pol  von  s wegen  der  Kigenschafl 
des  Vierecks  im  Kegelschnitt;  dem  Punkte  o gehört  ein  hcstimin- 
tes  Strahlsystem,  seiner  Polare  £ ein  bestimmtes  mit  jenem  per- 
spektivisches Punktsystem  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  zu , von 
jenem  sind  os  und  or  ein  Paar  konjugirter  Strahlen,  von  diesem 
die  Schnittpunkte  der  Linien  rs  und  ro  mit  £ ein  Paar  konju- 
girter Punkte.  Denken  wir  uns  nun  einen  Kegelschnitt,  welchem 
dasselbe  Strahlsystem  in  o und  dasselbe  Punktsystem  auf  £ zu- 
gehört und  welcher  ausserdem  x^  herfihrl,  wodurch  dieser  voll- 
.ständig  und  eindeutig  bestimmt  ist  (siehe  oben),  oder  mit  andern 
Worten,  welcher  den  gegebenen  Kegelschnitt  in  denjenigen  beiden 
Punkten  berührt,  in  welchen  £ ihn  schneidet,  und  der  ausser- 
dem x^  zur  Tangente  hat,  so  müssen  auch  für  ihn  ro  und  rs 
konjugirte  Strahlen  sein,  also  da  rx  eine  Tangente  ist,  so  muss 
die  andere  der  vierte  harmonische  dem  rx  zugeordnete  Strahl 
.sein,  d.  li.  (wegen  des  Vierecks  x^y-t])  die  Gerade  ry  oder 
wir  sehen  also,  dass  dieser  Kegelschnitt  auch  yr\  berührt,  und 
verändern  wir  y?/,  so  verändern  sich  zwar  r und  s,  aber  der 
oben  bestimmte  Kegelschnitt,  welchem  das  Strahlsyslem  in  o und 
das  Punktsystem  auf  £ zugehört,  bleibt  derselbe;  cs  herührcii 
also  alle  Verhindungsstrahlen  yt]  entsprechender  Punkte  der  beiden 
krummprojektivischen  Gebilde  einen  Kegelschnitt,  welcher  den 
Träger  der  beiden  Gebilde  doppelt  berührt  w.  z.  h.  w. ; jeder 
Strahl  hat  zum  Berührungspunkte  den  vierten  harmonischen 
Punkt,  der  dem  Schnittpunkte  mit  der  Berührnngsschne  £ zuge- 
ordnet ist. 

Auf  die  zahlreichen  Folgerungen,  welche  ans  dieser  Grund- 
eigenscliaft  einander  doppelt  berührender  Kegelschnitte  hervor- 
Ireten,  ge.stattet  der  Raum  nicht,  näher  einzugehen.  Wir  he- 


*)  Wir  verweisen  in  dieser  Beziehung  auf  die  Abhandlung  Goe- 
pel’s:  „Ueber  Projektivität  der  Kegelschnitte  als  krummer  Gebilde“, 
Grelle ’s  .Journal  Bd.  XXXVI  S.  317  und  die  Erweiterung  derselben: 
,, Ueber  die  Erzeugnisse  krummer  projektivischer  Gebilde“  von  Sch  rö  ter 
in  dem  Crelle-Borchardt’schen  Journal  Bd.  LIV  S.  31. 
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merken  nur,  dass  zwei  besondere  Falle  dieser  allgemeineren 
Betrachtung  in  dem  Laufe  unserer  Untersuchungen  von  beson- 
derer ^Wichtigkeit  geworden  sind;  erstens  nämlich,  wenn  der 
Kegelschnill  aus  einem  Linienpaar  besteht,  wo  dann  die  beiden 
krummen  Gebilde  zwei  gewöhnliche  gerade  projektivische  Punkt- 
reihen werden  und  ihr  Erzeugniss  ein  Kegelschnitt  ist,  welcher 
mit  dem  Linienpaar  der  beiden  Träger  eine  doppelte  nerühriing 
hat  (§  21);  zweitens,  wenn  die  beiden  krummen  Gebilde  auf  dem 
Kegelschnitt  die  besondere  involutorische  Lage  haben,  dass 
einem  Punkte  des  Kegelschnitts  als  Element  beider  Gebilde  auf- 
gefasst in  dem  jedesmaligen  andern  ein  und  derselbe  Punkt  ent- 
sprich!; in  diesem  Falle  laufen  alle  Verbindungslinien  entspreehen- 
der  Punkte  durch  einen  festen  Punkt  und  die  entsprechenden 
Punkte  mit  einem  Peripheriepunkte  des  KegelschnitLs  verbunden 
liefern  ein  Slrahlsystem  (§31);  der  doppelt  berührende  Kegel- 
schnitt zerfällt  in  ein  Punktenpaar.  In  gleicher  Weise,  wie  die 
Punkte  eines  Kegelschnitts  eine  krumme  Punktreihe,  bilden  die 
Tangenten  de.sselben  ein  krummes  Tangentenbüschel  und  die 
Punktreihe,  in  welcher  sie  eine  beliebige  feste  Tangente  treffen, 
lässt  sich  mit  der  Punktreihe,  in  welcher  sie  irgend  eine  zweite 
feste  Tangente  IrelTen,  in  projektivische  Beziehung  setzen  der  Art, 
dass  die  Tangenten  des  Kegelschnitts  einander  paarweise  ent- 
sprechen und  man  an  demselben  Kegelschnitt  zwei  krumm  - projek- 
tivische Tangentenbüschel  erhält;  der  Ort  des  Schnittpunktes  je 
zweier  entsprechender  Tangenten  wird  wieder  ein  Kegelschnitt, 
welcher  den  Träger  der  beiden  Tangentenbüschel  doppelt  be- 
rührt. Dies  tritt  in  ganz  analoger  Weise  zu  Tage,  wie  das  oben 
bewiesene  Besultat  und  bedarf  keiner  näheren  Auseinandersetzung. 

Unter  den  besonderen  Fällen  von  Kegelschnitt -Büscheln  und 
-Schaaren,  von  denen  die  eben  betrachtete  Schaar  einander  dop- 
pelt berührender  Kegelschnitte  eine  hervorragende  Bedeutung 
hat,  könnten  wir  noch  diejenigen  untersuchen,  hei  welchen  die 
Kegelschnitte  des  Büschels  in  einem  gegebenen  Punkte  eine 
dreipunktige  Berührung  haben  und  a)  durch  einen  vierten  ge- 
meinschaftlichen Punkt  gehen,  b)  eine  vierte  gemeinschaftliche 
Tangente  haben,  endlich  wenn  die  Kegelschnitte  des  Büschels 
in  einem  gegebenen  Punkte  eine  vierpunktige  Berührung  haben. 
Doch  wollen  wir  die  nähere  Untersuchung  dieser  besonderen 
Fälle  dem  Leser  überlassen  und  nur  noch  eine  specielle  Kegel- 
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schnillschaar  erwähnen,  welche  häufiger  auflritt.  Wenn  nämlich 
die  beiden  erzeugenden  Slrahlsysteme  einer  Kegelschnittschaar 
(§  48)  {A)  und  (B)  zwei  Kreissysleine  sind,  so  haben  die  Kegel- 
schnitte dieser  Schaar  die  Mittelpunkte  A und  B zu  gemeinschaft- 
lichen Brennpunkten,  denn  es  giebt  in  der  Ebene  eines  Kegel- 
schnitts nur  zwei  reelle  Punkte,  für  welche  die  zugehörigen 
Strahlsysteme  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  Kreissysteme  sind, 
und  dies  sind  die  Brennpunkte  des  Kegelschnitts  (§  35) ; also 
bilden  sämmtliche  Kegelschnitte,  welche  A und  B zu  ihren  ge- 
meinschaftlichen Brennpunkten  haben,  eine  besondere  Kegelschnitt- 
schaar mit  vier  imaginären  Tangenten;  die  Brennpunkte  sind  als 
das  einzig  reelle  Paar  Gegenecken  dieses  imaginären  Vierseits 
anzusehen.  Wir  nennen  diese  Kegelschnittschaar  eine  Schaar 
confokaler  Kegelschnitte  und  können  zur  reellen  Kon- 
struktion derselben  nach  den  frfiheren  allgemeinen  Betrachtungen 
auf  folgende  Weise  gelangen:  Das  dritte  von  den  beiden  ge- 
gebenen Kreissystemen  {A)  und  (B)  abhängige  Strahlsystem  [C] 
wird  nämlich  besonderer  Art,  indem  sein  Mittelpunkt  in  die 
Unendlichkeit  geht  und  derjenige  unendlich -entfernte  Punkt 
wird,  welcher  in  senkrechter  Bichtung  zu  AB  liegt.  Das  Slrahl- 
system  {C^)  wird  ein  hyperbolisch -gleichseitiges,  dessen  beide 
Asymptoten  die  in  der  Mitte  m zwischen  AB  errichtete  Senkrechte 
und  die  unendlich -entfernte  Gerade  sind;  je  zwei  konjugirte 
Strahlen  desselben  sind  zwei  solche,  die  zu  mC^  parallel  laufen 
und  gleich  weit  von  ihr  abstehen.  Die  beiden  Asymptoten  des 
Strahlsystems  (6’^)  und  die  Gerade  AB  sind  das  gemeinschaft- 
liche Tripel  konjugirter  Strahlen  für  alle  Kegelschnitte  der  Schaar, 
folglich  ist  m der  Mittelpunkt  und  die  beiden  Senkrechten 
und  AmB  die  Axen  für  sämmtliche  Kegelschnitte,  was  auch 
a priori  klar  ist.  Denken  wir  uns  irgend  ein  Paar  konjugirter 
Strahlen  des  Strahlsystems  {C^),  d.  h.  zwei  von  m gleich  weit  ab- 
stehende parallele  Gerade,  welche  senkrecht  auf  AB  stehen,  und 
drehen  um  A (oder  B)  einen  rechten  Winkel,  dessen  Schenkel 
jene  beiden  Parallelen  in  den  Punkten  (und  z't  ) durchbohren, 
so  umhüllt  die  Verhindungslinie  z^  einen  Kegelschnitt  der  Schaar, 
dessen  Tangenten  in  zwei  gegenüberliegenden  Scheiteln  das  an- 
genommene Paar  Paralleler  ist  (Fig.  72).  Verändern  wir  dieses 
Paar,  so  erhalten  wir  sämmtliche  Kegelschnitte  der  konfokalen 
Schaar;  diese  zerfällt  demnach  in  eine  Gruppe  Ellipsen  und  eine 
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Gruppe  Hyperbeln,  je  iKicluleni  jenes  Paar  E*aralleler  ausserhalb 
der  Strecke  AB  liegt  oder  zwischen  A und  ^ hindurchgeht.  Die 


(Fig.  72.) 


beiden  Gruppen  werden  von  ein- 
ander getrennt  einmal  durch  das 
Punktenpaar  AB,  oder  deren  dop- 
pelt gedachte  Verbindungslinie, 
welche  als  Parabel  aufgefasst  wer- 
den kann,  und  anderseits  durch 
die  doppelt  gedachte  unendlich- 
entfernte  (Jerade  G^,  in  welche’ 
diejenige  Parabel,  die  in  der  Schaar 
Vorkommen  muss,  übergeht;  die 
doppelt  gedachte  Gerade  ist 
zwar  auch  als  ein  besonderer 
Kegelschnitt  der  Schaar  aufzufas- 
sen; er  steht  aber  isolirt  da  in 
der  Uyperbelgrujipe.  Die  Mittel- 
punktslinie der  Schaar  wird  unbe- 
stimmt, was  denn  auch  damit  übereinstimmt,  dass  /n-der  Mittelpunkt 
.sämmtlicher  Kegelschnitte  der  confokalen  Schaar  ist.  Die  Polar- 
Eigenschaften  dieser  besonderen  Kegelschnittscbaar  zeigen  einige 
Eigenlhümlichkeiten,  welche  sich  sowohl  aus  der  allgemeinen  Be- 
trachtung f§  48),  als  auch  aus  den  Fokaleigenschaften  des  Kegel- 
schnitts (§  36)  ergeben.  Die  Winkel  zwischen  dem  Tangentenpaar  aus 
einem  Punkte  P an  einen  Kegelschnitt  der  Schaar  haben  nämlich 
dieselben  beiden  zu  einander  rechtwinkligen  Halbirungsstrahlen, 
wie  die  Winkel  zwischen  den  Strahlen  PA  und  PB;  folglich  bilden 
sämmtliche  Tangentenpaare  aus  P an  die  Kegelschnitte  der  kon- 
fokalen  Schaar  ein  hyperbolisch-gleichseitiges  Strahl- 
system, dessen  .Asymptoten  die  beiden  zu  einander  senkrechten 
Halbirungsstrahlen  der  Winkel  zwischen  dem  Strahlenpaar  PA,  PB 
sind.  Es  giebt  also  durch  den  beliebig  angenommenen  Punkt  P 
immer  zwei  reelle  Kegelschnitte  der  Schaar,  von  denen  einer 
Ellipse,  der  andere  Hyperbel  ist;  sie  schneiden  sich  rechtwinklig 
in  diesem  Punkte;  wir  erkennen  hieraus,  dass  in  der  konfokalen 
Kegelschnittschaar  weder  zwei  Ellipsen,  noch  zwei  Hyperbeln  einen 
reellen  gemeinschaftlichen  Punkt  haben  können,  dass  aber  jede 
Ellipse  jede  Hyperbel  in  vier  reellen  (zu  m symmetrisch  liegenden) 
Punkten  trifft  und  dass  sie  sich  überall  rechtwinklig  durchschneiden. 
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Dies  lässt  sich  auch  so  aussprechen:  Je  zwei  konjugirte 
Gerade  in  Bezug  auf  die  Schaar  coufokaler  Kegel- 
schnitte stehen  auf  einander  senkrecht.  Ermitteln  wir 
von  irgend  einem  Punkte  P den  Polarkegelschnilt  in  Bezug  auf 
die  Schaar,  so  erkennen  wir,  dass  derselhe  eine  Parabel  sein 
muss,  weil  er  allemal  dem  gemeinschaftlichen  Tripel  konjugirter 
Strahlen  für  die  Schaar  eingeschrieben  ist  und  dasselbe  hier  aus 
den  drei  Geraden  AB,  mC^  und  besteht;  ein  Kegelschnitt, 
der  zur  Tangente  hat,  ist  aber  Parabel  (§  26).  Diese  Parabel 
hat  die  Verbindungslinie  Pm  zur  Leitlinie,  weil  die  durch  m 
gehenden  Axen  jedes  Kegelschnitts  der  Schaar  und  die  durch  P 
gehenden  Ilalbirungsslrahlcn  der  Winkel  zwischen  PA  und  PB 
zwei  Paar  zu  einander  rechtwinklige  Tangenten  dieser  Parabel 
sind;  der  Brennpunkt  derselben  findet  sich  also  auch  leicht,  indem 
mau  von  diesem  der  Parabel  umschriebenen  vollständigen  Vierseit 
denjenigen  Diagonalpunkt  aufsucht,  welcher  nicht  in  der  Diagonale 
mP  liegt.  Die  beiden  konjugirten  Kegelschnitlschaaren  {§  50), 
welche  zu  der  confokalen  Kegelschniltschaar  gehören  und  durch  die 
drei  Strahlsysteme  {A)  (B)  (C^)  erzeugt  werden,  bestehen,  wie 
leicht  zu  sehen  ist,  aus  Parabeln,  weil  eine  Asymptote  von 
(C^)  ist,  und  zwar  wird  die  eine  Schaar  gebildet  von  sämmtlichen 
l^irabeln,  welche  A zum  Brennpunkt  und  jede  durch  B gehende 
Gerade  zur  Leitlinie  haben,  die  andere  Schaar  von  sämmtlichen 
I'arabcln,  welche  B zum  Brennpuidit  und  jede  durch  A gehende 
tjcrade  zur  Leitlinie  haben;  diese  l*arabeln  berühren  gemein- 
schaftlich die  in  der  Mitte  m auf  A B senkrecht  stehende  zw  eite 
Asymptote  des  Slrahlsystems  [CJ\  u.  s.  w.  — Im  Allgemeinen  ist 
noch  zu  erwähnen,  dass,  wenn  von  den  beiden  erzeugenden  Slrahl- 
systemen  [A]  und  (/?)  nur  eines  ein  Kreissystem,  das  andere  ein 
beliebiges  hyperbolisches  oder  elliptisches  Strahlsyslem  ist,  alsdann 
eine  Kegelschuittschaar  zum  Vorschein  kommt,  welche  einen  Brenn- 
punkt gemeiuschafllich  hat  und  ausserdem  zwei  reelle  oder  ima- 
ginäre  gemeinschaftliche  Tangenten,  je  nachdem  das  andere  Slrahl- 
sysleiii  hyperbolisch  oder  elliptisch  ist;  auch  diese  Kegelschnitt- 
schaareii  bieten  manche  Eigenthümlichkeilen  dar. 

§ 52.  Gemischte  Kegelschnittschaaren. 

Wenn  wir  Punkte  und  Tangenten  eines  Kegelschnitts  als  Be- 
stimmungsstücke desselben  annehmen,  so  ist  er  iin  Allgemeinen 
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dnrcli  fünf  dieser  Elemente  ein-  oder  mehrdeutig  bestimmt  und 
zwar;  Durch  fünf  Punkte  oder  fünf  Tangenten  eindeutig  (§  20), 
durch  vier  Punkte  und  eine  Tangente  oder  durch  vier  Tangenten 
und  einen  Punkt  zweideutig  (§  39),  endlich  durch  drei  Punkte 
und  zwei  Tangenten  oder  durch  drei  Tangenten  und  zwei  Punkte 
vierdcutig  (§  39).  Durcli  vier  dieser  Bcstimmungsstücke  ist  der 
Kegelschnitt  nicht  bestimmt,  sondern  es  giebt  eine  unendliche 
Reihe  von  Kegelschnitten,  welche  vier  Bedingungen  der  Art  er- 
füllen , dass  sie  durch  gegebene  Punkte  gehen  oder  gegebene 
Gerade  berühren.  Von  solchen  unendlichen  Reihen  von  Kegel- 
schnitten haben  wir  bisher  nur  zwei  einander  gegenüberstehendc 
in  Betracht  gezogen:  Das  Kegelschnittbüschel  als  die  Totalität 
aller  durch  vier  Punkte  gehenden  Kegelschnitte  und  die  Kcgel- 
schnittschaar  als  die  Totalität  aller  vier  Gerade  berührenden  Ke- 
gelschnitte mit  Berücksichtigung  auch  der  Fälle,  in  denen  von 
den  vier  gemeinschaftlichen  Punkten  oder  Tangenten  Paare  ima- 
ginär sind.  Obwohl  nun  diese  beiden  Gebilde  von  hervorragen- 
der Bedeutung  sind,  so  lassen  sich  doch  noch  andere  derartige 
Reihen  von  Kegelschnitten  bilden,  nämlich  zunächst  wieder  zwei 
einander  gegenüberstehende  Gebilde:  a)  sämmtliche  Kegelschnitte, 
welche  durch  drei  feste  Punkte  gehen  und  eine  feste  Gerade  be- 
rühren, und  b)  sämmtliche  Kegelschnitte,  welche  drei  feste  Gerade 
berühren  und  durch  einen  festen  Punkt  gehen,  und  sodann  ein 
sich  selbst  gegenüberstehendes,  also  alleinstehendes  Gebilde:  c) 
sämmtliche  Kegelschnitte,  welche  zwei  feste  Gerade  berühren  und 
durch  zwei  feste  Punkte  gehen.  Diese  drei  Gebilde,  welche  „ge- 
rn ischtcKegclschnittsc  haaren*'  heissen  mögen,  sollen  jetzt 
näher  untersucht  werden. 

Ebenso  wie  Steiner  das  Kegelschnittbüschel  aus  dem  Strahl- 
büschel entstehen  lässt  (§  38),  können  wir  uns  eine  gemischte 
Kegelschnittschaar  von  drei  Punkten  und  einer  Tangente  aus 
einem  krummen  Tangentenbüschel  (§51),  d.  h.  den  sämmtlichen 
Tangenten  eines  Kegelschnitts  erzeugen  in  folgender  Art:  Denken 
wir  uns  einen  Kegelschnitt  K und  zwei  beliebige  Punkte  dessel- 
ben B und  B^  als  die  Mittelpunkte  von  Strahlbüschcln,  eine  be- 
liebige Tangente  i des  Kegelschnitts  K als  den  perspektivischen 
Durchschnitt  zweier  Strahlbüschel,  welche  in  B und  ihre  Mit- 
telpunkte haben,  so  wird  die  projektivische  Beziehung  dieser  bei- 
den Strahlbüschel  in  B und  durch  die  Gerade  t vollständig 
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bestimmt  und  durcli  die  Veränderung  der  Tangente  t am  Kegel- 
sclmitt  K erhalten  wir  unendlich- viele  Paare  von  projektivisclieii 
Strahlbüsclielu  in  B und  B^,  deren  paarweise  Beziehung  jedes- 
mal unzweideutig  festgestellt  ist.  Endlich  haben  wir  noch  zwei 
projektivische  Strahlbüschcl  in  B und  B^ , welche  den  Kegelschnitt 
K erzeugen.  Denken  w ir  uns  nun  diese  unendlich  • vielen  Paare 
projektivischer  Beziehungen  in  B und  B^  in  sich  festgehalteii, 
aber  um  die  Mittelpunkte  B und  B^  so  gedreht,  dass  die  beiden 
den  Kegelschnitt  K erzeugenden  Strahlbuschel  in  perspektivische 
Lage  gelangen,  also  die  Schnittpunkte  entsprechender  Strahlen 
auf  eine  Gerade  2 zu  liegen  kommen,  so  werden  jetzt  zwei  solche 
Strahlbüschel,  welche  vor  der  Drehung  eine  Tangente  / zum  per- 
spektivischen Durchschnitt  hatten,  sich  im  Allgemeinen  nicht  mehr 
in  perspektivischer  Lage  befinden,  also  einen  Kegelschnitt  erzeu- 
gen; alle  diese  Kegelschnitte  gehen  durch  B und  By\  sie  gehen 
ausserdem  durch  einen  dritten  festen  Punkt  C,  den  Schnittpunkt 
derjenigen  beiden  Strahlen,  welche  vor  der  Drehung  in  der  Ver- 
bindungslinie B vereinigt  waren,  und  welche  für  alle  projek- 
tivischen  Beziehungen  (bei  der  perspektivischen  Lage)  ein  Paar 
entsprechender  Strahlen  waren,  und  endlich  berühren  diese  Kegel- 
schnitte sämmtlich  die  Gerade  2,  weil  vor  der  Drehung  alle  i den 
Kegelschnitt  berührten;  aus  den  gemeinschaftlichen  Punkten  von 
/ und  AT  werden  nämlich  nach  der  Drehung  die  gemeinschaftlichen 
Punkte  des  aus  i entspringenden  Kegelschnitts  mit  2,  und  da 
jene  beiden  zusammenfallen,  so  müssen  auch  diese  beiden  zu- 
sammenfallen. Wir  erhalten  also  in  der  That  eine  gemischte 
Kegelschnittschaar  von  drei  Punkten  B B^C  und  einer  Tangente 
2 auf  (so  zu  sagen)  organischem  Wege  aus  den  sämmtlichen 
Tangenten  eines  Kegelschnitts. 

ln  ganz  analoger  Weise  kann  die  gegenüberstehende  ge- 
mischte Kegelschnittschaar  von  drei  Tangenten  und  einem  Punkte, 
welche  allen  Kegelschnitten  gemeinschaftlich  sein  sollen,  aus  einer 
krummen  Pnnktreihe  (§  50),  d.  h.  den  sämmtlichen  Punkten 
eines  Kegelschnitts  erzeugt  werden.  Nehmen  wir  zwei  feste  Tan- 
genten ^ und  51,  eines  Kegelschnitts  AT  und  betrachten  einen 
veränderlichen  Punkt  p desselben  als  Projektionspiinkt  für  zwei 
projektivische  Punktreihen  auf  51  und  5li,  welche  sich  in  per- 
spektivischer Lage  befinden,  so  erhalten  wir  mit  der  Veränderung 
von  p unendlich- viele  Paare  projektivischer  Punktreihen  auf  51 
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und  deren  |{e/.ieliung  vollslnndi^^  hestiininl  Ksl;  endlich  wer- 
den '21  und  2(i  nocJj  von  den  Tang-enten  des  Kegelschnitts  K in 
zwei  projektivischen  Punktreihen  getrolTeu,  die  sich  nicht  in  per- 
spektivischer Lage  helinden.  Denken  wir  uns  nun  diese  unemllich- 
vielen  Paare  ])rojcktivischer  Beziehungen  in  sich  festgehalten, 
aber  die  Träger  21 2li , ohne  ihre  Lage  zu  verändern,  auf  sich 
selbst  so  verschoben , dass  die  beiden  letzten  den  Kegelschnitt  K 
erzeugenden  Punktreihen  in  perspektivische  Lage  gelangen  (was 
hekanntlich  auf  unendlich-viele  Arten  geschehen  kann),  so  werden 
nach  der  Verschiebung  je  zwei  vorhin  perspektivische  Punktreihen 
auf  21  und  21}  sich  im  Allgemeinen  nicht  mehr  in  perspektivi- 
scher Lage  befinden,  sondern  einen  Kegelschnitt  erzeugen;  alle  so 
erhaltenen  Kegelschnitte  herfihren  21  und  21}  und  eine  dritte  Ge- 
radc  (5,  die  Verbindungslinie  derjenigen  beiden  Punkte  auf  den 
Trägern  nach  der  Verschiebung,  welche  vorher  in  ihrem  Schnitt- 
punkte vereinigt  waren  und  für  jedes  Paar  der  unendlich- vielen 
projektivischen  Beziehungen  hei  perspektivischer  Lage  ein  Paar 
entsprechender  Punkte  sind  und  also  auch  blcihen;  endlich  gehen 
sämmtliche  aus  den  Punkten  p entspringende  Kegelschnitte  durch 
einen  festen  Punkt  P,  den  Projektionspunkt  der  beiden  projekti; 
visclien  Punktreihen  auf  2lund2(|,  welche  vor  der  Verschiebung 
den  Kegelschnitt  K erzeugten  und  nach  der  Verschiebung  per- 
spektivisch zu  liegen  kommen.  Wir  erhalten  also  eine  gemischte 
Kegelschniltschaar  von  drei  gemeinschaftlichen  Tangenten  212(}6 
und  einem  gemeinschaftlichen  Punkte  P,  hervorgegangen  aus  den 
sämmllichen  Punk  len  p eines  Kegelschnitts. 

Auch  umgekehrt  können  wir,  sobald  die  hcstimineuden  Ele- 
mente einer  .solchen  gemischten  Kegelschnittschaar , also  a)  drei 
Punkte  B C und  eine  Gerade  2 oder  h)  drei  Gerade  21  21} 
und  ein  Punkt  P gegeben  sind,  den  Kegelschnitt  K herstclien, 
aus  dessen  Tangenten  oder  Punkten  das  ganze  Gebilde  durch 
Drehung  oder  Verschiebung  hervorgeht.  Wir  denken  uns  näm- 
lich im  Falle  a)  in  B und  zwei  perspektivische  Strahl büschel, 
welche  die  Gerade  2 zum  perspektivischen  Durchschnitt  haben, 
und  drehen  diese  beiden  Strahlhüschel,  deren  projektivische  Be- 
ziehung dadurch  bestimmt  ist,  um  solche  Winkel,  dass  die  Strah- 
len BC  und  B^C  zusainmcnfallen , dann  erzeugen  jene  Strahl- 
biischel  den  Kegelschnitt  K , oder  h)  wir  denken  uns  21  und  21} 
als  die  Träger  zweier  perspektivischer  Punktreihen,  welche  P zu 
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ihrem  Projeklionspiinktc  haben,  und  verschieben , indem  \^ir  diese 
projek livische  Beziehung  festhallcn,  die  Träger  auf  sich  selbst 
um  solche  Strecken,  dass  die  Schnittpunkte  {?(,  6)  und  C3f|,  S) 
in  den  Schnittpunkt  (5f,  5(,)  Iiineinfallen;  dann  erzeugen  jene 
beiden  nicht  mehr  perspektivisciien  Punktreihen  den  Kegel- 
schnitt K. 


Diese  Entstehung  der  beiden  gemischten  Kegelschnittschaareii 
giebt  ebensowohl  Aufschluss  über  ihre  Mächtigkeit,  welche  gleich 
ist  der  von  den  Tangenten  oder  Punkten  eines  Kegelschnitts, 
wie  über  die  Eigenschaften  beider  Gebilde.  Bezeichnen  wir  zur 
Abkürzung  die  Schaar  Kegelschnille,  welche  durch  drei  Punkte 
gehen  und  eine  gerade  Linie  berühren,  mit  5 (3/;,  1/)  und  die 
Schaar  Kegelschnitte,  welche  drei  gerade  Linien  berühren  und 
durch  einen  Punkt  gehen,  mit  S {3  l,  1 p),  so  zeigt  sich  zunächst 
der  Doppclsalz: 


Durch  einen  beliebigen  Punkt  | Eine  beliebige  Gerade  in  der 
der  Ebene  gehen  im  Allgemeinen  Ebene  berühren  im  Allgemeinen 
zwei  Kegelschnitte  der  Schaar  zwei  Kegelschnitte  der  Schaar 
S{3p,  11).  |5(3/,  Ip). 


Denn  fassen  wir  zum  Beweise  des  Satzes  links  irgend  zwei 
Tangenten  l des  erzeugenden  Kegelschnitts  K auf,  so  entspringen 
aus  diesen  beiden  Tangenten  zwei  Kegelschnitte  der  Schaar 
S(3p,  11),  welche  ausser  den  drei  gemeinschaftlichen  Punkten 
BB^C  noch  denjenigen  vierten  Punkt  gemein  haben  müssen,  in 
welchem  sich  nach  der  Drehung  die  beiden  Strahlen  von  B und 
B^  trelfeii,  welche  zum  Schnitlpunkte  der  beiden  Tangenten  t 
hingehen;  also  umgekehrt,  da  durch  einen  beliebigen  Punkt  o 
nur  zwei  Tangenten  l an  den  Kegelschnitt  K möglich  sind,  so 
gehen  auch  durch  einen  beliebigen  Punkt  o'  der  Ebene  nur  zwei 
Kegelschnitte  der  Schaar  S{3p,  ll)\  und  ebenso  rechts.  Eerner 
zeigt  sich: 


Eine  beliebige  Gerade  in  der 
Ebene  wird  im  Allgemeinen  von 
vier  Kegelschnillen  der  Schaar 
5 (3  />,  1 /)  berührt. 


Durch  einen  beliebigen  Punkt 
der  Ebene  gehen  im  Allgemeinen 
vier  Kegelschnitte  der  Schaar 
S(3l,  Ip). 


Denn  denken  wir  uns  zum  Beweise  des  Satzes  links  eine 
Gerade  ® als  den  perspektivischen  Durchschnitt  noch  zweier  pro- 
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jeklivisclier  Stralilbfischcl,  deren  Mittelpunkte  in  B und  pla- 
cirt  sind  und  welche  mit  jener  Gruppe  von  Strahlbiischelpaaren 
unveränderlich  zusamincnhängen,  so  werden  dieselben  vor  der 
Drehung  einen  Kegelschnitt  ^ erzeugt  haben  und  so  viel  Tangen- 
ten l,  als  die  Kegelschnitte  K und  ^ geineinschartlich  haben,  wer- 
den durch  die  Drehung  in  Kegelschnitte  verwandelt,  welche  die 
Gerade  ® heriihren;  also  ini  Allgemeinen  vier;  dasselbe  zeigt  sich 
gleicherweise  bei  dem  Satze  rechts. 

Auch  über  die  Natur  der  in  der  Schaar  5(3/;,  1/)  vorkoni- 
inenden  Kegelschnitte  gieht  die  obige  En Lstehungs weise  Aufschluss; 
da  nämlich  alle  Punkte,  welche  nach  der  Drehung  in  die  Unend- 
lichkeit gelangen,  vor  derselben  auf  einem  Kreise  liegen  (dem 
„Drehkreise“  § 38),  welcher  das  Erzeiigniss  zweier  gleicher  und 
gleichlaufender  Strahlhüschel  ist,  so  werden  alle  diejenigen  Tan- 
genten t des  erzeugenden  Kegelschnitts  K,  welche  den  Drehkreis 
in  zwei  reellen  Punkten  schneiden,  in  Hyperbeln,  diejenigen, 
welche  ihn  herfdiren,  in  Parabeln  und  diejenigen,  welche  ihn 
nicht  treffen,  in  Ellipsen  verwandelt;  solche  Tangenten  /,  welche 
durch  den  Mittelpunkt  des  Drehkreises  gehen,  werden  nach  der 
Drehung  in  gleichseitige  Hyperbeln  übergehen,  weil  die  unend- 
lich-entfernten l^unkte  unter  rechtwinkligen  Hichtungen  erschei- 
nen. Wir  haben  also  folgendes  Ergebniss: 

In  der  gemischten  Kegelschnittschaar  5(3/;,  1 /) 
kommen  im  Allgemeinen  vier  Parahein  vor,  welche 
zwei  Gruppen  Ellipsen  und  zwei  Gruppen  Hyperbeln 
von  einander  trennen;  unter  letzteren  befinden  sich 
im  Allgemeinen  nur  zwei  gleichseitige  Hyperbeln:  ins- 
besondere  enthält  die  Schaar  drei  Linienpaare,  welche 
ihre  Doppelpunkte  in  der  Geraden  haben  und  jedesmal  aus 
zwei  Geraden  bestehen,  deren  eine  die  Verbindungslinie  zweier 
von  den  3 p ist  und  die  andere  die  Verbindungslinie  des  dritten 
mit  dem  Schnittpunkte  der  Geraden  £ und  der  vorigen  Verbin- 
dungslinie. Diese  drei  Linienpaare  entspringen  nämlich  aus  den- 
jenigen beiden  Tangenten  t des  Kegelschnitts  K,  welche  in  den 
Punkten  B Z?,  berühren,  weil  die  projektivische  iJeziehung  hier 
den  parabolischen  Charakter  annimmt,  und  drittens  aus  der  Tan- 
gente des  Kegelschnitts  K in  demjenigen  Punkte  D,  in  welchem 
sich  vor  der  Drehung  zwei  Strahlen  schnitten,  welche  nach  der- 
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selben  in  die  Verbindungslinie  B zusammenfallen,  weil  für 
diese  t die  perspeklivisclie  Lage  erhallen  bleibt. 

Für  die  Schaar  S{:U,  1 p)  lässt  sich  leicht  der  Ort  der 
Mittelpunkte  sämmtlicher  Kegelschnitte  ermitteln;  ziehen  wir  näm- 
lich durch  irgend  einen  Punkt  p des  erzeugenden  Kegelschnitts 
A'  ein  Paar  Parallele  zu  den  Trägern  und  so  treffen  die- 
selben in  den  Punkten  r und  und  diese  behalten  ihre  Eigen- 
schaft, Durchschnittspunkte  der  Parallelstrahlcn  (§  12)  zu  sein, 
auch  nach  der  Verschiebung.  Wir  erhalten  dadurch  nach  der 
Verschiebung  ein  dem  jedesmaligen  Kegelschnitte  der  Schaar  um- 
beschriebenes  Parallelogramm,  dessen  Mittelpunkt  der  Mittelpunkt 
dieses  Kegelschnitts  wird.  Der  Ort  des  Mittelpunktes  des  ersten 
Parallelogramms  ändert  aber  durch  die  Verschiebung  nur  seine 
Lage  in  der  Ebene,  indem  er  sich  selbst  kongruent  bleibt,  und 
dieser  Ort  ist,  wie  leicht  zu  sehen,  ein  dem  erzeugenden  Kegel- 
schnitt K ähnlicher  Kegelschnitt;  denn  bezeichnen  wir  den  Schnilt- 
|)unkt  der  Träger  mit  c (oder  fj)  als  Punkte  der  beiden 

den  Kegelschnitt  K erzeugenden  l*unktreihen  und  die  Berührungs- 
punkte mit  f und  Cj,  so  erzeugen  die  Strahlbüschel  \p  und 
den  Kegelschnitt  AT;  bezeichnen  wir  aber  mit  s und  die  Mitten 
der  Strecken  cf  und  C|f|,  mit  n die  Mitte  von  cp,  so  sind  etc 
g),  n parallel  resp.  mit  fp  und  c^p,  erzeugen  also  einen  ähnlichen 
und  ähnlich-liegenden  Kegelschnitt,  welcher  in  e und  die  Trä- 
ger ^ 5(i  berührt;  nach  der  Verschiebung  nimmt  dieser  Kegel- 
schnitt zwar  eine  andere  Lage  ein,  bleibt  aber  dem  K ähnlich 
und  wir  haben  mithin  folgendes  Rcsidlat: 

Sämmtliche  Kegelschnitte  der  gemischten  Schaar 
5(3/,  1 p)  haben  ihre  Mittelpunkte  auf  einem  Kegel- 
schnitt, welcher  ähnlich  ist  dem  erzeugenden  Kegelschnitt  A'. 
Stellen  wir  uns  noch  die  Gerade  S)  her,  welche  diejenigen  bei- 
den entsprechenden  Punkte  auf  den  Trägern  51  und  5(j  der  den 
Kegelschnitt  K erzeugenden  Punktreihen  verbindet,  die  nach  der 
Verschiebung  in  dein  Schnittpunkte  (5t  5(j)  vereinigt  werden,  d.  h. 
die  Gerade  welche  parallel  zu  6 und  symmetrisch  rücksicht- 
lich des  Schnittpunktes  (51  5(i)  liegt,  und  welche  nothw endig  eine 
Tangente  des  erzeugenden  Kegelschnills  K ist,  so  können  wir 
nach  dem  in  § 43  gefundenen  Kriterium  leicht  entscheiden,  wel- 
cher Art  die  Kegelschnitte  der  gemischten  Schaar  5 (3  /,  1 p)  sein 
werden;  der  Kegelschnitt  K,  welcher  die  drei  Geraden  5l5li^D 
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berührt,  liegt  entweder  ganz  innerhalb  oder  ganz  ansscrhalh  des 
von  jenen  drei  Geraden  gebildeten  Dreiseits.  In  dem  ersten  Falle 
liegt  er  ganz  in  einem  der  Uäume  [e)  (§43,  Fig.  62)  und  ist 
nolhwendig  Ellipse;  die  Kegelschnitte  der  Schaar  bestehen  also 
in  diesem  Falle  ans  lauter  Ellipsen  und  auch  der  Miltelpunkts- 
kegelschnitt  ist  eine  Ellipse.  Iin  zweiten  Falle  ist  der  Kegelschnitt 
K entweder  Ellipse  und  liegt  dann  ganz  in  einem  der  Iläume  (ä), 
welche  den  Seiten  des  Dreiseils  anliegen;  die  Kegelschnitte  der 
Schaar  bestehen  in  diesem  Falle  aus  lauter  Hyperbeln  und  der 
Miltelpunktskegelschnitt  ist  Ellipse;  oder  der  Kegelschnitt  K ist 
Hyperbel  und  liegt  dann  mit  einem  Zweige  in  einem  Haume  (//} 
und  mit  dem  andern  in  dem  gegenüberliegenden  Kauine  (c);  die 
Kegelschnitte  der  Schaar  bestehen  dann  aus  einer  Gruppe  Ellip- 
sen und  einer  Gruppe  Hyperbeln,  welche  durch  zwei  Parahein 
von  einander  getrennt  werden;  der  Mittelpunktskegelsclinitt  ist 
Hyperbel  und  die  beiden  unendlich -entfernten  Punkte  derselben 
sind  die  Mittelpunkte  der  beiden  in  der  Schaar  vorkommendeii 
Parabeln.  Das  in  § 43  angegebene  Kriterium  gieht  auch  unmit- 
telbar Aufschluss  über  die  Natur  der  gemischten  Kegelschnitt- 
schaar je  nach  der  Lage  der  sie  bestimmenden  Elemente,  näm- 
lich der  drei  Geraden  51  (S  und  des  Punktes  V.  Es  zeigt  sich 
nämlich,  dass  die  drei  Geraden  5(51]  6 das  Gebiet  der  ganzen 
Ebene  in  7 Häume  theilen:  den  endlichen  Kaum  des  von  ihnen 
gebildeten  Dreiseits,  die  drei  unendlichen  den  Seilen  anliegenden 
Häume  und  die  drei  unendlichen  den  Ecken  anliegenden  Scheitel- 
raume;  je  nachdem  der  Punkt  P in  dem  einen  oder  andern  die- 
ser Häume  liegt,  ändert  sich  die  Natur  der  gemischten  Kegelschnitt- 
schaar, und  zwar:  1)  Wenn  der  gegebene  Punkt  P innerhalb  des 
endlichen  Dreiecksraumes,  den  die  drei  gegebenen  Geraden  5151^0; 
begrenzen,  gelegen  ist,  so  besteht  die  Schaar  aus  lauter  Ellipsen 
und  auch  der  Mittelpunktskegelschnilt  ist  eine  Ellipse;  2)  wenn 
der  Punkt  P in  einem  der  di’ei  unendlichen  Scheitelräume,  welche 
an  die  Ecken  des  DreiseiLs  anstossen,  gelegen  ist,  so  besteht  die 
Schaar  aus  lauter  Hyperbeln  und  der  Mittelpunktskegelschnilt  ist 
wiederum  eine  Ellipse;  3)  wenn  der  Punkt  P in  einem  der  drei 
den  Seiten  des  Dreiseils  anliegenden  unendlichen  Häume  gelegen 
ist,  so  zerfällt  die  Schaar  in  eine  Gruppe  Ellipsen  und  eine 
Gruppe  Hyperbeln,  welche  durch  zwei  Parabeln  von  einander  ge- 
trennt werden;  der  Miltelpunktskegelschnitt  ist  Hyperbel  und  der 
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eine  Zweig  derselben  enthriU  die  Mittelpunkte  der  Ellipsen,  der 
andere  die  der  Hyperbeln,  während  die  beiden  iinendlicb-entfern- 
ten  Punkte  dieser  Mittelpunktsby|)crbel  die  Mittelpunkte  der  bei- 
den Parabeln  der  Schaar  sind. 

Wir  brechen  hier  die  Betrachtung  der  beiden  noch  wenig 
untersuchten  Kcgelschnittschaaren  S{3p,  1/)  und  5(3/,  1 p)  ab 
und  überlassen  die  vielen  noch  unerledigten  Fragen,  welche  sich 
daran  knüpfen,  dem  Leser.  Die  hier  gegebene  Entstehungsweise 
derselben  scheint  eine  ergiebige  und  einpfehlenswerthe  Quelle  für 
ihre  Untersuchung;  sie  lässt  uns  nur  in  dem  Falle  im  Stich, 
wenn  von  den  3 p oder  3 / ein  Paar  imaginär  angenommen  wird, 
d.  h.  a)  wenn  ein  Punkt  p^  eine  Gerade  / und  ein  (elliptisches) 
Punktsystem  gegeben  ist  und  alle  Kegelschnitte,  welche  durch  p 
gehen,  / berühren  und  das  gegebene  Punktsystem  zu  ihrem  zu- 
gehörigen hahen,  die  gemischte  Kegelschnittschaar  bilden,  oder 
b)  wenn  eine  Gerade  /,  ein  Ihinkt  p und  ein  (elliptisches)  Strahl- 
system  gegeben  ist  und  alle  Kegelschnitte,  welche  I herühren, 
durch  p gehen  und  das  gegehene  Strahlsystem  zu  dem  ihnen  zu- 
gehörigen haben,  die  gemischte  Kegelschnittschaar  hilden.  Zur 
Konstruktion  der  Kegelschnitte  dieser  Schaaren  können  wir  ge- 
langen, indem  wir  a)  einen  veränderlichen  Punkt  p die  Gerade  / 
durchlaufen  lassen  und  jedesmal  den  Kegelschnitt  konstruiren, 
welcher  in  p die  / berührt,  durch  p geht  und  das  gegebene 
Punktsystem  zu  seinem  zugehörigen  hat  (§31);  b)  indem  wir 
einen  veränderlichen  Strahl  t um  p drehen  und  Jedesmal  den 
Kegelschnitt  konstruiren,  welcher  in  p die  t berührt,  ausserdem 
/ berührt  und  das  gegebene  Strahlsystem  zu  dem  ihm  zugehöri- 
gen hat.  Diese  Konstruktionen  gestatten,  wenn  auch  nicht  einen 
so  unmittelbaren  Einblick,  wie  die  obige  organische  Eiitstehungs- 
weise,  doch  eine  klare  An.schauung  dieser  gemischten  Kegel- 
schnittscliaaren  und  eine  Handhabe  für  ihre  Untersuchung,  die 
übrigens  zum  Theil  schon  auf  Kurven  höheren  Grades  führt. 

Wir  haben  noch  die  dritte  gemischte  KegelschnitLschaar 
S{2p,  21)  von  zwei  festen  Punkten  und  zwei  festen  Tangenten 
in  Betracht  zu  ziehen  oder,  wenn  wir  uns  von  der  Bcalität  dieser 
Paare  unabhängig  machen  wollen,  alle  Kegelschnitte  aufzu- 
suchen, wel  che  gleichzeitig  ein  gegebenes  Punktsysl em 
und  ein  gegebenes  Strahlsystcm  zu  den  ihnen  zuge- 
hörigen haben.  Das  Verhallen  dieser  gemischten  Kegelschnilt- 
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schaar  lässt  sich  leicht  aus  einem  speciellen  Falle  erkennen,  wenn 
wir  nämlich  alle  Kreise  in  Betracht  ziehen,  welche  zwei  gegebene 
Gerade  herfihren,  da  diese  auf  der  unendlich-entfernten  Geraden 
ausserdem  zwei  imaginäre  gemeinschaftliche  Punkte  haben 
(§  35);  aber  auch  allgemein  zeigt  sich  leicht  Folgendes: 

Sei  gegeben  ein  Strahlsystem  (x,  |),  dessen  Mittelpunkt  7? 
und  ein  Punktsystem  {y,  tj)  auf  dem  Träger  5f,  so  wird  es  im 
Allgemeinen  ein  .Mal  Vorkommen,  dass  ein  Paar  konjugirter  Strah- 
len des  Strahlsystems  durch  ein  Paar  konjugirter  Punkte  des  Punkt- 
systems hindurchgeht  (§§  IG  u.  31);  ein  solches  gemeinschaft- 
liches Paar  ist  immer  reell  vorhanden,  sobald  eines  oder  beide 
Systeme  elliptisch  sind  oder  wenn  beide  Systeme  hyperbolisch 
sind  mit  den  Asymptoten  y,  h und  den  Asymptotenpunkten  g, 
lalls  die  letzteren  durch  die  ersteren  nicht  getrennt  werden,  d.  h. 
die  Punkte  g,  1^  entweder  in  demselben  Winkelraume  oder  in 
zwei  Schcitelräumen  von  den  vier  durch  y und  ?i  gebildeten  IVin- 
kelräiimen  enthalten  sind;  wenn  aber  g und  Ij  in  zwei  neben  ein- 
ander liegenden  Winkelräumen  enthalten  sind  (Fig.  73),  so  gieht 
es  kein  solches  pers|)ektivisch  liegendes  (Fip.  7.i.) 

Paar  konjugirter  Elemente.  Dann  gieht 
es  aber  riherhaupt  gar  keinen  reellen 
Kegelschnitt  der  Schaar;  denn  ein  Ke- 
gelschnitt, welcher  y,  h herfdirt  und 
durch  g geht,  ist  vollständig  in  dem 
Winkel-  und  seinem  Scheitelraume  ent- 
halten, in  welchem  g liegt,  mag  er  Ellipse,  Hyperbel  oder  Para- 
bel sein;  er  kann  also  nie  durch  einen  Punkt  ^ gehen,  welcher 
in  einem  der  Nehen-Scheitelräumc  liegt.  Die  Schaar  enthält  also 
in  diesem  Falle  keinen  einzigen  reellen  Kegelschnitt.  Sehen  wir 
daher  von  diesem  illusorischen  Falle  ah,  so  gieht  es  ein  Strahlen- 
paar l und  A des  Strahlsystems  (B),  welches  den  Träger  51  in 
einem  Paar  konjugirter  Punkte  j)  und  tc  des  auf  ihm  gegebenen 
PunkLsystems  trilTl,  und  dasselbe  ist  nach  dem  FrCiheren  leicht 
zu  konstruiren.  Diese  besonderen  perspektivisch-liegenden  Paare 
i,  A und  p,  7t  konjugirter  Elemente  beider  gegebenen  Systeme 
beherrschen  nun  die  gemischte  Kegelschnittschaar.  Geht  nämlich 
l durch  p und  A durch  7t,  so  wird,  weil  p und  7t  konjugirte 
Punkte  in  Bezug  auf  jeden  Kegelschnitt  dieser  Schaar  sein  müs- 
sen, die  Polare  von  p durch  7t  gehen;  sie  muss  aber  anderseits 
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auch  (len  Pol  von  l enlhaltcn,  weil  l durch  p geht;  der  Pol  von 
l muss  wiederum  auf  der  Geraden  X liegen,  weil  / und  X konju- 
girte  Gerade  für  alle  Kegelschnitte  der  Schaar  sind;  es  sind  also 
nur  zwei  Möglichkeiten  vorhanden,  entweder  ist  % selbst  der  Pol 
von  /,  oder  wenn  er  es  nicht  ist,  so  muss  X die  Polare  von  p 
sein;  die  Kegelschnitte  der  Schaar  zerfallen  daher  in  zwei  Grup- 
pen; für  die  erste  Grupjje  sind  p und  X Pol  und  Polare,  für  die 
zweite  Gruppe  sind  n und  l Pol  und  Polare.  Bezeichnen  wir 
diese  beiden  Gruppen,  in  welche  die  gemischte  Kegelschirittschaar 
zerfällt,  durch  [p,  A]  und  [n,  /],  so  ergiebt  sich  folgendes  Ver- 
halten: Weil  in  der  Gruppe  [p,  A]  die  Polare  A von  p durch  B 
geht,  so  muss  auch  die  Polare  von  B durch  p gehen,  und  weil 
der  Pol  p von  A auf  lic^gt,  so  muss  auch  der  Pol  von  51  auf 
A liegen,  dagegen  in  der  Gruppe  [tv,  /]  geht  die  Polare  von  B 
beständig  durch  7t  und  der  Pol  von  21  liegt  immer  auf  l.  Wir 
haben  also  folgendes  Resultat: 

Die  gemischte  Kegelschuittschaar  von  zwei  festen 
Tangenten,  deren  Schnitt[)unkt  B^  und  zwei  festen 
Punkten,  deren  Verbindungslinie  21  sei,  zerfällt  in 
zwei  Gruppen  von  Kegelschnitten;  für  jede  derselben 
geht  die  Polare  von  B (Berührungssehne  der  beiden 
festen  Tangenten)  durch  je  einen  festen  Punkt  p und 
7t,  welche  auf  2t  liegen,  und  der  Pol  der  Geraden  21 
(Schnittpunkt  der  Tangenten  in  den  beiden  festen 
Punkten)  liegt  auf  je  einer  festen  Geraden  A und  /, 
welche  durch  B gehen;  die  Geraden  A und  / gehen 
resp.  durch  die  Punkte  tc  und  p und  sind  zugeordnet 
harmonische  Strahlen  zu  den  beiden  festen  Tangen- 
ten, sowie  p und  7t  zugeordnet-harmonische  Punkte 
zu  den  beiden  festen  Punkten  der  Sebaar  sind. 

Für  den  vollständig  reellen  Fall,  wenn  beide  Systeme  (Z?) 
und  (21)  hyperbolisch  sind,  also  die  Asymptoten  gh  des  Strahl- 
.systems  die  beiden  festen  Tangenten  und  die  Asymptotenpunkte 
g ^ des  Punktsystems  die  beiden  festen  Punkte  der  gemisebten 
Kegelschnittschaar  sind,  ist  zu  bemerken,  dass  die  Kegelschnitte 
von  jeder  der  beiden  Gruppen  paarweise  mit  einander  zusammen- 
häng(ui:  Ziehen  wir  nämlich  irgend  einen  Strahl  durch  p,  wel- 
cher g und  h in  den  Punkten  und  1.^  trifft,  so  wird  auch, 
wenn  wir  und  t.^  mit  ti  verbinden  und  die  Schnittpunkte  dieser 
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Verbindungsstrahien  mit  h und  ^ diircli  und  bezeichnen,  die 
Verbindungslinie  durch  ;>  lauten  müssen  (Fig.  74),  denn  die 

(Fig.  74.) 


Slralilen  g hl  X.  sind  harmonisch  und  aus  der  harmonischen  Eigen- 
schaft des  Vierecks  folgt  die  Richtigkeit  der  obigen  Behauptung. 
Es  giebt  hiernach  zwei  Kegelschnitte  der  Gruppe  [p,  X'],  deren 
einer  in  /, /j,  der  andere  in  die  Geraden  gh  berührt  und 
durch  geht;  anderseits  giebt  es  aber  auch  zwei  Kegelschnitte 
der  Gruppe  [n,  /],  deren  einer  in  der  andere  in  die 
Geraden  gh  berührt  und  ausserdem  durch  gb  geht;  diese  vier 
Kegelschnitte,  welche  paarweise  den  beiden  Gruppen  angehören, 
berühren  sich  in  den  vier  Punkten  t.^  derartig , dass  jeder 
aus  der  einen  Gruppe  die  beiden  andern  aus  der  andern  Gruppe 
berührt;  die  vier  Punkte  liegen  ferner  mit  den  festen 

Punkten  in  eiitcm  Kegelschnitt  weil  g und  1^  zugeordnete 
harmonische  Punkte  sind  zu  p und  n,  zwei  Diagonalpunkten  des 
vollständigen  Vierecks  <2  ^4*  BK'Scr  Kegelschnitt  ^ hat  Bpn 

zu  einem  Tripel  konjugirter  Punkte,  folglich  ist  pn  die  Polare 
von  B in  Bezug  auf  ihn  und  daher  B g und  B seine  Tangenten 
in  den  Punkten  g und  Verändern  wir  den  willkührlich  durch 
p gezogenen  Strahl , so  verändert  sich  auch  das  Viereck  der  vier 
Berührungspunkte  l^t2hU  Kegelschnitt  ersteres  be- 

hält das  feste  Diagonaldreieck  Bpn  und  ein  Seitenpaar  g h un- 
verändert, der  Kegelschnitt  ^ beschreibt  eine  Schaar  sich  dop- 
pelt berührender  Kegelschnitte,  welche  in  den  Punkten  g und  ^ 
die  gemeinsamen  Tangenten  ^g  und  B^  haben.  In  analoger 
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Weise  ordnen  sich  die  Kegelschnilte  der  gemischten  Schaar  zu 
zwei  und  zwei  Paaren,  wenn  man  auf  l einen  heliehigen  Punkt  ^ 
nimmt,  ihn  mit  g und  ^ verbindet  und  die  Schnittpunkte  dieser 
Verhinduiigsstrahlen  mit  X,  abwechselnd  mit  ^ und  g verlan- 
det, welche  beiden  Linien  sich  wiederum  auf  / schneiden;  man 
erhält  dadurch  ein  Vierseit,  dessen  Diagonaldreiseit  51  / A ist  und 
von  dem  ein  Paar  Gegenecken  g und  ist;  die  vier  Seiten  die- 
ses Vierseits  sind  die  Tangenten  von  vier  Kegelschnitten,  welche 
paarweise  den  beiden  Gruppen  {j>,  A]  und  [yt , /j  angehören  und 
.sich  derartig  berfihren,  dass  jeder  aus  der  einen  Gruppe  die  bei- 
den andern  aus  der  andern  Gruppe  beriihrt.  Die  vier  Seiten 
dieses  Vierseits  und  die  beiden  Geraden  g und  ä sind  sechs  Tan- 
genten eines  Kegelschnitts,  der  5f/A  zum  Tripel  konjugirter 
Strahlen  hat  und  daher  die  Geraden  g und  h in  denjenigen  bei- 
den Punkten  berfihrt,  in  welchen  sie  von  51  geschnitten  werden; 
verändern  wir  den  willkidirlich  angenommenen  Ihmkt  p auf  der 
Geraden  /,  so  verändert  sich  .sowohl  jenes  Vierseit,  als  auch  die- 
ser Kegelschnitt  und  letzterer  durchläuft  eine  sich  doppelt  be- 
rfdircnde  Kegclschnittschaar,  deren  beide  Berrdiriingspunkte  die 
Schnittpunkte  von  g und  h mit  der  Geraden  5(  sind. 

§ r>3.  Die  gemeinschaftlichen  Punkte,  Tangenten  und  das 
gemeinsame  Tripel  konjugirter  Punkte  und  Strahlen  für 
zwei  beliebig  angenommene  Kegelschnitte. 

Zwei  willkührlich  in  der  Ebene  angenommene  Kegelschnitte 
können  iiöchstens  vier  gemeinschaftliche  Punkte  und  vier  geniein- 
schaftliche  Tangenten  haben,  denn  durch  fünf  dieser  Elemente 
i.st  der  Kegelschnitt  im  Allgemeinen  eindeutig  hestimnit  und 
zwei  Kegelschnitte,  welche  die.sclhen  fünf  Punkte  gemeinschaftlich 
hätten,  müssten  identisch  zu.sammenfallen.  Die  Frage  nach  der 
llealitäl  dieser  gemeinschaftlichen  Punkte  und  Tangenten,  sowie 
die  Konstruktion  derselben  ist  für  viele  geometrische  Untersuchun- 
gen von  unerlässlicher  Bedeutung,  insbesondere  für  die  Konstruk- 
tion des  Kegclschnitlbüschels  und  der  Kegelsehnitlschaar,  welche 
beiden  (bd)ilde  durch  zwei  Kegelschnitte  vollständig  und  eindeutig 
bestimmt  werden.  Es  .soll  daher  dle.se  Frage  nachträglich  beant- 
wortet werden.  Ein  Kegelschnitt  theilt  die  unendliche  Ebene  in 
zwei  (Jebiett;,  welche  wir  das  äussere  und  innere  Gebiet  nennen; 
ersleres  winl  erfüllt  von  sämmtlichen  Tangenten  des  Kegciscbnills, 
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letzteres  von  keiner  getroffen.  Denken  wir  uns  eine  veränderliche 
Tangente  an  dein  Contour  eines  Kegelschnitts  herumbewogt , so 
durchstreift  dieselbe  das  ganze  äussere  Gebiet  doppelt;  denn  hal- 
ten wir  den  ßerührung.«;punkt  in  der  Tangente  fest,  so  theilt  er 
jedesmal  dieselbe  in  zwei  unendliche  Hälften,  und  während  der 
Berfihrungspunkt  den  Contour  des  Kegelschnitts  einmal  durch- 
läuft, durchstreift  jede  der  beiden  Hälften  das  ganze  äussere  Ge- 
biet. Bei  der  Hyperbel  bildet  das  äussere  Gebiet  ein  zusammen- 
hängendes Ganze  von  unendlicher  Ausdehnung;  das  innere  Gebiet 
besteht  aus  zwei  getrennten  (im  Unendlichen  zusammenhängenden) 
Theilen  ebenfalls  von  unendlicher  Ausdehnung.  Die  Bewegung 
der  Tangente  mit  ihrem  Berührungspunkt  längs  des  Contours  der 
Hyperbel  zeigt  den  Zusammenhang  der  beiden  Ilyperbelzweigc 
im  Unendlichen  (§  26).  Das  innere  Gebiet  der  Ellipse  ist  von 
endlicher  Ausdehnung,  das  äussere  von  unendlicher;  bei  der  Pa- 
rabel sind  beide  von  unendlicher  Ausdehnung  und  jedes  in  .sich 
zusammenhängend. 

Wenn  wir  zwei  beliebige  Kegelschnitte  K und  in  der 
Ebene  willkührlich  annehmen , so  können  drei  wesentlich  ver- 
schiedene Fälle  rücksichtlich  ihrer  gegenseitigen  Lage  eintreten, 
n«ämlich  1)  ist  das  innere  Gebiet  des  einen  ganz  in  dem  inneren 
Gebiete  des  anderen  enthalten  und  zugleich  enthält  das  äussere 
Gebiet  des  letzteren  ganz  das  äussere  Gebiet  des  ersteren,  d.  h. 
der  eine  Kegelschnitt  liegt  ganz  innerhalb  des  anderen,  oder 
2)  das  innere  Gebiet  des  einen  liegt  ganz  in  dem  äusseren  Gebiet 
des  anderen  und  zugleich  das  äussere  Gebiet  des  erstercn  enthält 
ganz  das  innere  des  andern,  d.  h.  der  eine  Kegelschnitt  liegt 
ganz  ausserhalb  des  anderen,  oder  3)  das  innere  Gebiet  des  einen 
greift  Iheilweise  über  in  das  innere  Gebiet  des  anderen.  In  den 
Frillcn  1)  und  2)  können  die  Kegelschnitte  keinen  reellen  Punkt 
gemeinschaftlich  haben,  im  Falle  3)  müssen  sie  gemeinschaftliche 
Punkte  haben  und  zwar  nothw endig  zwei  oder  vier;  denn  ver- 
folgen wir  den  Contour  des  einen,  so  muss  ein  auf  demselben 
sich  bewegender  Punkt  aus  dem  äusseren  Gebiete  des  anderen 
in  das  innere  Gebiet  desselben  übertreten  bei  der  Annahme,  dass 
ein  Theil  der  inneren  Gebiete  sich  deckt;  der  sich  bewegende 
Punkt  muss  aber  auch  wiederum  aus  dem  inneren  Gebiet  in  das 
äussere  zurückkehren,  von  wo  wir  ihn  ausgehen  Hessen;  bei 
dem  kontinuirlichen  Durchlaufen  des  zusaiinnenhängenden  (bei  der 
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Hyperbel  durchs  rnendliche  zus.iinnienhängenden)  Conlours;  er 
muss  €ilso  mindeslens  zwei  Mal  die  Grenze  überschreiten , kann 
es  aber  auch  vier  Mal,  d.  h.  zwei  Kegelschnitte  haheii^ent- 
weder  keinen  oder  zwei  oder  vier  gemeinschaftliche 
Funkte;  haben  sie  einen  gemeinschaftlichen  Punkt, 
so  müssen  sie  noch  einen  zweiten  reellen  Funkt  ge- 
meinschaftlich haben,  können  aber  auch  noch  drei 
haben;  haben  sie  drei  reelle  Funkte  gemein,  so  müs- 
sen sie  noch  einen  vierten  reellen  gemeinschaftlichen 
Funkt  haben.  Hieraus  folgt  unmittelbar  das  gegenüberstehende 
Ergebniss;  Haben  zwei  Kegelschnitte  eine  reelle  ge- 
meinschaftliche Tangente,  so  müssen  sie  noch  eine 
zweite  haben,  können  aber  auch  noch  drei  andere  ge- 
meinschaftliche Tangenten  haben;  denn  wenn  wir  zwei 
Kegelschnitte  mit  einer  reellen  gemeinschaftlichen  Tangente  in 
Hezug  auf  irgend  einen  Kegelschnitt  als  Basis  polarisiren  (§  36;, 
so  erhalten  wir  zwei  neue  Kegelschnitte,  welche  einen  reellen 
Funkt  gemein  haben,  folglich  nothw endig  noch  einen  zweiten 
oder  drei  andere  gemeinschaflliche  Funkte;  die  ursprünglichen 
beiden  Kegelschnitte  haben  daher  nothwendig  noch  eine  zweite 
gemeinschaflliche  Tangente,  oder  auch  drei;  hieraus  folgt; 
Zwei  Kegelschnitte  haben  entweder  keine  oder  zwei 
oder  vier  gemeinschaftliche  Tangenten. 

Wie  nun  gemeinschaftliche  Funkte  und  Tangenten  bei  zwei 
Kegelschnitten  zusammen  auftreten,  erkennen  wir  am  deutlichsten, 
indem  wir  das  gemeinschaftliche  Tripel  konjugirtcr  Funkte  und 
Strahlen  in  Bezug  auf  beide  Kegelschnitte  aufsuchen.  Irgend  ein 
Funkt  p in  der  Ebene  hat  in  Bezug  auf  jeden  der  beiden  gege- 
benen Kegelschnitte  K und  k\  eine  bestimmte  Folare;  suchen 
wir  solche  Funkte  in  der  Ebene  auf,  für  welche  die  beiden  Fo- 
laren  zusammenfallen;  und  anderseits,  jede  Gerade  in  Bezug  auf 
einen  Kegelschnitt  hat  einen  bestimmten  Fol;  slichen  wir  solche 
Gerade  auf,  welche  für  beide  Kegelschnitte  dethselben  Fol  haben; 
eine  Lösung  der  ersten  Frage  giebt  zugleich  eine  Lösung  der 
zweiten,  wie  ersichtlich  ist,  und  zwei  Lösungen  geben  sofort  eine 
dritte,  denn  seien  x und  A',  y und  Y zwei  Faar  Fole  und  Po- 
laren in  Bezug  auf  beide  Kegelschnitte,  so  muss  der  Schnittpunkt 
(.V,  }')  und  die  Verbindungslinie  xy  ein  drittes  Faar  Fol  und 
l*ülare  für  beide  Kegelschnitte  sein.  Mehr,  als  drei  Lösungen  der 
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Krage  können  aber  nicht  existiren,  sobald  die  gegebenen  Kegel- 
schnitte von  einander  verschieden  sind,  denn  wären  x nnd  Xy 
tj  und  V,  xy  = Z und  (JT,  Y)  = z diese  drei  Paar  Pole  und 
Polaren  und  noch  ein  viertes  Paar  u und  ü,  so  Hessen  sich  un- 
endlich-viele  neue  Paare  herstellen,  nämlich  xu  = V und 
(X,  U)  = V u.  s.  f.,  und  aus  diesen  wieder  neue,  was  einen 
netzartigen  Fortgang  hat;  auf  jeder  Verbindungslinie  wie  z.  B. 
xy  wäre  ein  Punktsystem  bekannt,  welches  beiden  Kegelschnitten 
gleichzeitig  zugehörte,  nnd  die  beiden  Asymptotenpunkte  wären 
allemal  ein  Paar  gemeinschaftlicher  Punkte  beider  Kegelschnitte 
(reell  oder  imaginär),  die  beiden  Kegelschnitte  hätten  also  un- 
endlich-viele  gemeinschaftliche  Punkte  und  wären  somit  iden- 
tisch. Nach  dieser  vorläufigen  Bemerkung  kommt  es  nun  darauf 
an,  jene  besonderen  Punkte  zu  ßnden,  deren  Polaren  in  Bezug 
auf  beide  Kegelschnitte  zusammenfallen;  bewegen  wir  zu  diesem 
Zweck  einen  veränderlichen  Punkt  p auf  einer  beliebigen  Gera- 
den @,  so  wird  seine  Polare  in  Bezug  auf  den  ersten  Kegelschnitt 
X ein  Strahlbüschel  beschreiben,  welches  um  den  Pol  o der  Ge- 
raden @ sich  dreht  und  projektivisch  ist  mit  der  von  p beschrie- 
benen Punktreihe  auf  dem  Träger  @ (§30);  ebenso  die  Polaren 
von  den  Punkten  p in  Bezug  auf  den  zweiten  Kegelschnitt  K^\ 
diese  beiden  projeklivischen  Strahlbüschel,  deren  Mittelpunkte  o 
und  o,  sind,  erzeugen  selbst  einen  Kegelschnitt  welcher  durch 
o und  geht  und  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  sich  in  jedem 
Punkte  q desselben  die  Polaren  eines  gewissen  Punktes  p der 
Geraden  ® in  Bezug  auf  beide  Kegelschnitte  X und  X^  schneiden, 
also  .auch  umgekehrt:  Die  Polaren  eines  jeden  Punktes  q des 
Kegelschnitts  ^ in  Bezug  auf  beide  Kegelschnitte  X und  X^  tref- 
fen sich  in  einem  Punkte  p der  Geraden  @;  wenn  wir  jetzt  eine 
zweite  Gerade  ®'  annehmen  und  von  einem  veränderlichen 
Punkte  p'  durchlaufen  lassen,  so  erhalten  wir  in  derselben  Weise 
wie  vorbin  einen  zweiten  Kegelschnitt  welcher  durch  die 
Pole  o'  und  o,'  der  Geraden  rücksichtlich  der  Kegelschnitte 
X und  X^  hindurchgeht  und  alle  Punkte  q'  enthält,  deren  Po- 
laren in  Bezug  auf  X und  A"j  sich  in  einem  Punkte  p'  der  Ge- 
raden treffen.  Die  beiden  Kegelschnitte  ^ und  haben  nun 
einen  unmittelbar  anzugebenden  Punkt  gemein;  der  Schnittpunkt 
P der  Geraden  ®,  hat  nämlich  in  Bezug  auf  X und  X^  zwei 
Polaren,  welche  sich  in  Q treffen,  und  durch  Q müssen  offenbar 
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beide  Kegclschnitlc  ^ und  hindiircligclicn;  sic  haben  nach 
dem  Obigen  nothwendig  nodi  einen  oder  drei  andere  geineiii- 
scbaftliche  Punkte,  welche  die  Lösung  der  vorgeleglen  Frage  dar- 
bieten; sei  X ein  gemeinschaftlicher  Punkt  der  Kegelschnitte 
^ und  ausser  dem  bekannten  0»  so  müssen,  weil  er  in  ^ 
liegt,  seine  Polaren  rücksichtlich  A'  und  sich  in  einem  Punkte 
§ der  Geraden  @ treffen,  und  weil  er  in  liegt,  müssen  sie 
sich  in  einem  Punkte  der  Geraden  treffen;  die  Punkte  ^ 
und  fallen  aber  nicht  zusammen  in  P,  weil  sonst  x in  Q läge; 
folglich  müssen  die  Polaren  von  x rücksiclitlich  beider  Kegel- 
schnitte K in  die  Gerade  § Zusammenfällen,  d.  h.  x ist  ein 
Punkt  der  gesuchten  Art.  Wir  schliessen  also:  Es  giebt  in  der 
Ebene  im  Allgemeinen  drei  1* unkte  xy  z der  Art,  dass 
für  jeden  derselben  die  Polaren  rücksichtlich  zweier 
gegebenen  Kegelschnitte  K und  Af,  zusaminenf allen; 
von  diesen  drei  Punkten  muss  einer  immer  reell  sein. 
Nehmen  wir  an,  es  wären  alle  drei  reell,  so  zeigt  sich  ein  merk- 
würdiger Zusammenhang  zwischen  ihnen  und  ihren  Polaren  für 
die  Kegelschnitte  K und  AT,.  Wenn  nämlich  die  Polare  von  x 
in  Bezug  auf  K und  in  | und  resp.  die  Geraden  liilVt 
und  die  Polare  von  y in  r\  und  so  muss  auch  der  Schnittpunkt 
(II',  r]ri')  ein  solcher  Punkt  sein,  dass  er  dieselbe  Polare  xy 
in  Bezug  auf  beide  Kegelschnitte  KK^  hat;  es  giebt  aber  nur 
noch  einen  einzigen  dritten  Punkt  dieser  Art,  nämlich  z,  den 
vierten  Sclinittjmnkt  der  beiden  Kegelschnitte  ^ und  Ä',  folglich 
muss  der  Punkt  (||',  r\ri')  mit  z coincidiren  und  seine  Polare, 
welche  in  ^ und  resp.  die  Geraden  @ und  ©'  triill,  muss  die 
Verbindungslinie  xy  sein;  es  ist  also  i der  Pol  von  xy  und  in 
gleicher  Weise  x der  Pol  von  yz  und  y der  Pol  von  zx\  die 
drei  Punkte  xyz  liegen  daher  so,  dass  jeder  der  Pol 
der  Verbindungslinie  der  beiden  andern  ist,  d.  h.  sie 
bilden  ein  Tripel  konjugirter  Punkte  für  beide  Kegel- 
schnitte Af  und  AT, , und  die  Verbindungslinien: 

[y-]  = = y [xy]  = 

ein  Tripel  konjugirter  Strahlen.  Hierdurch  ist  zugleich  die  zweite 
oben  anfge.stellte  Frage  beantwortet,  nämlich  solche  Gerade  in  der 
Ebene  zweier  gegebenen  Kegelschnitte  K und  A',  zu  finden,  deren 
Pole  in  Bezug  auf  beide  znsaminenfallcn;  denn  eine  solche  Ge- 
rade muss  die  Träger  @ und  in  zwei  derartigen  Punkten  p 


DIgitized  by  Google 


KegelschnittbUschel  und  Kegelschnittschaar.  § 53. 


391 


und  p'  treircn,  dass  der  Schniltpunkt  der  Polaren  von  p in  Pe- 
zug  auf  K und  mit  dem  Schniltpunkt  der  Polaren  von  p'  zu- 
sammcufallt,  und  solcher  Geraden  giebl  es,  wie  wir  gesehen  haben, 
nur  die  drei  rjr}',  oder  X,  7,  Z.  Also:  Es  gieht  in 
der  Ebene  im  Allgemeinen  drei  Gerade  XYZ  der  .Art, 
dass  für  jede  derselben  die  Pole  rücksichtlich  zweier 
gegebenen  Kegelschnitte  K und  zusammen  fallen; 
von  diesen  drei  Geraden  muss  eine  immer  reell  sein; 
sind  alle  drei  r e e 1 1 , s o bilden  sie  e i u T r i p e 1 k o n j u g i r - 
ter  Strahlen  für  beide  Kegelschnitte  K und  A', , d.  h. 
der  Pol  jeder  ist  d er  Schnittpunkt  der  beiden  andern. 
Da  von  dem  gemeinschaftlichen  Tripeldreieck,  dessen  Ecken  xyz 
und  gegenüberliegende  Seilen  X 1 Z gleichzeitig  beziehungsweise 
ein  Tripel  konjugirter  Punkte  und  Strahlen  für  beide  gegebenen 
Kegelschnitte  sind,  entweder  alle  Ecken  und  Seilen  reell  sind 
oder  nur  eine  Ecke  x und  die  gegenüberliegende  Seile  X,  so 
brauchen  wir  auch  nur  diese  beiden  immer  reellen  Elemente, 
deren  Konstruktion  oben  angegeben  ist,  zu  ermitteln  und  können 
die  übrigen  auf  folgende  Art  aus  ihnen  finden:  Die  Polare  A"  von 
X ist  der  Träger  zweier  verschiedenen  Punktsysteme,  welche  be- 
ziehungsweise den  Kegelschnitten  A'  und  -A',  zugehören;  haben 
dieselben  ein  gemeinschaftliches  l’aar  konjugirter  Ihiukte  (§§  16 
und  31),  s(»  muss  dasselbe  aus  den  Punkten  //  und  z bestehen; 
dieses  Punklenpaar  kann  also  nur  dann  imaginär  sein,  wenn  die 
beiden  auf  X bermdlichen  Punktsysteme,  welche  den  Kegelschnit- 
ten A'  und  A,  zugehören,  beide  hyperbolisch  sind  und  die  Asymp- 
toleii()unkte  derselben  sich  gegenseitig  trennen,  oder  mit  andern 
Worten,  wenn  die  Gerade  X beide  Kegelschnitte  AT  und  in 
je  zwei  reellen  Punkten  schneidet,  von  denen  das  eine  Paar 
durch  das  andere  und  zugleich  dieses  durch  jenes  getrennt  wird. 
Wenn  die  Kegelschnitte  k und  A',  keinen  reellen  Piuikt  gemein 
haben,  also  in  der  oben  mit  1)  und  2)  bezeichneten  Lage  sich 
befinden,  bei  welcher  entweder  der  eine  ganz  innerhalb  oder 
ganz  ausserhalb  des  andern  gelegen  ist,  dann  ist  es  ersichtlich, 
dass  jede  Gerade,  welche  beide  in  reellen  Punktenpaaren  schnei- 
<lel  (also  auch  A’),  sie  nothw endig  so  treffen  muss,  dass  <lie 
Schniltpuiiktenpaare  nicht  durch  einander  getrennt  werden,  also 
schliesscn  wir:  Zwei  Kegelschnitte,  welche  keinen  reel- 
len Punkt  gemein  haben,  müssen  nothw  endig 
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reelles  Tripel  konjugirter  Punkte  xyz  gemeiiiscljaft - 
lieh  haben,  denn  cs  giebt  überhaupt  keine  Gerade  in  der  Ebene 
zweier  so  gelegener  Kegelschnitte,  welche  dieselben  in  Punkten- 
paaren träfe,  die  einander  trennen,  also  auch  kein  X der  Art. 
Anderseits  haben  zwei  Kegelschnitte,  welche  vier  reelle  geineiii- 
scfiarUichc  Punkte  haben,  immer  ein  reelles  gemeinsames  Tripel 
xyz,  welches  a priori  zu  bestimmen  von  früher  her  bekannt  ist, 
nämlich  das  Diagonaldreieck  des  von  den  vier  Schnittpunkten  ge- 
bildeten vollständigen  Vierecks;  also  bleibt  dafür,  dass  die 'bei- 
den Kegelschnitte  K und  A',  von  dem  gemeinsamen  Tripel  allein 
a: ‘und  X reell  haben,  der  einzige  Fall  übrig,  dass  die  beiden 
Kegelschnitte  nur  zwei  reelle  Schnittpunkte  haben;  wir  schliessen 
also:  Wenn  zw  ei  Kegelschnitte  nur  zw  ei  reelle  Schnitt- 
punkte haben,  so  ist  von  dem  gemeinschaftlichen  Tri - 
pel  nur  ein  Punkt  x und  seine  Polare  (die  Verhindungs- 
linie  der  beiden  andern)  reell.  Denn  wäre  das  Tripel  xyz 
vollständig  reell  und  die  Kegelschnitte  hätten  nur  einen  reellen 
Punkt  a gemeinschaftlich,  so  würde,  wenn  wir  ax  ziehen,  wel- 
ches X in  r träfe,  der  vierte  harmonische  Punkt  zu  axx,  dein 
a zugeordnet,  nothw endig  auch  ein  gemcinschaftlicbcr  Punkt  bei- 
der Kegelschnitte,  also  der  zweite  Punkt  ß sein  müssen;  in  glei- 
cher Weise  würden  wir  aber  noch  zwei  andere  gemeinschaftliche 
Punkte  erhalten,  indem  wir  a mit  y und  z verbinden  und  die 
gleiche  Konstruktion  ausführen;  wenn  also  die  Kegelschnitte  ein 
reelles  gemeinschaftliches  Tripel  und  nur  einen  Punkt  -gemein 
hätten,  so  müssten  sie  vier  reelle  gemeinschaftliche  Punkte  haben; 
es  kann  mithin,  wenn  sie  nur  zwei  reelle  Schnittpunkte  gemein 
haben,  das  Tripel  niebt  vollständig  reell  sein,  sondern  nur  x und 
X,  und  zugleich  müssen  die  beiden  reellen  gemeinschaftlichen 
Punkte  mit  x in  gerader  Linie  liegen;  und  umgekehrt:  Wenn 
von  dem  gemeinschaftlichen  Tripel  zweier  Kegelschnitte  allein  ein 
Tripelpiinkt  x und  seine  zugehörige  Polare  X reell  sind,  so  müs- 
sen die  beiden  Kegelschnitte  zwei  und  nur  zwei  reelle  gemein- 
schaftliche Punkte  haben.  Ganz  älndich  verhält  es  sich  mit  den 
gemeinschaftlichen  Tangenten  zweier  Kegelschnitte,  Wenn  zwei 
Kegelschnitte  vier  reelle  gemeinschaftliche  Tangenten  haben,  so 
haben  sie  ein  vollständig  reelles  gemeinscbaftliches  Tripeldreieck, 
nämlich  das  Diagonaldreieck  des  von  jenen  vier  Tangenten  ge- 
bildeten vollständigen  Vicrscits.  Ebenso:  Wenn  zwei  Kegel- 
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sciinillc  keine  reelle  gemeiiischaflliclie  Tangenle 
haben,  so  müssen  sic  ein  reelles  Tripel  konjugirter 
Strahlen  (und  Punkte)  besitzen.  Dies  folgt  durch  Polari- 
sation aus  dem  oben  Nachgewiesenen:  dass,  wenn  zwei  Kegel- 
schnitte keinen  reellen  Punkt  haben,  ihr  gemeinsames  Tripel 
vollständig  reell  sein  muss.  Denn  polarisiren  wir  die  beiden  ge- 
gebenen Regelscbnitte  K und  , von  welchen  angenommen  wird, 
dass  sie  keine  gemeinschaftliche  Tangente  reell  haben,  so  erhal- 
ten wir  zwei  neue  Kegelschnitte,  welche  keinen  reellen  Punkt 
gemein  haben,  und  da  diese  ein  reelles  gemeinschaftliches  Tripel 
haben,  so  müssen  auch  jene  ein  solches  haben,  indem  aus  Pol 
und  Polare  eines  Kegelschnitts  durch  Polarisation  allemal  wie- 
der Polare  und  Pol  des  Polarerzeugnisses  wird  (§  30),  also  auch 
aus  einem  Tripel  konjugirter  Punkte  ein  Tripel  konjugirter  Strah- 
len, was  ja  gleichzeitig  ein  Tripel  konjugirter  Punkte  ist.  Wenn 
endlich  die  gegebenen  Kegelschnitte  K und  nur  zwei  gemein- 
schaftliche Tangenten  reell  haben,  so  kann  ihr  gemeinschaftliches 
Tripel  nicht  ganz  reell  sein,  sondern  nur  X und  x\  denn  wären 
alle  drei  konjugirten  Strahlen  X YZ  des  Tripels  reell,  so  müssten 
die  Kegelschnitte,  sobald  sic  nur  eine  reelle  gcmeinscbaftlicbe 
Tangente  hätten,  alle  vier  reell  haben;  wir  finden  nämlich,  wenn 
u die  erste  wäre,  die  drei  übrigen,  indem  wir  durch  jeden 
Schnittpunkt  derselben  mit  X,  Y,  Z den  vierten  harmonischen 
ihr  zugeordneten  Strahl  konslruiren,  während  je  ein  Tripelstrahl 
uimI  die  Verbindungslinie  jenes  Schnittpunktes  mit  dem  Pol  dieses 
Tripelstrahls  das  andere  Paar  zugeordneter  Strahlen  sind.  Also: 
Wenn  zwei  Kegelschnitte  nur  zwei  reelle  geniein- 
s c h a f 1 1 i c h e T a n g c n t e n haben,  s o i s t v o n i b r e m gemein- 
schaftlichen Tripel  allein  ein  Tripelstrahl  .V  und  sein 
Pol  X (der  Sclmitlpunkt  der  beiden  andern)  reell;  und  auch 
umgekehrt:  Wenn  allein  A'  und  x reell  ist,  .so  müssen  die  Ke- 
gelschnitte zwei  und  nur  zwei  reelle  gemeinschaftliche  Tang»*nten 
haben.  Hieraus  folgt  in  Verbindung  mit  dem  Obigen:  Zw<;i 
Kegelschnitte,  welche  nur  zwei  reelle  Sebnittpu  nk  le 
haben,  müssen  zwei  und  nur  zwei  reelle  gemein- 
schaftliche Tangenten  besitzen,  und  umgekehrt.  (Vgl. 
§61.) 

Hieraus  ersehen  wir*  dass  bei  zwei  beliebig  angenomnjonen 
Kegelschnitten  K und  A\  rücksichtlich  ihrer  gemeinschaftlichen 
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Pmikte  uutl  Tangenten,  nberlianpl  nur  folgende  fünf  Falle  eiii- 
Ireten  können: 

A)  Das  geineinscliaftlichc  Tripel  xyz,  und  A'=:(yc),  Y = [zx), 
Z={xij)’hi  vollständig  reell: 

I.  Die  b c i d e n K c g e 1 s c h n i 1 1 e li  a b e n k e i n e n r e e 1 1 e u 
Punkt  und  keine  reelle  Tangente  geincin- 


scbaftlich. 

II.  Die  beiden  K c g e 1 s c li  n i 1 1 e haben  keinen  reellen 
Punkt,  aber  vier  reelle  Tangenten  ge  in  ein - 
s eba  f tlicb. 

III.  Die  beiden  Kegelschnitte  haben  vier  reelle 
Punkte,  aber  keine  reelle  Tangente  geiiieiii- 
sebaf  tlicb. 

IV.  Die  beiden  Kegelschnitte  haben  vier  reelle 
Punkte  und  vier  reelle  Tangenten  gemein- 
schaftlich. 

D)  Von  dem  gemeinschaftlichen  Tripel  ist  nur  ein  Tripel- 
punkt X und  ein  Tripelstrabi  X,  seine  Polare,  reell: 

V.  Die  beiden  Kegelschnitte  haben  nur  zwei  reelle 
Punkte  und  gleichzeitig  nur  zwei  reelle  Tan- 
genten g e in  e i n s c b a f 1 1 i c b. 

Wie  nun  in  diesen  fünf  Fällen  das  geineinsaine  Tripel  rück- 
sicbllich  der  beiden  gegebenen  Kegelschnitte  gelegen  ist,  lässt 
sich  auf  folgende  Weise  erkennen:  Kin  Tripel  konjngirter  Punkte 
für  einen  Kegelschnitt  liegt  (§  30)  immer  so  zu  demselben,  dass 
ein  Tripelpunkt  in  dem  inneren  Gebiete  des  Kegelschnitts,  die  bei- 
den andern  in  dein  äusseren  Gebiete  enthalten  sind  oder  von  den 
drei  konjugirten  Strahlen  zwei  den  Kegelschnitt  in  zwei  reellen 
Punktenpaaren  und  iler  dritte  nicht  schneidet.  Das  gcmeinscliaft- 
licbe  Tripel  zweier  Kegelschnitte  kann  demnach,  wenn  es  voll- 
ständig reell  ist,  nur  auf  zwei  Arten  zu  denselben  gelegen  sein: 


entweder  («) 


oder  (ß) 


ja*  innerhalb  /i,  innerhalb  /f, 
ausserhalb  A',  ausserhalb  /f, 
I r ausserhalb  A',  ausserhalb  A', 

jA'|trilfl  we«ler  A',  noch  A', 

I 1 ■ trilft  /t  und  A , 

[z  I H ilft  A’  und 


ausserhalb  A',  ausserhalb  A', 
innerhalb  A',  ausserhalb 
ausserhalb  A',  innerhalb  /fj 


Lrjfriirt  A'  und  A', 

•I  i'j  Iriift  nicht  A',  aber  A', 

I Z I trilft  A’,  aber  nicht  A\. 
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ln  dem  Falle  1.  liegt  das  Tripel  nach  der  Art  («), 
denn  da  von  den  beiden  Kegelschnitten  der  eine  ganz  in  dem 
innern  Gebiete  des  andern  enthalten  ist  (s.  oben  1)),  so  kann  der 
Fall  (ß)  nicht  eintreten,  denn  läge  A\  ganz  innerhalb  Af,  so 
müsste  jeder  Punkt  innerhalb  A]  a fortiori  auch  innerhalb  A'  lie- 
gen, folglich  wäre  kein  z möglich;  es  muss  daher  der  Fall  («) 
eintreten. 

Im  Falle  II.  liegt  das  Tripel  nach  der  Art  (ß),  denn 
da  der  eine  Kegelschnitt  ganz  ausserhalb  des  andern  liegen  muss 
(s.  oben  2)),  so  giebt  es  keinen  Punkt,  der  innerhalb  beider 
liegt;  der  Fall  (a)  kann  also  nicht  eintreten,  weil  es  kein  o;  giebt, 
folglich  muss  der  Fall  (ß)  eintreten. 

In  dem  Falle  III.  liegt  das  Tripel  nach  der  Art  (ß); 
dies  folgt  aus  dem  vorigen  Falle  durch  Polarisation;  denn  das 
polarisirte  Gebilde  des  vorigen  giebt  zwei  Kegelschnitte,  welche 
keine  reellen  Tangenten,  aber  vier  reelle  Punkte  gemein  haben, 
und  das  Tripel  konjugirter  Punkte  geht  in  das  Tripel  konjugirter 
Strahlen  über;  es  ist  aber  oOenhar,  dass  beide  übereinstimmend 
liegen  müssen,  folglich  liegt  das  Tripel  im  Falle  III.  so,  wie  im 
Falle  II.  nach  der  Art  (ß). 

In  dem  Falle  IV.  liegt  das  Tripel  nach  der  Art  (er); 
denken  wir  uns,  da  die  vier  gemeinschaftlichen  Tangenten  reell 
sind,  die  ganze  SchaaT*  der  dem  Vierseit  einheschriehenen  Kegel- 
schnitte, so  erfüllen  dieselben,  wie  wir  wissen  ;§  44),  nur  die 
fünf  elliptischen  Räume  [e),  während  die  sechs  hyperbolischen 
Räume  (A)  frei  bleiben  (Fig.  75),  und  auf  diese  fünf  elliptischen 


(Fig.  75.) 


Räume  vertheilen  sich  die  Kegelschnitte  der  Schaar  in  zwei 
Gruppen  Ellipsen  und  zwei  Gruppen  Hyperbeln  der  Art,  dass  die 
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eine  (Iruj^pen  Ellipsen  ganz  in  tiem  Tlanme  (e),  die  eine  Gruppe 
Hyperbeln  ganz  in  den  Häumen  (r,)  und  (ej),  die  andere  Gruppe 
Ellipsen  ganz  in  dein  Raume  (^3)  und  die  letzte  Gruppe  Hyper- 
beln ganz  in  den  Räumen  (cj)  und  {c^)  entbalten  ist.  Wenn  also 
zwei  Kegelschnitte  dieser  Schaar  A'  und  Ä'j  reelle  Schnittpunkte 
haben  sollen,  wie  in  IV.,  so  müssen  sie  entweder  beide  im 
Raume  (e)  oder  beide  in  (ej)  und  {e.^)  oder  beide  in  (^3)  oder 
beide  in  (eg)  und  (e_,)  oder  einer  in  (cg)  und  der  andere  in  (e^) 
und  (cj)  enthalten  sein,  denn  diese  Räume  c schliessen  sich  gegen- 
seitig aus;  h(‘i  diesen  fünf  .\nnuhmen  liegt  aber  immer  das  Tripel 
a'i/z  nach  der  Art  («);  liegen  nun  beide  Kegelschnitte  im  Raume  (c', 
.so  liegt  X ausserhalb  beider  und  auch  z;  sind  beide  in  (cj  und  (Cj) 
entballen,  so  liegen  y und  c ausserhalb  beider;  sind  sie  in  (cg) 
enthalten,  so  liegt  x und  y ausserhalb  beider;  sind  beide  in  (Cg) 
und  (c,)  enthalten,  so  liegen  wiederum  x und  y ausserhalb  bei- 
der, und  endlich  auch,  wenn  einer  hi  (Cg),  der  andere  in  {c^)  und 
(cj  enthalten  ist.  Unter  allen  möglichen  .\nnahmen  liegt  also  im 
Falle  IV.  das  Tripel  xyz  nach  der  Art  (or). 

In  dem  Falle  V.  liegt  der  reelle  Tripel punkt  x 
ausserhalb  beider  Kegelschnitte  und  seine  Polare  X 
schneidet  beide  Kegelschnitte  in  reellen  Punktcn- 
paaren,  welche  einander  trennen,  wie  wir  dies  schon  oben 
gesehen  haben. 

Es  ist  noch  zu  bemerken,  dass,  während  die  Lage  der  Fälle 
I,  11,  IV,  V bei  jeder  Art  von  zwei  Kegelschnitten  (Ellipse,  Pa- 
rabel, Hyperbel)  auftreten  kann,  der  Fall  HL  nur  möglich  ist, 
wenn  wenigstens  einer  der  beiden  Kegelschnitte  Hyperbel  ist. 
Dies  folgt  wiederum  durch  Polarisation  des  Falles  II.,  wo  jeder 
Kegelschnitt  ganz  in  dem  äusseren  Gebiet  des  andern  liegt,  also  kein 
Punkt  existirt,  welcher  gleichzeitig  innerhalb  beider  sich  befindet. 
Has  Polar-Erzengniss  eines  Kegelschnilts  K wird  aber  nur  Ellipse, 
wenn  der  Mittelpunkt  der  Rasis  innerhalb  K liegt  (§  30),  und  da 
es  keinen  Punkt  giebt,  welcher  gleichzeitig  innerhalh  K und  A'j 
liegt  im  Falle  IL,  so  muss  das  Polarerzeugniss  der  Art  sein,  dass 
wenigstens  einer  der  beiden  erzeugten  Kegelschnitte  Hyperbel  ist 
(oder  auch  beide);  weil  aber  durch  Polarisation  des  Falles  II.  der 
Fall  III.  hervorgeht,  so  muss  von  zwei  Kegelschnitten,  welche 
vier  reelle  Punkte,  aber  keine  reelle  Tangente  gemein  haben, 
wenigstens  einer  Hyperbel  sein. 
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Wir  müssen  noch  eines  besonderen  Falles  Erwähnung  thun, 
welcher  eine  Ausnalime  macht.  Aus  der  vorigen  üntersuchung 
geht  nämlich  hervor,  dass  in)  Allgemeinen  zwei  Kegelschnitte  nur 
ein  einziges  Tripel  konjugirter  Punkte  gemeinschaft- 
lich haben,  von  dem  entweder  alle  drei  Punkte  xyz  oder  nur 
einer  und  seine  Polare  X reell  sind;  die  beiden  auf  X befind- 
lichen Punktsysteme,  welche  den  beiden  Kegelschnitten  zugehören, 
haben  als  gemeinschaftliches  Paar  konjugirter  Punkte  y und  ; 
und  können,  solange  sie  von  einander  verschieden  sind,  nur  ein 
einziges  gemeinschaftliches  Paar  besitzen;  es  kann  aber  der  be- 
sondere Fall  eintrelen,  dass  diese  beiden  Punktsysteme  identisch 
sind;  alsdann  haben  sie  unendlich-viele  Paare  konjugirter  Punkte 
gemeinschaftlich  und  die  beiden  Kegelschnitte  haben  unendlich- 
viele  Tripel  konjugirter  Punkte  gemeinschaftlich, 
welche  indessen  eine  Ecke  x und  die  gegenüberliegende  Seite  X ge- 
mein haben.  Die  Kegelschnitte  haben  dann  (§  51)  eine  reelle  oder 
ideelle  doppelte  Berührung  und  es  folgt  hieraus,  dass  zwei  Kegel- 
schnitte, auch  ohne  identisch  zu  sein,  mehr  als  ein  gemeinschaft- 
liches Tripel  haben  können;  dass  sie  dann  aber  eine  (reelle  oder 
ideelle)  doppelte  Berührung  haben  müssen  und  den  unendlich- 
vielen  gemeinschaftlichen  Tripeln  eine  Ecke  und  die  gegenüber- 
liegende Seite  (Polare)  gemeinsam  ist. 

Nachdem  wir  vermittelst  des  aufgefundenen  gemeinschaft- 
lichen Tripels  zweier  Kegelschnitte  alle  möglichen  Fälle  hinsicht- 
lich der  Bealitat  ihrer  gemeinschaftlichen  Punkte  und  Tangenten 
erörtert  haben,  bleibt  es  noch  übrig,  eine  direkte  Konstruktion 
der  letzteren  anzugeben,  indem  das  gemeinschaftliche  Tripel,  dessen 
Konstruktion  oben  gegeben  wurde,  als  bereits  ermittelt  ange- 
nommen wird,  üin  gemeinschaftliche  Punkte  zweier  Kegelschnitte 
K und  aufzufinden,  kommt  es  darauf  an,  solche  Gerade  in 
der  Ebene  zu  ermitteln,  welchen  in  Bezug  auf  beide  Kegelschnitte 
dasselbe  Punktsystem  zugehört,  denn  eine  solche  Gerade  muss 
reelle  oder  ideelle  gemeinschaftliche  Sekante  beider  Kegelschnitte 
sein,  je  nachdem  jenes  Punktsystem  hyperbolisch  oder  elliptisch 
ist;  um  anderseits  gemeinschaftliche  Tangenten  zweier  Kegel- 
selmitte  zu  finden,  kommt  es  darauf  an,  solche  Punkte  in  der 
Ebene  zu  ermitteln,  denen  in  Bezug  auf  beide  Kegelschnitte  das- 
selbe Strahlsystem  zugehört;  denn  die  Asymptoten  eines  solchen 
Slrahlsysteins,  wenn  es  hyperbolisch  ist,  müssen  gemeinschaftliche 
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Tangenten  beider  Kegelschnitte  sein,  und  wenn  es  elliptiscli  ist, 
so  nennen  wir  einen  solchen  Punkt  den  Diirchschnittspnnkt  zweier 
imaginärer  gemeinschaftliclier  Tangenten  beider  Kegelschnitte.  Jene 
Geraden  und  diese  Punkte  aurzufinden  giebt  uns  das  gemeinschaft- 
liche Tripel  ein  Hülfsmittel  an  die  Hand;  denn  ein  Tripelpunkt  rr 
und  seine  Polaren  X besitzen  die  Eigenschaft,  dass  auf  irgend 
einem  durch  x gezogenen  Strahl  der  Schnittpunkt  | mit  X und 
der  Punkt  x ein  Paar  konjugirter  Punkte  für  beide  Kegelschnitte 
ist,  also  die  beiden  Punktsysteme  auf  diesem  durch  .t  gezogenen 
Strahl,  welche  den  beiden  Kegelschnitten  zugeboren,  das  Punkten- 
paar a:|  zu  einem  gemeinschaftlichen  Paar  konjugirter  Punkte 
haben ; drehen  wir  jetzt  einen  Strahl  um  x,  so  kann  es  Vorkommen, 
dass  auf  ihm  noch  ein  zweites  Paar  konjugirter  Punkte  beiden 
Punktsystemen  gemeinschaftlich  wird,  und  dann  müssen  sic  identisch 
sein,  weil  zwei  Paare  konjugirter  Punkte  das  Punktsystem  be- 
stimmen ; also  eine  gemeinschaftliche  Sekante  wäre  gefunden, 
hassen  wir  nun,  wie  am  Anfänge  unserer  Petrachtung,  einen 
Punkt  p eine  beliebige  Gerade  @ durchlaufen  und  trerien  sich 
die  Polaren  von  p rücksichtlich  der  beiden  Kegelschnitte  A'  und  A’, 
in  dem  veränderlichen  Punkte  q,  so  beschreibt  q,  wie  wir  ge- 
sehen haben,  einen  bestimmten  Kegelschnitt  welcher  dem  ge- 
meinschaftlichen Tripel  xyz  umschrieben  ist,  und  jedem  Punkte  p 
der  Geraden  @ entspricht  ein  bestimmter  Punkt  q des  Kegel- 
schnitts ^ von  der  Beschaffenheit,  dass  p und  q ein  Paar  kon- 
jugirtcr  Punkte  beider  gegebenen  Kegelschnitte  X und  AT,  ist. 
Dem  Punkte  .r  entspricht  der  Schnittpunkt  | der  Geraden  ® mit  X, 

’ den  Punkten  yz  (wenn  sie  reell  sind)  die  Schnittpunkte  der 
Geraden  @ mit  Y und  Z.  Da  p und  q immer  ein  Paar  kon- 
jugirter Punkte  ist  für  A'  und  A’j  und  x und  | ein  zweites  Paar, 
so  folgt  aus  dem  in  § 31  bewiesenen  Satze,  dass  die  Schnitt- 
punkte (a:p,  Iq)  = q^  und  (a:q,  |p)  = p^  ebenfalls  ein  Paar  kon- 
jugirter Punkte  für  beide  Kegelschnitte  sein  muss;  weil  aber  der 
letztere  p^  auf  @ liegt,  so  muss  der  erstere  auf  ^ liegen,  d.  h.  die 
Verbindungsstrahlen  a:p  und  ^q  treffen  sich  in  einem  Punkte  q' 
des  Kegelschnitts  dessen  konjugirter  Punkt  p’  auf  ® derjenige 
ist,  in  welchem  a;q  die  Gerade  @ trifft,  oder  mit  andern  Worten: 
Verbinden  wir  x mit  einem  Paar  konjugirter  Punkte  p und  q,  resp. 
auf  @ und  so  treffen  die  W.rbindungsstrahlen , @ und  ^ zum 
andern  .Male  in  einem  neuen  Paar  konjugirter  Punkte  p^  und  q’. 
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ilicrniis  {^elit  liorvor,  dass  die  l)ciden  ViM’binduiigsslralden  .rp 
und  .Tq  mit  der  gleichzeitigen  Dewegnng  von  p und  q ein  Strnhl- 
systein  erzeugen.  Sind  namiich  o und  o,  die  Pole  der  Geraden  ® in 
Pezug  auf  die  Kegelschnitte  A'und  so  heschreihen  oq  und  o,q,, 
die  Polaren  von  p,  zwei  projektivische  Strahlhfischcl  mit  der  von  p 
durchlaufenen  Punktreihe,  erzeugen  also  jenen  Kegelschnitt 
der  durch  x geht;  folglich  beschreibt  auch  .rq  ein  mit  oq,  also 
mit  der  Punktreihe  (p)  projektivisches  Strahlhüschel;  arp  nnd  .rq 
beschreiben  mithin  zwei  concentrische  projektivische  Strahlhfischcl, 
welche  so  auf  einander  liegen,  dass  die  Schenkel  entsj)rechcnder 
gleicher  Winkel  verkehrt  auf  einander  fallen;  denn  wir  haben 
gesehen,  dass,  wenn  xp  mit  a:q‘  coincidirt,  xc\  auf  a:p'  fallen 
muss;  nach  § 17  bilden  daher  a:p  und  a:q  ein  Strablsystem ; 
dieses  Strahlsystem  lässt  sich  leicht  anschauen,  sobald  die  Gerade® 
und  der  Kegelschnitt  ^ bekannt  sind;  denn  wir  haben  gesellen, 
dass  zwei  konjngirtc  Strahlen  »rp  und  .rq  desselben  den  Kegel- 
schnitt in  den  Punkten  q und  q'  durchbohren,  deren  Verbin- 
dungssehne  durch  den  festen  Pupkt  ^ geht,  woraus  noch  ein- 
facher folgt,  dass  xp  und  a:q  ein  Sirahlsystem  erzeugen;  jeder 
durch  I gehende  Strahl  trifft  also  den  Kegelschnilt  ^ in  solchen 
zwei  Punkten  q und  q^  welche  mit  x verbunden  zwei  Strahlen 
liefern,  die  in  den  konjugirten  Punkten  p^  und  p der  Geraden  ® 
begegnen.  Hieraus  wird  es  nun  leicht,  die  eigentlich  vorgelegle 
Frage  zu  beantworten;  denn  ist  das  eben  ermittelte  Strabl- 
system [a:]  hergestellt  und  wir  drehen  einen  veränderlichen  Strahl 
um  X,  indem  wir  den  jedesmal  ihm  konjugirten  Strahl  aus  diesem 
Strahlsyslem  hinzuffigen,  so  tj’iffl  ersterer  den  Kegelschnitt  ^ 
nnd  letzterer  die  Gerade  ® (nml  zugleich  umgekehrt)  allemal  in 
zwei  Punkten  q und  p,  welche  ffir  /t  und  A',  gleichzeitig  kon- 
jngirt  sind;  sobald  daher  zwei  solche  konjugirle  Strahlen  des 
Strahlsystems  [.r]  zusammenfallen,  mfi.ssen  auf  diesem  Poppel- 
strahl nicht  allein  die  Punkte  p und  q,  sondern  auch  die  Punkte  .r 
und  der  Schnittpunkt  | mit  X je  ein  I*aar  konjugirter  Punkte  ffir 
li  und  Ä’,  sein,  und  da  durch  zwei  Paar  konjugirter  Punkte  ein 
Punktsystem  vollständig  und  eindeutig  hestimmt  ist,  so  muss 
diesem  Doppelstrahl  in  ßezng  auf  K und  A',  das.sidbc  Punktsystem 
zugehören,  oder  er  muss  (reelle  oder  ideelle)  gemciHschaftliche  Se- 
kante der  Kegelschnitte  A'und  A',  sein.  Ks  kommt  also  Alles  darauf 
an,  die  Asymploten  des  Slrahlsyslems  [,r]  zu  linden;  dieselben 
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werden  dadurch  leicht  eriiiittelt,  dass  wir  durch  ^ das  Tangcnteo- 
paar  an  den  Kegelschnitt  ^ legen  und  die  ßeriihrungspunkle  cra^ 
mit  X verbinden.  Die  vollständige  Auflösung  der  Aufgabe:  „Die 
geineiiischaftlichen  Punkte  zweier  h eli ehig  gegebener 
Kegelschnitte  K und  ifj  zu  finden“,  lässt  sich  also  folgen- 
dermassen  zusammenfassen: 

Man  nehme  von  den  Punkten  p einer  beliebigen 
(i e r a d e n ® die  Polaren  in  Bezug  a u f A’  u n d Ä'j , welche 
sich  paarweise  in  einem  veränderlichen  Punkte  q 
treffen,  dessen  Ort  ein  bestimmter  K egelschnitt  ^ ist; 
dasselbe  mache  man  mit  einer  zweiten  Geraden®*,  so 
erhält  man  einen  zweiten  Kegelschnitt  Die  Kegel- 
schnitte ^ und  haben  einen  reellen  Punkt  Q ge- 
mein, den  Schnittpunkt  der  Polaren  von  (@,  @*)  = P 
in  Bezug  auf  beide  Kegelschnitte  A' und  A *.  Sie  haben 
daher  im  Allgemeinen  noch  drei  andere  Punkte  xt/z 
gemein  (von  denen  wenigstens  einer  x und  d i e G e r a d e A', 
auf  w elcher  die  heiden  andern  liegen,  reell  sein  muss). 
Die  drei  Verbindungslinien  {y,  z)  = Ä {z,  x)=  J',  (.r,  y)  = Z 
treffen  ® in  den  Punkten  die  Tangentenpaare 

aus  diesen  Schnitt]>u nkten  an  den  Kegelschnitt  ^ ge- 
legt mögen  die  Berührungspunkte  ora’,  ßß\yy^  haben, 
dann  sind  die  sechs  Linien  xa,  xa^y  yß,  yßK  zy*  sechs 
gemeinschaftliche  Sekanten  der  beiden  Kegelschnitte 
K u n d A'j  und  müssen  sich  z u j e dreien  in  v i e r P u n k t e n 
treffen,  w elche  die  gesuchten  sind. 

Hieraus  ergiebt  sich  heiläulig  ein  Satz,  welcher  auch  auf 
direktem  Wege  zu  verificiren  ist: 

Hat  man  einem  Dreieck  xyz  einen  Kegelschnitt  ^ 
umschrieben  und  werden  die  Seiten  des  Dreiecks 
yz,  zx,  xy  von  einer  beliebigen  Transversale  resp. 
in  den  Punkten  getroffen;  legt  man  aus  die 
Tangen  teil  paar  e an  und  bestimmt  die  Berührungs- 
punkte derselben:  ««*,  ßß^,  yy\  so  schneiden  sich  die 
sechs  Verhindungsstrahlen  xa,  xa\  yß,  yß\  zy,  zy^  zu  je 
dreien  in  vier  Punkten  und  sind  il i e sechs  Seiten 
eines  vollständigen  Vierecks,  dessen  drei  Diagonal- 
piinkle  xyz  sind. 

[Anmerkung.  Wir  bemerken  noch,  dass  die  Lösung  unserer 
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Aufgabe  nur  eine  Zuröckfuhrung  derselben  auf  eine  andere  ist; 
um  nämlich  die  vier  Schnittpunkte  zweier  beliebig  gegebenen 
Kegelschnitte  AfÄ'j  zu  finden,  müssen  wir  drei  Schnittpunkte 
zweier  andern  Kegelschnitte  ermitteln,  welche  einen  be- 

kannten vierten  Punkt  Q gemein  haben.  Diese  Zurückführung  ist  in 
der  Natur  der  Sache  begründet  und  nicht  zu  eliminiren;  sie  ist  gleich- 
bedeutend mit  der  Zurückführung  der  Lösung  der  biquadratischen 
auf  die  der  kubischen  Gleichung;  wie  denn  überhaupt  in  unserer 
Untersuciiung  eine  geometrische  Lösung  der  biquadratischen  ver- 
mittelst kubischer  und  quadratischer  Gleichungen  enthalten  ist.] 

Die  analoge  Konstruktion  der  gemeinschaftlichen  Tangenten 
der  Kegelschnitte  K und  if,  ist  nach  dem  bekannten  Ueber- 
tragungsprinzip  unmittelbar  herzustellen;  mit  den  bereits  kon- 
struirten  Linien  und  Punkten  können  wir  sie  ein  wenig  abkürzen, 
wie  folgt:  Von  dem  Punkte  P werden  die  beiden 

Polaren  in  Bezug  auf  A'  und  Af’,  die  sich  in  Q treflen,  und  ein 
Kegelschnitt  (S  konstruirt,  welcher  dieselben  berührt  und  dem 
Dreiseit  XYZ  einbeschrieben  ist,  also  durch  diese  fünf  Tan- 
genten vollständig  bestimmt  wird;  zieht  man  die  drei  Strahlen 
Px,  Py,  Pz,  so  schneiden  dieselben  den  Kegelschnitt  6 in  sechs 
Punkten,  deren  Tangenten  an  S beziehlich  aa^  ^>b^  cc'  heissen 
mögen;  die  Schnittpunkte  (Ä\\)  (A'a^)  (Fb)  (Fb^)  (Zc)  (Zc^)  sind 
die  sechs  Ecken  (drei  Paar  Gegenecken)  eines  vollständigen  Vier- 
.seits,  welches  aus  den  vier  gemeinschaftlichen  Tangenten  der 
beiden  Kegelschnitte  ATAfj  gebildet  wird  und  zu  seinen  drei  Dia- 
gonalen XYZ  hat.  Die  Kegelschnitte  ^ und  6 haben  die  Bezie- 
hung zu  einander,  dass  erstcrer  den  beiden  Dreiecken  xyz^  Qoo^ 
zugleich  umschrieben  ist  und  der  letztere  diesen  beiden  Dreiecken 
gleichzeitig  einbeschrieben  ist. 

Die  gegebene  allgemeine  Lösung  ist  nun  hinsichtlich  der 
Bealität  der  konstruirten  gemeinschaftlichen  Punkte  und  Tangen- 
ten der  Kegelschnitte  K und  AT,  zu  diskutiren  und  cs  sind  dabei 
die  obigen  Fälle  A)  und  B)  zu  unterscheiden. 

A)  Ist  das  Tripel  xyz  und  XYZ  vollständig  reell,  so  kann 
eine  gerade  Linie  @ in  der  Ebene  zu  diesem  Dreieck  nur  auf 
zwei  wesentlich  verschiedene  Arten  gelegen  sein:  entweder  sie 
trilfl  alle  drei  Seiten  desselben  in  ihren  Verlängerungen  (d.  h. 
ausserhalb  der  Strecken  xy,  yz,  xz)  oder  nur  eine  in  der  Ver- 
längerung und  die  beiden  andern  zwischen  den  Ecken  des  Di  ei- 
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ock.s;  da  niin  der  K<>golsclinill  Ä dem  Dreieck  xyz  uinsclirichcn 
ist,  so  müssen  die  drei  Schiiillpunktc  tr\\,  der  Geraden  @ mit 
den  Dreiecksseiten  entweder  alle  drei  ausserlialh  ^ liegen  oder 
mir  einer  ausserlialh  und  die  beiden  andern  innerhalh;  von  den 
sechs  nerührungspiinkten  aa^  jS/3’  yy*  sind  mithin  entwedei;  alle 
oder  nur  zwei  reell  und  es  gieht  daher  auch  entweder  sechs  reelle 
gemeinschaftliche  Sekanten  oder  nur  zwei  für  die  heulen  Kegel- 
schnitte und  /i',,  d.  h.  die  heiden  Kegelschnille  haben  entweder  vier 
reelle  Schnittpunkte  oder  keinen , in  dem  letzten  Falle  aber  zwei 
angehhare  ideelh?  gemeinschaftliche  Sekanten.  Anderseits  kann 
**in  Punkt  P zu  einem  Dreisei t X Y Z nur  auf  zwei  wesentlich 
verschiedene  Arten  gelegen  sein:  entweder  seine  Verbindungs- 
linien mit  den  Ecken  xyz  des  Dreiseits  trelTen  alle  drei  Seiten  in 
Ihinkten  zwischen  den  Ecken  desselben,  oder  von  diesen  Schnitt- 
punkten liegt  nur  einer  zwischen  den  Ecken  des  Dreiseits  und 
die  beiden  andern  in  den  Verlängerungen  der  Seiten.  Hiernach 
können  wir  beurtheilen,  in  welche  näume  die  drei  zusammenge- 
hörigen Strahlen  Px,  Py,  Pz  hineinfallen,  wie  auch  der 
Punkt  P in  der  Ebene  liegen  mag,  und  müssen  dazu  sechszehn 
verschiedene  Fälle  unterscheiden.  Die  Seiten  des  Dreiecks  xyz  Zer- 
fällen nämlich  die  ganze  Ebene  in  sieben  von  einander  getrennte 
Däume,  den  endlichen  Dreiecksraum  c,  die  drei  an  die  Ecken  xyz 
ansto.ssenden  Scheitelräume  e,  c.,  von  unendlicher  Ausdehnung 
und  die  drei  den  gegenüberliegenden  Seiten  anliegenden  Räume 
//, //,//.,  ebenfalls  von  unendlicher  Ausdehnung  (Fig.  76);  es  kön- 


(Fig.  76.) 


nen  nun  die  drei  zusammengehörigen  Strahlen  Px  Py  Pz  nur 
in  folgende  Räume  hineinfallen: 
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in  die  Räume: 


Px  : e e,  Aj 

6j  Aj  c 

62A2A3 

63A3AJ 

Py  : ec^Aj 

6j  Aj  Aj 

CjAjC 

63A3A1 

1 

Pz  : c C3  A3 

6j  Aj  A3 

Cj  Aj  Aj 

e.^/t,e 

Px  : e CjAj 

e 6jAj 

6 CjA, 

e e,A| 

Py  : c,A3A, 

63A3A, 

1 

Pz  : CjA-^Aj 

CjAjAj 

6j  Aj  Aj 

6,ÄjA, 

Px‘. 

^3  ^1*2 

6j  A3  A j 

63  A3ÄJ 

< 

Py:  c 

e CjAj 

e 6jAj 

e CjAj 

Pz  : C2AjA2 

6j  Aj  Aj 

CjAjAj 

Px  : c^h.^h^ 

^2  ^3 

63  A j A3 

6j  Aj  A3 

• ^ 

Py  : e3A,A3 

6,  A,  A3 

Cj  Aj  A3 

63  A,  A3 

Pz  : e 63/13 

6 63  A3 

6 63  A3 

e 63  A3 

Diese  seciiszehn  Fälle  können  allein  auftreten  und  cntsproclien 
der  Lage  des  Punktes/*  in  je  einem  der  16  Räume,  welche  wir 
erhallen,  indem  wir  noch  durch  x y z <lrei  Parallele  zu  den  Drei- 
ecksseiten ziehen,  wodurch  jeder  der  drei  Räume  A in  vier  Räume 
zerfällt,  also  im  Ganzen  3 . 4A  -f  4e,  d.  h.  16  Räume.  Der  Kegel- 
schnitt welcher  dem  Dreieck  xyz  einheschriehen  ist,  kann 
nur  so  gelegen  sein,  dass  er  ganz  enthalten  ist  in  folgenden 
Räumen : 

1)  2)  3)  4)  5)  ■ 6)  7) 

e Aj  Aj  A3  e,  und  A,  und  A.^  ('3  und  A3. 

Von  den  drei  Strahlen  Px^  Py,  Pz  können  und  müssen  ihn  daher 
solche  in  reellen  Punkten  treffen,  welche  in  diese  Räume  hinein- 
fallen; aus  dem  obigen  Tableau  erkennen  wir  aber  leicht,  dass, 
welcher  dieser  7 Fälle  auch  angenommen  wird,  die  drei  Strah- 
len Px,  Py,  Pz  den  Kegelschnitt  (5  entweder  alle  drei  in  reellen 
l*unktenpaaren  treffen,  oder  nur  einer  von  ihnen;  von  den  sechs 
Tangenten  aa^  bb’  cc’  sind  also  auch  entweder  alle  oder  nur 
zwei  reell  und  von  dem  vollständigen  Vierseit  der  vier  gemein- 
schaftliclien  Tangenten  exisliren  daher  entweder  nur  ein  Paar 
(iegenecken  oder  drei  Paar,  d.  h.  die  beiden  Kegelschnitte 
haben  entweder  4 reelle  gemeinschaftliche  Tangenten  oder  keine; 
in  dem  letzten  Falle  existiren  aber  zwei  angebbare  Punkte,  welche 
als  ein  Paar  Gegenecken  des  imaginären  vollständigen  Vierseits 
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anzusehen  sind.  Wir  erkennen  hieraus,  dass  hei  A)  in  der  Thal 
nur  die  vier  oben  mit  1,  II,  III,  IV  hezeichneten  Fälle  auftreten 
können  und  auch  wirklich  auftreten  müssen,  wie  die  angegebene 
Konstruktion  es  erheischt.  (Wir  sehen  dabei  von  speciellen  Fällen 
ab,  indem  einige  der  konstruirten  Punkte  oder  Linien  Zusammen- 
fällen können,  welche  dann  als  doppelt  aufzubissen  sind.) 

B)  Ist  von  dem  gemeinschaftlichen  Tripel  der  gegebenen 
Kegelschnitte  K und  nur  ein  Tripelpunkt  x und  ein  Tripel- 
strahl X,  seine  Polare  oder  die  Verbindungslinie  der  beiden 
andern  imaginären  Tripelpunkte  reell,  so  schneidet  A’  den  Kegel- 
schnitt ^ nicht  (denn  schnitte  es  ihn,  so  wären  die  Schnittpunkte 
y z rell,  was  nicht  der  Fall  ist);  alle  Punkte  der  Geraden  X 
liegen  also  ausserhalb  des  Kegelschnitts  Ä,  mithin  auch  der  Punkt 
I,  in  welchem  @ von  X getrolTen  wird;  es  giebt  also  aus  ^ ein 
reelles  Tangentenpaar  an  ^ und  die  Berührungspunkte  mit  x 
verbunden  geben  ein  Seitenpaar  des  vollständigen  Vierecks  der 
vier  gemeinschaftlichen  Punkte  von  K und  k\.  Von  den  beiden 
Geraden  xcc  und  a:«'  muss  nun  die  eine  in  zwei  reellen  gemein- 
schaftlichen Punkten  die  Kegelschnitte  K und  A'j  treffen , die  an- 
dere in  zwei  imaginären.  Denn  wir  können  die  beiden  Punkt- 
systeme auf  den  Geraden  xct  und  a'a’  bestimmen,  deren  jedes 
beiden  Kegelschnitten  gemeinschaftlich  zugehört,  und  werden  fin- 
den, dass  das  eine  hyperbolisch,  das  andere  elliptisch  sein  muss; 
mögen  nämlich  (Fig.  77)  die  Geraden  xu  und  xa^  der  Geraden 


meinscbaftlich  zugehören.  Die  Geraden  @ und  X treflen  sich  nun 
in  ^ und  ist  die  Polare  von  | in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt 
ß;  trifft  diese  also  die  A’  in  so  sind  und  zwei  Punk- 

tenpaare desjenigen  Punktsystems,  welches  der  Geraden  X in 
Bezug  auf  den  Kegelschnitt  ^ zugehört;  dieses  ist  notbw endig 
elliptisch,  weil  die  Schnittpunkte  x y von  A’  und  imaginär  sind, 
folglich  müssen  v durch  getrennt  werden,  d.  li.  wenn  % 


X in  X und  x‘  begegnen 
und  der  Geraden  @ in  b 
und  b‘,  so  bestimmen  die 
Punktenpaare  ax  und  ab 


X 


® auf  der  ersten,  ax'  und 

a'b'  auf  der  zweiten  die 

^ Punktsysteme,  welche  den 
Kegelschnitten  K ge- 
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zwischen  rr'  Hegt,  so  Hegt  ausserhalb  dieser  Strecke  und  um- 
gekehrt. Nun  liegen  a in  einer  (Geraden  und  b b'  | in  einer 
zweiten  Geraden  und  diese  Punkte  sind  je  drei  Schnittpunkte 
mit  den  Seiten  des  Dreiecks  a:rr‘;  von  den  Schnittpunkten  § 
wissen  wir,  dass  sie  getrennt  werden  durch  die  Dreiecksecken 
rr';  von  den  Schnittpunkten  irgend  einer  Geraden  in  der  Ebene 
wissen  wir,  dass  nothw endig  entweder  keiner  oder  zwei  zwischen 
den  Ecken  eines  Dreiecks  liegen  müssen;  cs  sind  daher  für  die 
Lage  der  Punkte  bb’|*  nur  folgende  Fälle  möglich: 


a 

1 

i 

1 

V 

zwischen 

(zwischen 

ausser- 

zwischen 

XX 

xx' 

halb  XX* 

XX* 

ausser- 

ausser- 

ausser- 

zwischen 

halb  XX 

halb  XX* 

halb  XX* 

XX* 

zwischen 

ausser- 

zwischen 

ausser- 

XX 

halb  XX* 

XX* 

halb  XX* 

ausser- 

zwischen 

zwischen 

ausser- 

halb  XX 

XX* 

xr* 

halb  XX* 

b I b> 


zwischen  oderl  ( 
ausserh.  xr  j\ 


jzwischenoder  C 
\ ausserh.  xv  \ 

^Jzwischenoder  J 
|\  ausserh.  xj:  \ 

I Jzwischenoder  J 
\ ausserh.  xj:  \ 


ausserhalb  od. 
zwischen  xv' 

ausserhalb  od. 
zwischen  xr‘ 

zwischen  oder 
ausserhalb  xr' 

zwischen  oder 
ausserhalb  xx* 


Durch  die  willkührliche  Annahme  der  beiden  ersten  Kolum- 
nen sind  die  vier  folgenden  bestimmt;  bei  den  Kolumnen  b und 
b‘  gelten  von  den  doppelten  Bezeichnungen  immer  die  in  dersel- 
ben llorizontalreihe  stehenden  nothw  endig  zusammen;  das  Punkt- 
system auf  xa  ist  nun  bestimmt  durch  die  Punktenpaare  xx  und 
ab,  auf  xa^  durch  die  Punktenpaare  a:r’  und  a‘b*;  die  aus 
der  Tabelle  ersichtliche  Lage  dieser  Punktenpaarc  zeigt  aber,  dass 
nothw  endig  das  eine  Punktsystem  elliptisch,  das  andere  hyper- 
bolisch sein  muss,  folglich  müssen  die  Kegelschnitte  Af  und  in 
dem  Falle  B)  zwei  reelle  und  zwei  imaginäre  Schnittpunkte,  aber 
ein  reelles  Paar  gemeinschaftlicher  Sekanten  haben,  welches  durch 
X geht. 

Wir  können  nun  in  ähnlicher  Weise  zeigen,  dass  in 
diesem  Falle  B)  anderseits  auf  der  Geraden  X zwei  solche 
reelle  Punkte  existiren,  dass  für  jeden  derselben  die  in  Bezug 
auf  die  Kegelschnitte  A’  und  Afj  ihm  zugehörigen  Slrahlsysteme 
identisch  werden,  und  dass  von  den  dadurch  erhaltenen  zwei 
Slrahlsystemen  nothwendig  das  eine  hyperbolisch  und  das  andere 
elliptisch  ist;  die  Asymptoten  des  erstcren  sind  die  beiden  reellen 
gemeinschaftlichen  Tangenten  von  A'und  während  die  anderen 
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imaginär  sind,  aber  als  reellen  Scliniltpunkl  aul  X den 
MiUel])unkl  des  andern  elliptischen  Siralilsystems  haben.  Allein 
es  bedarf  hier  keines  so  iimsländlicbcn  Nachweises  mehr,  weil 
durch  Polarisation  des  bereits  gefundenen  Resultates  das  andere 
unmittelbar  zu  Tage  tritt;  denn  das  l^olarerzeugniss  zweier  Kegel- 
schnitte, für  welche  von  dem  gemeinschaftlichen  Tripel  allein  x 
und  X reell  sind,  wird  aus  zwei  neuen  Kegelschnitten  bestehen, 
für  welche  von  dem  gemeinschaftlichen  Tripel  allein  X und  x 
reell  sind;  da  jene  zwei  reelle  und  zwei  imaginäre  gemeinschaft- 
liche Punkte  haben  müssen,  so  müssen  diese  zwei  reelle  und  zwei 
imaginäre  geineinschaftliche  Tangenten  haben;  das  Polar-Gebilde 
ist  aber  derselben  Gattung  R),  wie  das  polarisirtc,  folglich  tritt 
in  der  That  für  den  Fall  R)  nur  die  einzige  oben  mit  V.  bezeich- 
nete  Möglichkeit  ein,  dass  die  Kegelschnitte  K und  allein 
zwei  reelle  Schnittpunkte  und  zugleich  zwei  reelle  gemeinschaftliche 
Tangenten  haben. 

Wir  sind  durch  diese  Untersuchung  in  den  Stand  gesetzt, 
wenn  zwei  beliebige  Kegelschnitte  K und  /f,  gegeben  sind,  so- 
wohl das  Rüschel,  als  auch  die  Schaar  Kegelschnitte  herzuslellen, 
welche  durch  jene  beiden  bestimmt  werden.  Hierzu  bedarf  es  mil- 
der oben  angegebenen  Konstruktion  eines  immer  reellen  gemein- 
scliaftlicben  I^aares  Pol  und  Polare  x und  X und  dann  des  reellen 
Linienpaares  durch  x und  des  reellen  Punktenpaares  auf  A', 
deren  ersteres  ein  Paar  gemeinschaftlicher  Sekanten  der  beiden 
Kegelschnitte  und  letzteres  ein  Paar  Schnittpunkte  gemeinschaft- 
licher Tangenten  ist,  oder:  ersteres  enthält  zwei  Punktsystem»*, 
letzteres  zwei  Strahlsysteme,  welche  für  beide  Kegelsclinitte  zu- 
gleich die  zugehörigen  sind.  Diese  beiden  Punktsysteme  und 
Strahlsysteme,  mögen  sie  nun  elliptisch  oder  hyperbolisch  sein, 
geben,  wie  wir  in  §§41  und  48  gesehen  haben,  eine  unmittel- 
bare reelle  Konstruktion  an  die  Hand  für  alle  Kegelsclinitte  einer- 
seits des  Rüschels  und  anderseits  der  Schaar,  welche  durch  die 
beiden  g«*gebeiien  k'  und  Xi  bestimmt  werden.  Auch  zur  Entste- 
hung gemischter  Kegelschniltschaarcn  (§  52)  geben  A’  und  A^, 
gleichfalls  Anlass.  Scblie.sslich  bemerken  wir  noch,  dass  durch 
die  vorstehende  Untersuchung  zu  den  aus  den  Elementen  bekann- 
ten Figuren  des  vollständigen  Vierecks  und  Vierseits  neue  liinzu- 
Ireten,  indem  Ecken  und  Seiten,  Diagonalpunkte  und  Diagonalen 
derselben  paarweise  imaginär,  d.  h.  durch  elliptische  Punkt-  und 
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Strahlsysteme  verlreten  werden , 
lieh  verschiedene  Arten  dieser 
Obigen  hervorgeht: 

Das  vollständige  Viereck 'hat: 

I.  vier  reelle  Ecken,  sechs 
reelle  Seiten  oder  drei  Paar  Ge-  j 
genseiten,  welche  sich  in  drei 
reellen  Diagonalpiinkten  paar- 
w'eise  trefl’en. 


und  zwar  giebt  es  drei  westuil- 
heiden  Figuren , wie  aus  dem 

Das  vollständige  Vierseit  hat: 

I.  vier  reelle  Seiten , sechs 
reelle  Ecken  oder  drei  Paar  Ge- 
genecken, welche  paarweise  ver- 
bunden drei  reelle  Diagonalen 
liefern. 


If.  keine  reelle  Ecke,  zwei 
reelle  Seiten , d.  h.  ein  reelles  j 
Paar  Gegenseiten,  die  sich  in : 
einem  reellen  Diagonalpunkte 
trelTen ; die  beiden  andern  Paare  | 
(^'genseiten  sind  imaginär,  aber 
ihre  Durchschnittspunkte  sind 
reell  und  bilden  die  beiden  iihri- 
gen  reellen  Diagonalpunkte. 


II.  keine  reelle  Seite,  zwei 
reelle  Ecken,  d.  h.  ein  reelles 
Paar  Gegenecken,  deren  Verbin- 
dungslinie eine  reelle  Diagonale 
ist;  die  beiden  andern  Paare 
Gegenecken  sind  imaginär,  aber 
ihre  Verbindungslinien  sind  reell 
und  bilden  die  beiden  fibrigen 
reellen  Diagonalen. 


III.  zwei  reelle  Ecken  und  zw  ei 
imaginäre  Ecken,  ein  reelles  Paar 
Gegenseiten,  von  denen  eine  die 
beiden  reellen,  die  andere  die 
beiden  imaginären  Ecken  enthält; 
einen  reellen  Diagonalpunkt,  den 
Schnittpunkt  jenes  reellen  Paares 
Gegenseiten;  die  beiden  andern 
Paare  Gegenseiten  sind  imaginär 
und  auch  die  beiden  andern 
Diagonalpunkte,  aber  die  Ver- 
bindungslinie der  letzteren  ist 
reell. 


III.  zw  ei  reelle  Seiten  und  zwei 
imaginäre  Seiten,  ein  reelles  Paar 
Gegenecken , von  denen  die  eine 
der  Schnittpunkt  der  beiden  reel- 
len, die  andere  der  Schnittpunkt 
der  beiden  imaginären  Seiten  ist; 
eine  reelle  Diagonale,  die  Ver- 
bindungslinie dieses  reellen  Paares 
Gegenecken;  die  beiden  andern 
Paare  Gegenecken  sind  imaginär 
und  auch  die  beiden  andern  Dia- 
gonalen, aber  der  Schnittpunkt 
der  letzteren  ist  reell. 


Da  das  vollständige  Viereck  (links)  in  allen  drei  Fällen  ein 
reelles  Paar  Gegenseiten  hat,  so  können  wir  diese  als  die  Träger 
zweier  Punktsysteme  ansehen,  deren  Dop])elpunktc  die  Ecken  des 

vollständigen  Vierecks  sind,  und  hiernach  tritt  denn  ein:  der  Fall  I, 

• 

wenn  beide  Punktsysteme  hyperbolisch,  der  Fall  II,  wenn  beide 
elliptisch,  und  der  Fall  111,  wenn  eines  elliptisch,  das  andere 
hyperbolisch  ist;  ebenso  kann  das  vollständige  Vierseit  (rechts) 
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als  gebildet  von  den  Doppelstralilen  zweier  Strahlsysteme  augeseii«ii 
werden  und  es  Ircten  die  drei  oben  aufgefüIirleD  Fälle  eia,  je 
nacbdeni  beide  Strahls} steine  Iiyperboiisdi,  beide  elliptisch  oder 
eines  byperboliscb  und  das  andere  elliptisch  isL 

§.  54.  Harmonisch -zugeordnete  Kegelschnitte. 

Wenn  man  einen  Kegelschnitt  (£  und  ein  Tripel  konjugirler 
Punkte  in  llezug  auf  denselben  x tj  z hat,  so  müssen  von  den 
V'erbindungsliriien  (t/z)  = X [zx)=  F {xy)=^Z  zwei  den  Kegel- 
schnilt  (£  in  reellen  Punktenpaaren  trelTen,  während  die  drille 
ihn  nicht  trifft  (§  30);  möge  X in  « und  a,  F in  b und  ß den 
(S  schneiden  (Fig.  78),  dann  weiss  man,  dass  der  Schnitlpiinkt 


ein  zweites  Tripel  konjugirler  Punkte  in  Bezug  auf  den  Kegel- 
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schnitt  (S  sind,  weil  sic  die  Üiagonalpunkte  des  dem  Kegelschnitt 
einheschriebcnen  vollständigen  Vierecks  sind ; wir  erkennen 

ferner,  dass  die  vier  Punkte  aabß  vier  harmonisch  gelegene 
Punkte  auf  dem  Kegelschnitt  (5  sind  und  dass  auf  den  drei  Ge- 
raden X Y Z sowohl  a cetj  z,  als  auch  b ß z x und  endlich  cy  xy 
je  vier  harmonisch  gelegene  Punkte  sind.  Die  hierdurch  herge- 
stellte Figur  bietet  interessante  Eigenschaften  dar.  Ebenso,  wie 
der  Kegelschnilt  (5  durch  die  vier  Punkte  aabß  geht  und  in  diesen 
xa,  xa,  yb,  yß  zu  Tangenten  hat,  lassen  sich  zwei  andere  Kegel- 
schnitte 51  und  33  hcrstellen,  von  denen  der  erstere  durch  bßcy 
geht  und  in  diesen  Punkten  die  Tangenten  yb,  yß,  zc,  zy  hat, 
der  andere  aber  durch  cyaa  geht  und  die  Tangenten  zc,  zy, 
xa,  xa  hat.  Denn  der  Kegelschnitt  3t,  welcher  in  b und  ß die 
Tangenten  yb  und  yß  hat  und  ausserdem  durch  c geht,  wodurch 
er  vollständig  bestimmt  ist,  muss,  weil  er  y und  Y zu  Pol  und 
Polare  hat  und  y der  vierte  harmonische  Punkt  zu  yxc  ist,  auch 
durch  y gehen;  er  muss  ferner,  weil  xzbß  vier  harmonische 
Punkte  sind,  auch  x und  X zu  Pol  und  Polare  haben,  folglich 
auch  z und  Z,  also  xyz  zu  einem  Tripel  konjugirter  Punkte;  da 
die  Gerade  Z den  Kegelschnitt  31  in  c und  y trilll,  so  müssen 
die  Tangenten  in  diesen  Punkten  durch  den  Pol  z gehen;  der 
Kegelschnitt  31  besitzt  also  die  behauptete  Eigenschaft  und  in 
gleicher  Weise  33.  Solche  drei  Kegelschnitte: 
f3l  durch  die  Punkte  bßcy  mit  den  Tangenten  yb,  yß,  zc,  zy 
^33  „ „ „ cyaa  „ „ „ zc,  zy,  xa,  xa 

[6  » „ „ aabß  ,,  „ „ xa,xa,yb,  yß 

heissen  harmonisch-zugeordneteKegelschnitte  und  treten 
mehrfach  bei  geometrischen  Untersuchungen  auf ; jeder  von  ihnen 
berührt  die  beiden  andern  doppelt  und  die  Berührungspunkte 
sind  die  drei  Paar  Gegenecken  des  vollständigen  Vierseits  aa,  bß, 
cy\  das  Diagonaldreieck  desselben  xyz  ist  gemeinschaftlich  für 
alle  drei  Kegelschnitte  ein  Tripel  konjugirter  Punkte;  die  vier 
Punkte  auf  jedem  der  drei  Kegelschnitte,  welche  allemal  zwei 
Paar  Gegenecken  des  vollständigen  Vierseits  sind,  bilden  immer 
ein  Quadrupel  von  vier  harmonisch  gelegenen  Punkten  auf  jedem 
der  drei  Kegelschnitte  (§27),  d.  h.  irgend  ein  Punkt  des  Kegel- 
schnitts mit  diesen  vier  Punkten  verbunden  liefert  allemal  vier 
harmonische  Strahlen.  Die  drei  Kegelschnitte  31  33  ^ erscheinen 
also  als  drei  harmonische  Kegelschnitte,  welche  bei  gehöriger 
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Zuordnung  den  drei  Vierecken  hßcy,  eyaa,  aabß  unisclirieben 
sind  (§  27);  aus  diesem  Grunde  lieissen  sie  liarinoniscli -zuge- 
ordnele  Kegelschnitte.  Gleichzeitig  erscheinen  dieselben  drei 
Kegelschnitte  ^ 33  (S  aber  auch  als  «Irei  harmonische  Kegelschnitte, 
welche  hei  gehöriger  Zuordnung  den  drei  Vierseiten  eingeschrie- 
hen  siml,  die  in  einem  vollständigen  Viereck  liegen;  bezeichnen 
wir  nämlich  die  sechs  Strahlen: 

xa  xct  yb  yß  zc  zy  mit 

A A ß B C T,  so  ist 


ersichtlich,  dass  diese  sechs  Strahlen  ein  vollständiges  Viereck 
bilden,  d.  h.  zu  je  dreien  sich  in  vier  Punkten  trellen,  wobei  A 
und  A,  B und  B,  C und  T tlie  drei  l’aare  Gegenseiten  sind, 
denn  ebenso  wie 


abc  in  einer  Geraden  liegen,  trellen  sich  AßT  in  einem  I*nnkt, 

>f  f* 

tt  py 

Pt  tp 

weil 


pp 

PP 

PP 

py 

,,  ABC  ,, 

ctby  „ 

PP 

PP 

pp 

pp 

kßC  „ 

eeße  „ 

pp 

PP 

>> 

pp 

„ ABr  „ 

a ct  b ß c.  y\  Pole  und  Polaren  in  Bezug  auf  den 
A k ß BT  C I Kegelschnitl  6 sind ; 

in  gleicher  Weise  sind : 


a u b ß c y 

kA  BB  CT 


und  endlich 


n ct  b ß c y 

AkB  ß CT 


Pole  und 
Polaren 


in  Bezug 


auf  31 


Pole  und 
l*olaren 


in  Bezug  auf  33. 


Der  Kegelschnitt  31  ist  also  ein  dem  Vierseit  BBCT  einlie- 
schriebener  harmonischer  Kegelschnitt,  für  welchen  die  Seiten- 
paare 7?  und  B,  C und  r als  zugeordnete  aufgefasst  sind,  ebenso 
ist  33  ein  «lern  Vierseit  CT  Ak  einbeschriebener  harmonischer 
Kegelschnitt  und  (5  ein  dem  Vierseit  AkßB  einbeschriebener. 
Ks  giebt  aber  nach  § 27  nur  einen  einzigen  harmonischen  Kegel- 
schnitt, welcher  bei  gegebener  Zuordnung  einem  gegebenen  Vier- 
eck einbeschrieben  oder  Vierseit  umschrieben  ist,  und  zugleich 
ersehen  wir  aus  der  letzten  Zusammenstellung,  dass  das  vollstän- 
dige Viereck  und  das  vollständige  Vierseit  Polarfiguren  rücksicht- 
lich jedes  der  drei  Kegelschnitte  3(  33  ^ sind,  indem  nur  die 
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drei  einfachen  Vierecke,  aus  denen  das  vollständige  Vierseil  be- 
stellt, den  drei  einfachen  Vierseiten,  aus  welchen  das  vollstän- 
dige Viereck  besteht,  in  verschiedener  Weise  entsprechen  hei 
^ und  (S;  da  also  auch  die  einfachen  Vierseile  die  l*olarliguren 
der  einfachen  Vierecke  sind,  so  müssen  die  jenen  einheschriebe- 
nen  harmonischen  Kegelschnitte  die  Polarfiguren  der  diesen  um- 
schriebenen Kegelschnitte  sein;,  es  folgt  hieraus,  dass  die  drei 
harmonisch  - zugeordneten  Kegelschnitte  ^ (S  die 
merkwürdige  Eigenschaft  besitzen,  dass  jeder  seine 
eigene  F*olarfigur  ist,  wenn  er  in  Pezug  auf  irgend 
einen  der  andern  polarisirt  wird.  Um  z.  B.  die  Polartigur 
des  Kegelschnitts  51  in  Bezug  auf  23  zu  erhalten , müssen  wir  von 
den  vier  Punkten  b ß c y und  den  in  ihnen  statlßndenden  Tangen- 
ten B B C T die  Polaren  und  Pole  rücksichllich  23  nehmen ; 
erstere  sind  beziehlich  BBCT  und  letztere  ß b c y;  der  Polar- 
kegelschnitt  geht  also  durch  dieselben  vier  Punkte  und  hat  diesel- 
ben vier  Tangenten  in  ihnen,  wie  der  zu  polarisirende;  er  coinci- 
dirt  daher  mit  ihm.  Dasselbe  geht  hervor,  wenn  wir  den  dritten 
Kegelschnill  (S  als  Basis  nehmen.  Dieser  eigenthümliche  Zusam- 
menhang der  drei  Kegelschnitte  5123  6,  wonach  jeder  sich  selbst 
wieder  erzeugt,  lässt  sich  noch  deutlicher  überblicken , wenn  wir 
von  den  Punkten  eines  dieser  Kegelschnitte  die  Polaren  in  Bezug  auf 
einen  zweiten  aufsuchen,  welche  selbst  Tangenten  des  erstensein 
müssen,  und  dabei  zugleich  die  Berührungspunkte  der  letzteren 
ermitteln.  Nehmen  wir  irgend  einen  Punkt  a auf  dem  Kegel- 
schnitt 51  an , so  muss  seine  l^olare  in  Bezug  auf  23  eine  Tan- 
gente von  5(  sein,  möge  sie  den  Berührungspunkt  a'  haben; 
dann  wird  die  Polare  von  ci  in  Bezug  auf  23  ebenfalls  eine  Tangente 
von  51  sein  und  oßenbar  den  zuerst  angenommenen  Punkt  a zum 
Berührungspuukt  haben;  nennen  wir  für  den  Augenblick  diese 
beiden  Tangenten  in  a und  a'  am  Kegelschnitt  51:  ta  und  ta'  un<l 
ihren  Schnittpunkt  so  ist  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  23:  a 
und  ta>  Pol  und  Polare,  ebenfalls  auch  a'  und  ta,  folglich  auch 
i und  aa';  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  51  sind  aber  ebenfalls  ä 
und  aa"  Pol  und  Polare,  weil  seine  Tangenten  in  a uml  a'  durch 
^ geben.  Der  Punkt  3 und  die  Gerade  aa'  sind  daher  gemein- 
schaftlich für  beide  Kegelschnitte  51  und  23  Pol  und  Polare,  sie 
müssten  also  dem  gemeinschaftlichen  Tripel  angehören;  dies  ist 
aber  xyz,  also  haben  die  Kegelschnitte  51  und  23  zwei  und  so- 
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gar  uiiciiillidi- viele  giMneiiiscliaftlicIie  Tripel  und  dies  ist  (§  53) 
nicht  anders  inöglici),  als  wenn  sie  eine  doppelte  Berührung 
haben;  sie  haben  nun  in  der  That  eine  doppelte  Berührung  in  den 
Punkten  c und  y\  z und  Z sind  gemeinschartlich  Pol  und  Polare 
für  beide  Kegelschnitte  und  haben  in  Bezug  auf  beide  dasselbe 
Strahl-  und  PunkUiystem ; alle  Tripel  konjugirter  Punkte,  welche 
beiden  Kegelschnitten  geineinschaTliich  sind,  müssen  daher  eine 
Kcke  in  z und  eine  Seite  in  Z haben  und  es  folgt  daraus,  dass 
der  Punkt  ^ in  Z liegen  und  die  Verbindungslinie  aa'  durch  r 
laufen  muss.  Um  also  die  Polare  eines  beliebigen  Punktes  a des 
Kegelschnitts  in  Bezug  auf  33  zu  erhalten,  ziehen  wir  ac,  wel- 
ches in  a'  dem  31  zum  andern  Mal  begegnet;  dann  ist  die  Tan- 
gente in  a'  an  die  Polare  von  a in  Bezug  auf©;  um  gleicher- 
weise die  Polare  von  a in  Bezug  auf  (5  zu  erhalten,  ziehen  wir 
ay,  welches  in  a"'  dem  31  zum  andern  Male  begegnet;  die  Tan- 
gente in  an  31  ist  dann  die  Polare  von  a in  Bezug  auf  (5; 
hieraus  folgt  zugleich,  dass  die  Verbindungslinie  a a"  durch 
gehen  muss  (§  31).  Jeder  durch  x gehende  Strahl  trifft  also 
den  Kegelschnitt  31  in  zwei  solchen  Punkten,  dass  die  Tangenten 
derselben  die  Polaren  in  Bezug  auf  © und  (E  von  ein  und  dem- 
selben dritten  Punkte  des  31  sind,  und  das  Analoge  gilt  von  y 
und  z. 

Ferner  lassen  sich  die  Mittelpunkte  der  drei  Kegelschnitte 
31  © (S  leicht  ermitteln;  da  aa  die  Berührungssehne  und  x ihr 
Pol  für  die  Kegelschnitte  © und  (E  ist,  so  muss,  wenn  wir  mit 
[I  die  Mitte  der  Berührungssehne  aa  bezeichnen,  x(i  durch  die 
Mittelpunkte  der  Kegelschnitte  © und  S gehen;  ist  ju.'  die  Mitte 
der  Sehne  bß,  so  muss  durch  die  Mittelpunkte  der  Kegel- 
schnitte 6 und  31  gehen,  folglich  ist  der  Schnittpunkt  {x(i,  yy>') 
der  Mittelpunkt  des  Kegelschnitts  6;  ist  endlich  fi"  die  Mitte  der 
Sehne  cy,  so  geht  z^"  durch  die  Mittelpunkte  der  Kegelschnitte 
31  und  © und  daher  ist: 

{x(.i,  y(i')z=^"  der  Mittelpunkt  des  Kegelschnitts  (E, 

zfi")  = „ „ „ „ 31, 

(Zjlt",  X(A)=’>ßl'  „ „ „ „ ©. 

Die  drei  Punkte  /it  ft'  ft"  liegen  als  die  Mitten  der  drei  Dia- 

gonalen eines  vollständigen  Vierseits  auf  einer  Geraden  (§  43). 
Da  wir  von  den  drei  harmonisch  zugeordneten  Kegelschnitten  ein 
ihnen  gemeinsames  Tripel  xyz  und  die  Mittelpunkte  ÜJi  51?^' 
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kennen,  so  lasst  sich  nach  der  in  § 45  geinachlen  Bemerkung 
jetzt  auch  die  Gattung  der  Kegelschnitte  bestimmen.  Wir  sehen 
nämlich,  dass  die  drei  Mitten  (i  (i'  der  Diagonalen  act,  bß^ 
cy  des  vollständigen  Vierseits  nothwendig  ausserhalb  der  Seiten 
des  Diagonaldreiecks  xyz  liegen  müssen,  denn  es  sind  yz  zu  aa 
harmonisch  gelegen  und  die  Mitte  des  einen  Paares  zngeordneter 
Punkte  au  liegt  offenbar  ausserhalb  des  andern  Paares  zugeord- 
neler  (wegen  des  hyperbolischen  Punktsystems);  wenn  aber  eine 
Transversale  die  Seiten  eines  Dreiecks  xyz  so  trifft,  dass  die 
drei  Schnittpunkte  ^ (i'  (i"  ausserhalb  der  drei  Seiten  yz,  zx,  xy 
zu  liegen  kommen,  so  wird  in  dem  vollständigen  Vierseit,  dessen 
drei  Paar  Gegenecken  xfi,  yy.',  zy,"  und  dessen  Diagonalpunkte 
sind,  nothwendig  einer  zwischen  xy,  ein  anderer 
zwischen  yy'  liegen,  der  dritte  aber  ausserhalb  xy  und  yy'. 
Von  den  7 Räumen,  in  welche  die  Ebene  durch  die  Seiten  des 
Dreiecks  xyz  zertheilt  wird,  müssen  also  zwei  hyperbolische 
Räume  (A)  zwei  von  den  Mittelpunkten  enthalten,  während  der 
dritte  entweder  in  den  dritten  hyperbolischen  oder  den  gegen- 
überliegenden elliptischen  Raum  hineinfallcn  wird,  also:  Von  ^ 
drei  har monisch-zugeordnetenKegelschn Uten  müssen 
entweder  alle  drei  Hyperbeln  oder  einer  Ellipse  und 
die  beiden  andern  Hyperbeln  sein.  Als  besonderen  Fall 
der  letzten  Art  giebt  es  ein  sehr  einfaches  Beispiel  von  drei  har- 
monisch-zugeordneten  Kegelschnitten:  Ist  nämlich  insbesondere 
z der  Mittelpunkt  des  als  Ellipse  angenommenen  Kegelschnitts  (S 
und  sind  die  Tripelstrahlen  X und  Y die  Axen  der  Ellipse,  so 
werden  die  beiden  andern  zugeordnet-harmonischen  Kegelschnitte 
zwei  Hyperbeln,  deren  eine  die  Ellipse  in  den  Scheiteln  der 
grossen  Axe,  die  andere  in  den  Scheiteln  der  kleinen  Axe  dop- 
pelt berührt,  indem  die  beiden  Hyperbeln  dieselben  .Asymptoten 
haben , also  konjugirte  Hyperbeln  sind , und  die  Asymptoten  dieser 
Hyperbeln  in  die  Richtungen  der  beiden  gleichen  konjugirten 
Durchmesser  der  Ellipse  fallen.  Dies  ist  der  einfachste  P’all  dreier 
harmonisch-zugeordneter  Kegelschnitte,  welche,  in  Bezug  auf  einan- 
der polarisirt,  sich  selbst  wiedererzeugen.  Wählt  man  für  ß 
einen  Kreis,  so  bestehen  33  und  31  aus  gleichseitigen  Hyper- 
beln, welche  in  den  Endpunkten  zweier  zu  einander  rechtwink- 
ligen Durchmesser  den  Kreis  berühren  und  dieselben  Asynjptoten 
haben. 
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Im  eigenllifimlidier  Art  tritt  zu  den  linrnioiiiscli-zugeordneten 
Kegelsflinitlen  5123  6 noch  ein  vierter  imaginärer  Kegel- 
.^clinitt  von  dem  man  sagen  kann,  dass  er  dieselben  Ilezie- 
linngen  darhietel,  wie  die  drei  reellen  (vgl.  § 50).  Wir  haben 
nämlich  oben  drei  Zuordnungen  der  Punkte  acc,  hß,  cy  zu  den 
Geraden  AL,  J5B,  CT  erkannt,  wonach  diese  Polaren  jener  sind; 
durch  jede  dieser  Zuordnungen  wurde  ein  Kegelschnitt  bc.stimiTit, 
imlem  eigentlich  mehr  Hedingungen  dadurch  gesetzt  waren,  <lie 
sich  aber  nicht  widersprachen;  jetzt  können  wir  noch  eine  vierte 
Zuordnung  festselzen,  nämlich: 


in  llezug  auf  einen  unbekannten  zu  suchenden  Kegelschnitt 
für  diesen  Kegelschnitt  müs.sen  sowohl  xact  als  auch  yhß  und 
ebenso  zcy,  endlich  auch  xyz  je  ein  Tripel  konjngirter  Punkte 
sein.  Auf  den  drei  Tripelslrahlen  X Y 7.  kennen  wir  also  die 
drei  Punktsysteme,  welche  dem  Kegelschnitt  jD  zugehören  müssen; 
da  diese  alle  drei  elliptisch  sind  (wegen  der  harmonischen  Eigen- 
schaft <les  vollständigen  Vierseits),  so  ist  es  ersiclitlich , dass  der 
ganze  Kegelschnitt  imaginär  sein  muss;  wir  erkennen  dies  aber 
auch,  indem  wir  seinen  Mittelpunkt  aufsuchen;  das  elliptische 
Punktsystem,  von  dem  yz  und  aa.  zwei  Paare  konjngirter  Punkte 
sind,  hat  nämlich  zum  Mittelpunkt  denjenigen  Punkt  nt,  in  wel- 
chem yz  von  getrolTen  wird,  denn  dasselbe  Punktsystem  ge- 

hört auch  dem  Kegelschnitt  51  zu,  und  da  x und  X Pol  und 
Polare  sind,  so  muss  durch  m gehen;  die  drei  auf  diese 
Weise  erhaltenen  Linien  yÜJJ",  jSOI  " schneiden  sich  in 

einem  Punkte  (nach  bekannten  harmonischen  Eigenschaften), 
dem  Mittelpunkte  des  Kegelschnitts  Ü);  durch  diesen  Mittelpunkt 
und  das  Tripel  xyz  ist  der  Kegelschnitt  schon  vollständig  be- 
stimmt; es  zeigt  sich  nun,  dass  er  imaginär  sein  muss,  weil 
in  das  Innere  des  Dreiecks  xyz  hineinfälit  (§  45),  denn 
die  drei  Punkte  ^ [i'  fi"  liegen,  wie  wir  oben  gesehen  haben, 
in  einer  geraden  Linie,  welche  die  Seiten  des  Dreiecks  xyz  in 
ihren  Verlängerungen  trilU.  Da  nun  (Fig.  79)  die  Punkte  x^, 
yy,\  zfi"  die  drei  Paar  Gegenecken  eines  vollständigen  Vierseits 
sind,  dessen  Diagonalen  .sich  in  schneiden,  so  wer- 
den arÜ)?  und  harmonisch  getrennt  durch  xy  und  xz, 

und  da  die  ünie.  yz  im  Punkte  p au.sserhalh  yz  trilTl,  so 


a a b ß c y Pole  und 
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muss  dieselhe  zwischen  yz  Ireiren,  ehenso  muss  y^V  die 
Seile  z x zwischen  ihren  KndjMinkten  IrelTen  und  gleicherweise 
die  drille  der  j 

Schnillpunkl  3)Z'"  liegt 
datier  nolhwendig  in- 
nerhalb des  Dreiecks 
xyz  und  der  Kegel- 
schnilt  !D,  für  welchen 
xyz  ein  Tripel  und 
der  Miltelpunkl  isl, 
wird  also  imaginu^.  Aus 
dem  Umslande,  dass 
die  drei  Slrahlen  arüH, 
y SOI",  2 301'' sich  in  einem 
Dunkle  schneiden 
oder  xyz  das  Diago- 
naidreieck  des  vollsUindigen  Vierecks  3K  ü)t ^ " SOK"  isl,  gehl 

hervor,  dass  für  den  durch  den  Millelpunkl  30r"  und  das  Tripel 
xyz  beslimmten  imaginären  Kegelschnill  ^ in  der  That 


a a b ß c y 
k A'B  BVC 


Pole  und 
Polaren 


in  Bezug  auf  ® 


.sind.  Fügen  wir  diesen  vierlen  imaginären  Kegelschnill  den  oben 
unlersuchlen  dreien  hinzu,  so  haben  wir  für  diese  vier  har- 
m o n i s c h - z u g e 0 r d n e l e n K eg e I s c h n i 1 1 e folgende  Zusammen- 
gehorigkeil  von  Pol  und  Polare: 


für 

91  1 © 1 6 1 ® 

Pol  ".  . 7 . 

Polare  . . 

a ct  b ß c y 
kAB'&CT 

a a b ß c y 

AkB  BCT 

a a b ß b y 

Ak BBTC 

a a b ß c y 

kABBTC 

Aus  dieser  Zusammenstellung  tritt  es  aber  klar  vor  die  Augen, 
dass  aus  jedem  der  vier  Kegelschnitte  als  Polarfigur  in  Bezug  auf 
einen  der  übrigen  er  seihst  hervorgeht,  denn  durch  Polari- 
sation wird  aus  Pol  und  Polare  für  die  eine  Hgur  Polare  und 
Pol  für  die  Polarfigur;  wenn  wir  daher  einen  der  vier  Kegel- 
schnilte  in  Bezug  auf  einen  andern  polarisireii  wollen,  so  suchen 
wir  von  den  Punkten  acc..  und  den  Geraden  Ak...,  wie  sie 
hei  dem  gewählten  Kegelschnitte  ziisammerigehören , die  Pola- 
ren und  Pole  in  Bezug  auf  die  gewählte  Basis  und  gelangen  da- 
durch wieder  zu  denselben  Geraden  und  denselben  zugehörigen 
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IMinklen;  der  Kegelschnitt  muss  also  seine  eigene  Polarfigur  sein, 
weil  er  durch  diese  sechs  Paare  von  Polen  und  Polaren  schon 
mehr,  als  bestimmt  ist.  Auch  für  den  imaginären  Kegelschnitt  ID 
tritt  die  Eigenschaft  der  doppelten  Berührung  zu  Tage;  er  hat 
nämlich  mit  dem  Kegelschnitt  31  den  Punkt  x und  die  Ge- 
rade .r  als  Pol  und  Polare  gemeinschaftlich  und  das  Punktsystem 
auf  Ä,  welches  von  den  Paaren  yz  und  aa  bestimmt  wird,  ist 
ebenfalls  beiden  Kegelschnitten  zugehörig;  sie  haben  daher  eine 
ideelle  doppelte  Berührung  (§  51)  und  X zur  gemeinschaftlichen 
Berührungssehne,  x zum  Durchschniltspiinkt  der  gemeinschaft- 
lichen Tangenten;  ebenso  ® und  23,  Y und  y,  endlich  X>  und  6, 
Z und  z.  Wir  können  hiernach  die  vier  Kegelschnitte  31  ^ 
auf  dreierlei  Art  in  Paare  je  zweier  gewissermassen  zusammen- 
gehöriger Kegelschnitte  theiien , nämlich : Die  Kegelschnitte  23  und 
haben  eine  reelle  doppelte  Berührung  in  den  Punkten  aa,  sie 
haben  also  X zur  gemeinschaftlichen  Berührungssehne  und  x zum 
Pol  derselben;  dagegen  31  und  ^ haben  eine  ideelle  doppelte 
Berührung  mit  derselben  Berührungssehne  X und  dem  Pol  ,r; 
dies  ist  die  erste  Art  und  ähnlich  die  übrigen;  es  gehören  also 
zusammen: 

23  und  (5,  31  und  ÜD  in  Bezug  auf  x und  X, 

e „ 31.  23  „ „ „ y • „ F, 

31  „ 23,  6 „ ^ „ 2 ..  Z. 

Aus  dem  Obigen  geht  hervor,  wie  die  vier  harmonisch -zii- 
geordneten  Kegelschnitte  bei  dem  völlig  reellen  vollständigen  Vier- 
seit,  dessen  drei  Paar  Gegenecken  aa,  hß,  cy  und  dessen  Dia- 
gonalpunkte  xyz  sind,  zum  Vorschein  kommen;  eine  selir  einfache 
und  natürliche  Entstehungsweise  solcher  vier  harmonisch -zuge- 
ordneter Kegelschnitte  siehe  § 5().  Wir  übergehen  hier  die  Erör- 
terung der  Moditikationen,  welche  eintreten,  wenn  das  vollstän- 
dige Vierseit  nicht  mehr  völlig  reell  angenommen  wird,  sondern 
nach  der  Art  Jl.  oder  III.  (§  53)  beschafTen  ist;  in  dem  von  uns 
angenommenen  Fall  tritt  nun  zu  der  bereits  erwähnten  Eigen- 
schaft, dass  jeder  der  vier  harmonisch -zugeordneten  Kegelschnitte 
seine  eigene  Polare  ist,  noch  eine  etwas  allgemeinere;  bezeich- 
nen wir  nämlich  das  vollständige  Vierseit,  dessen  vier  Seilen 
ahe,  aßy,  aby,  aßc  sind,  mit  23  und  das  vollständige  Viereck, 
dessen  vier  Ecken  ABT,  KBC,  ^BC,  ABT  sind,  mit  V,  so 
sind  23  und  V Polarliguren  in  Bezug  auf  jeden  der  vier  harmoniscli- 
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zugeonlneteii  Kegelschnitte,  aber  jedesmal  entsprechen  sich  Ecken 
und  Seiten  in  anderer  Weise,  was  unmilteihar  aus  dem  oben 
zusammengestellten  Schema  von  Polen  und  Polaren  der  vier 
Kegelschnitte  abzulesen  ist.  Es  zeigt  sich  nun  ferner,  dass 
irgend  ein  dem  Vierseit  3)  einbeschriehener  Kegel- 
schnitt zu  seiner  Polarfigur  in  Bezug  auf  Jeden  der 
vier  harmonisch-zugeordueteu  Kegelschnitte  ein  und 
denselben  dem  Viereck  V umschriebenen  Kegel- 
schnitt hat.  Üa  nämlich  vier  Punkte  einer  Geraden  dasselbe 
Doppelverbältniss  haben,  wie  ihre  vier  Polaren  in  Bezug  auf 
einen  Kegelschnitt,  so  wird,  wenn  irgend  ein  dem  Vierseit  33 
einbeschriebener  Kegelschnitt  die  Seite  a b c in  p berührt,  die 
Polare  von  p in  Bezug  auf  31  diejenige  Gerade  2 sein,  welche 
aus  der  Gleichheit  der  Doppelverhrdtuisse  [a  b c p)  = {KBC^) 
koustruirbar  ist;  diese  Gerade  ist  gleichzeitig  die  Polare  eines 
Punktes  p'  der  Geraden  « c in  Bezug  auf  33,  da 

(A  6’  2)  = ß p'}> 

aus  der  Gleichheit: 

{a  b c p)  = {ci  ß c p') 

folgt,  dass  sich  aa,  b ß,  pp'  in  einem  Punkte  schneiden  müs- 
sen oder  p z p'  in  einer  Geraden  liegen;  der  augenonunene 
Kegelschnitt,  welcher  dem  Vierseit  33  einbesebrieben  ist  und  abc 
in  p berührt,  muss  aber  (§  27)  aßc  in  p'  berühren  und  die 
l*olare  von  p in  Bezug  auf  3t  ist  identisch  mit  der  Polare  von 
p'  in  Bezug  auf  33,  nämlich  die  Gerade  2;  folglich  ist  die  l’olar- 
figur  des  angenommeucn  Kegelschnitts  in  Bezug  auf  die  Basis  31 
und  in  Bezug  auf  die  Basis  33  derselbe,  dem  Viereck  V um- 
schriebene Kegelschnitt  und  dasselbe  folgt  in  gleicher  Weise  für 
die  andern  Basen. 

Hieran  knüpft  sich  umgekehrt  die  Aufgabe:  Zu  zwei  in  der 
E b e 11  e b e 1 i e 1)  i g g e g e b e n e n K e g e 1 s c b 11  i 1 1 e n e i u e n s 0 1 c h e n 
dritten  zu  finden,  i n B e z u g a u f w i;  1 c h e n d e r e i n e g e ge- 
ll e n e K eg  e 1 s c h n i 1 1 d i e P o 1 a r f i g u r des  andern  ist.*)  Es  liegt 
nach  dem  Obigen  nabe,  zu  vermutiien,  dass  es  im  Allgemeinen 

*)  Diese  Aufgabe  hat  Steiner  in  einer  am  26.  März  1846  in  der 
Berliner  Akademie  der  Wissenschaften  gehaltenen  Vorlesung  behan- 
delt, wovon  nur  die  Anzeige  in  den  Monats-Berichten  und  in  Crelle’s 
Journal,  Hd.  32,  S.  79  sich  findet.  Eine  analytische  Behandlung  des 
Problems  h'at  Herr  J.  Ivosanes  in  seiner  Inaugurnl  - Dissertation : de 
polarium  reciprocarum  theoria  observationes,  Breslau  1865,  geliefert. 
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vier  Basen  gehen  *wird,  welche  die  gegenseitige  Lage  von  vier 
harmonisch -zugeordneten  Kegelscimitteii  hesilzen,  und  diese  Ver* 
muthung  hestätigt  sich  leicht.  Zuvörderst  ist  klar,  dass,  wenn 
die  beiden  gegehenen  Kegelschnitte  K und  Aj,  deren  einer  die 
Polarligur  des  andern  sein  soll,  eine  reelle  gemeinschaftliche  Tan- 
gente haben,  sie  nolhwendig  auch  einen  reellen  Schnittpunkt 
haben  mfissen,  denn  der  Pol  jener  in  Bezug  auf  die  angenom- 
mene Basis  muss  sowohl  ein  Ihinkl  von  A'.  wie  von  A',  sein;  es 
folgt  hieraus,  dass  von  den  in  § 53  unterschiedenen  Fällen^ 
welche  allein  hei  der  gegenseitigen  Lage  zweier  Kegelschnitte 
eintreten  können,  die  Fälle  II.  und  III.  (sobald  K und  A',  vier 
reelle  Schnittpunkte  und  keine  reelle  gemeinschaftliche  Tangente, 
oder  sobald  sie  vier  reelle  gemeinschaftliche  Tangenten. und  keinen 
reellen  Schnittpunkt  haben)  sofort  auszuschliessen  sind , also  nur 
die  Fälle  I.  und  IV,,  wo  das  reelle  gemeinschaftliche  Tri j>el  nach 
der  Art  («)  liegt,  und  anderseits  der  Fall  V.,  wo  es  nur  llieil- 
weise  reell  ist,  fihrig  bleiben. 

Die  Fälle  I.  und  IV.  (wo  die  beiden  Kegelschnitte  K und  A, 
keinen  reellen  Schnittpunkt  und  keine  reelle  gemeinschaftliche 
Tangente,  oder  vier  reelle  Schnittpunkte  und  vier  reelle  gemein- 
schaftliche Tangenten  haben)  lassen  sich  zusammen  behandeln; 
wir  ermitteln  nändich  zunächst  das  reelle  gemeinschaftliche  Tripel 
xyz  und  bemerken,  dass  Pol  und  Polare  eines  Kegelschnitts  in 
Bezug  auf  irgend  eine  Basis  polarisirt  nolhwendig  Polare  und 
Pol  für  die  Polarfigur  werden;  wenn  also  x und  ,V  gleichzeitig 
für  beide  Kegelschnitte  K und  A',,  deren  einer  die  Polarfigur 
des  andern  sein  soll,  Pol  und  Polare  sind,  so  müssen  in  Bezug 
auf  eine  solche  Basis  die  entsprechenden  Elemente  X'  und  .r' 
auch  fiir  K und  A'j  gleichzeitig  Polare  und  Pol  sein;  dasselbe 
gilt  von  y und  Y,  z und  Z,  deren  cnlsj)rechende  Elemente  in 
Bezug  auf  die  Basis  Y'  und  y\  Z'  und  z'  seien;  da  nun  xy: 
und  X YZ  ein  Tripel  bilden,  so  bilden  auch  X'  Y'  Z'  und  x' y z 
ein  Tripel  und  zwar  ein  solches,  welches  beiden  Kegelschnitten 
und  A'j  gemeinschaftlich  sein  muss;  nun  haben  aber  A' und  A'i 
nur  ein  genieinschaftliches  Tripel,  es  coincidirt  daher  xyz  mit 
xyz,  d.  h.  das  gemeinschaftliche  Tripel  xyz  der  heiden  Kegel- 
schnitte K und  A',  muss  zugleich  ein  Tripel  für  die  unbekannte 
Basis  sein.  Wir  wissen  ferner  {§  53),  dass  in  den  Fällen  I.  und 
IV.  von  dem  gemeinschaftlichen  Tripel  xyz  nolhwendig  ein  Tri- 
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pelpunkt  z imicrlialb  beider  Kcgelsciijiilte  liegt  und  die  durch 
ihn  gellenden  beiden ‘Tripelslrahlen  X Y die  Kegelschnitte  K und 
A",  in  reellen  Punklenpaaren  schneiden,  während  der  dritte  Tri- 
pelstrahl Z,  welcher  die  Punkte  x und  y enthält,  keinen  von 
beiden  Kegelschnitten  Irifl’t.  Möge  der  Tripelstrahl  X dem  Ke- 
gelschnitte K in  p und  n,  dem  A',  in  und  tt,  , dagegen  Y 
dem  Kegelschnitte  K in  r und  p,  dem  A',  in  rj  und  begeg- 
nen; die  Punkte  p und  tz,  p,  und  ttj  sind  Paare  konjugirter 
Punkte  eines  hyperbolischen  Punktsystems,  dessen  Asymptoten- 
punkte ; und  y sind,  und  ebenso  r und  p,  r,  und  (i,  Paare 
konjugirter  Punkte  eines  zweiten  Punktsystems,  dessen  Asymplo- 
tenpunkte  c und  x sind.  Die  Tangenten  in  den  Punkten  pnp^n^ 
sind  xp,  xn,  xp^,  x^t^  und  in  den  Ihmkten  r(ir,  (i,  die  Ver- 
bindungslinien: yr,  yo,  yr, , y IVenn  nun  der  Kegelschnitt 
/f,  die  Polarligur  von  K sein  soll  in  Bezug  auf  eine  noch  zu 
suchende  Basis,  so  muss  die  Polare  von  p in  Bezug  auf  diese 
Basis,  welche  mit  K und  A^,  das  Trifiel  xyz  gemeinsam  hat, 
einmal  durch  x gehen,  weil  p auf  A"  liegt,  und  anderseits  eine 
Tangente  der  Polarfigur  A",  sein;  sie  muss  also  ein#  der  beiden 
Tangenten  xp^  oder  xn^  sein  und  ebenso  muss  die  Polare  von 
7t  in  Bezug  auf  die  zu  suchende  Basis  eine  der  beiden  Tangenten 
a'7t,  oder  xp^  sein.  Das  Gleiche  gilt  für  den  andern  Strahl  Y. 
Die  Polare  von  r in  Bezug  auf  die  noch  unbekannte  Basis  muss 
yr,  oder  yQ^  sein  und  die  Polare  von  p:  yp,  oder  yr^\  hiernach 


stellen  sich 

nur 

vier 

Möglichkeiten  heraus:  für  die  unbekannte 

Basis  iynd: 

1) 

P 

7t 

r 

” l je  zwei  koiiju"irlc  l'mikle 

Pi 

7t, 

Pi/ 

2) 

P 

7t 

r 

M . . 

Pi 

7t, 

Ql 

'•J 

3) 

P 

7t 

r 

M - 

7t, 

Pi 

p.j 

4) 

P 

7t 

r 

M . . 

7Ti 

Pi 

Qi 

'•ll 

Dem  entsprechend  werden  sich  vier  Basen  ermitteln  lassen,  in- 
dem auf  den  Tripelstrahlen  X Y die  Punktsysteme  bekannt  sind, 
welche  einer  jeden  zugehören  müssen;  auf  X bilden  nämlich  die 
vier  Punkte  prep^Tt^  zwei  l^unktenpaare  j»7t,  tt,  eines  hyper- 
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bolisclien  Punklsyslems,  dessen  Asymptotenpunkle  y und  z sind; 
anderseits  rufen  dieselben  vier  Punkte  p7tp\'^\  paarweise  als 
konjugirte  Punkte  aufgefasst  noch  zwei  neue  Punktsysteme  her- 
vor (§  16).  von  denen  nothwendig  eines  elliptisrh,  das  andere 
hyperbolisch  ist;  dasjenige,  bei  welchem  p und  /?, , it  und 
konjugirte  Punkte  sind,  sei  das  hyperbolische  (//,)  und  dasjenige, 
hei  welchem  p und  7t,  , 7t  und  p,  konjugii’le  sind,  sei  das  ellip- 
tische Ihmktsystem  (e,);  in  gleicher  Weise  werden  auf  dem  Tripel- 
strahl Y durch  die  vier  Punkte  r ^ r,  5),  drei  Punktsysteme  hervor- 
gerufen, deren  erstes  durch  die  Paare  r und  p,  r,  und  p,  bestimmt 
wird  und  hyperbolisch  ist  mit  den  Asymptotenpunkten  z undo:,  wäh- 
rend von  den  beiden  übrigen  nothwendig  eines,  hyj)erbolisch  (Äj), 
durch  die  Punktenpaare  r und  /*, , q und  p, , das  andere,  elliptisch 
(ßj),  durch  die  Punktenpaare  r und  p, , q und  r,  bestimmt  wird.  Die 
gesuchte  llasis  hat  daher  auf  den  beiden  Tripelstrahlen  A'  und  Y 


entweder 

die  Punk 

t s y s l e m e : 

(A.) 

(Ä,)  1 

oder 

% 

(!h) 

(«.) 

{e,) 

{K) 

> ZU  zugehörigen 

- 

(«1) 

W 

Die  beiden  hyperbolischen  Punktsysteme  (A,)  und  (A.,)  auf  A' 
und  r haben  Asymptotenpunkte,  welche  wir  beziehungsweise  mit 
acc  und  hß  hezeichiien  wollen;  diese  Asymptotenpunkte  sind  in 
bekannter  Weise  zu  ermitteln,  da  die  Punktsysteme  durch  die 
bekannten  Paare  konjugirter  Punkte  vollständig  bestimmt  sind; 
sie  stehen  auch  zu  den  elli[)lischen  INinktsystemen  {e^)  find  (^2) 
in  eigenthümlicher  Beziehung;  weil  aa  die  Asymptotenpunkte  des 
durch  die  Paare  konjugirter  Punkte  p und  p^ , tt  und  tt,  be- 
stimmten Punkt.systems  (A,)  sind,  so  findet  die  Gleichheit  der 
Doppelverhältnisse  statt: 

{pTtaa}  = (pj  7t,  a a)  = (tt,  u a) , (§  6) 

folglich  sind  a und  a ein  Paar  konjugirter  Punkte  dc.sjenigen 
Punktsystems,  welches  durch  die  Paare  p und  tt,  , tc' und  p,  be- 
stimmt wird,  d.  h.  des  Punktsystems  (c, ),  weil  ents[)rechendc 
gleiche  Strecken  au  und  ua  auf  einander  fallen  (§  IG).  Ferner 
folgt  daraus,  dass  y z die  .\symjdotenpunkte  des  durch  p und  tt, 
p,  und  TTj  bestimmten  hyperbolischen  Punktsystems  sind, 

{p  P\  y *)  = = (^i  ^ z y) . 
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also  auch  y z sind  ein  Paar  konjugirtcr  Punkte  des  Punktsystems 
(rj) ; duicli  die  beiden  Paare  « und  «,  y und  z ist  daher  das 
Punktsystem  (rj)  bestimmt,  sowie  das  Punktsystem  (ä,)  durch  die 
Asymptoteiipunkle  a und  « bestimmt  wird ; endlich  bemerken  wir 
noch,  dass  auch  y und  r ein  Paar  konjugirter  Punkte  des  Punkt- 
systems (/ij)  sind,  also  zu  au  harmoniscli  liegen,  was  aus  der 
Gleichheit  der  Doppelverhidtnisse: 

{/>  3tj  rt  a)  = [p^TC  a u)  = [n  />,  u a) 
folgt;  denn  hieraus  geht  hervor,  dass  au  ein  Paar  konjugirter 
Punkte  für  das  durch  p und  tt,  p,  und  bestimmte  Punktsystem 
ist,  dessen  Asymptotenpunkte  yz  sind. 

In  ganz  gleicher  Weise  besitzen  die  Asymptotenpunkle  b ß 
auf  dem  zweiten  Tripelstrahl  Y die-  Eigenschaft,  harmonisch  zu 
xz  zu  liegen,  und  die  beiden  Punktenpaare  b und  ß,  x und  z 
bestimmen  das  elliptische  Punktsystem  (cj) . während*  b und  ß als 
Asymptolenpunkte  das  hyperbolische  Punktsystem  (A2)  bestimmen. 
Endlich  folgt  noch,  weil  au  harmonisch  liefen  zu  zy  und  bß 
zu  zx,  dass  die  Verbindungslinien  ab  und  aß  sich  in  einem 
Punkte  c der  Geraden  xy  und  ebenso  aß,  uh  sich  in  einem 
Punkte  y der  vorigen  Geraden  xy  treffen  müssen;  also  die  Punkte 
au,  bß,  cy  sind  die  sechs  Ecken  (drei  Paar  Gegenecken)  eines 
vollständigen  Vierseits  3? , dessen  Diagonaldreieck  xy  z ist.  Nach 
diesen  Erörterungen  werden  sich  jetzt  die  vier  Basen  ergeben, 
in  Bezug  auf  welche  K und  Polarfiguren  sein  sollen.  Fassen 
wir  zunächst  den  ersten  Fall  der  beiden  hyperbolischen  Punkt- 
systeme (Äj)  und  (A.J  ins  Auge,  so  müsste  die  gesuchte  Basis  die 
Eigenschaft  besitzen,  dass  in  Bezug  auf  sie  von  p die  Polare  xp^, 
von  7t  die  Polare  xit^  und  auch  von  p^  die  Polare  x p,  von  7t ^ 
die  Polare  X7t  wäre;  eine  solche  Basis  müsste  also  xa  und  xa 
in  den  Punkten  a und  a berühren;  zweitens  müsste  sie  analoger 
W eise  yb  und  y in  den  Punkten  b und  ß berühren;  es  giebt 
nun  aber  einen  solchen  reellen  Kegelschnitt  (5,  wie  wir  aus  der 
obigen  Betrachtung  harmonisch-zugeordneter  Kegelschnitte  wissen, 
und  derselbe  ist  durch  die  geforderten  Bedingungen  zwar  mehr 
als  bestimmt,  aber  jene  Bedingungen  widersprechen  sich  nicht. 
In  Bezug  auf  eine  solche  Basis  ist,  wie  leicht  zu  sehen,  in  der 
That  der  Kegelschnitt  die  Polarfigur  von  K und  umgekehrt, 
denn  durch  die  vier  Punkte  p 7t  rQ  und  ihre  Tangenten  ist 
JV  mehr  als  bestimmt.  Im  zweiten  Falle  giebt  es  einen  reellen 
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Kt’gclschiiill  33,  weldicr  xa  und  .r«  in  den  Punkten  « und  a he- 
riilirl  und  gleichzeitig  dns  Punktsystem  (c^),  welches  durch  die  Paare 
bß^  zx  hestinimt  wird,  sowie  das  mit  ihm  perspektivische  Strahl- 
system durch  y zu  zugehörigen  hat;  im  dritten  Falle  giebl  es 
einen  reellen  Kegelschnitt  3t , welcher  y und  tj  ß in  den  Ihinkleii 
b und  ß heridirt  und  das  ellipti.schc  Punktsystem  (c,),  durch  die 
Paare  acf,  zy  bestimmt,  sowie  das  mit  ihm  perspektivische  Strahl - 
System  durch  x zu  zugehörigen  hat;  endlich  im  vierten  Falle  giebl 
es  einen  imaginruen  Kegelschnitt  welcher  die  beiden  ellip- 
tischen Punklsy.steme  (c,)  und  {c^  und  die  mit  ihnen  perspektivi- 
schen Strahlsysleme  durch  x und  y zu  den  zugehörigen  hot.  Für 
jeden  dieser  vier  Kegelschnitte  als  Pasis  müssen  K und  A\  Po- 
larfiguren  sein,  was  in  derselben  Art,  wie  für  den  Kegelschnitt 
6,  sich  ergieht.  Diese  vier  lia.sen  haben  aber  »lie  Figenschaft  von 
vier  harmonisch-zugeordneten  Kegelschnitten,  welche  sich  auf  das 
vollständige  Vierseil  beziehen,  dessen  drei  Paar  Gegeneckeii  rt «, 
bß,  cy,  und  dessen  Diagonaldreieck  xyz  ist.  Nach  dem  Frühe- 
ren ist  daher  von  den  vier  Dasen  eine  imaginär,  die  drei  andern 
sind  reell  und  entweder  alle  drei  Hyperbeln  oder  eine  Ellipse  und 
die  beiden  andern  Hyperbeln.  Die  Konstruktion  dieser  Kegel- 
schnitte ist  in  der  Herleitung  selbst  enthalten.  Wir  können  nun- 
mehr folgendes  Hesullat  zusammenfasseu: 

. Sind  zwei  bei  i eh  ige  Kegelschnitte  A' und  A’i  in  der 
E b e n e g e g e b e n , s o k ö n n e u i m A 1 1 g e m e i n e n vier  andere 
Kegelschnitte,  von  der  Beschaffenheit  gefunden  wer- 
den, dass  für  jeden  von  ihnen  als  Basis  die  gegebenen 
Kegelschnitte  Polarfiguren  von  einander  sind.  Diese 
vier  Basen  sind  vier  harmonisch  - zugeordn ete  Kegel- 
schnitte. Haben  A'  und /fj  entw  eder  vier  reelle  Schn  itt- 
punkte  und  keine  re  eile. ge  mein  sc  ha  ft  liehe  Tangente, 
oder  vier  reelle  gemeinschaftliche  Tangenten  und 
keinen  reellen  Schnittpunkt,  so  ist  keine  der  Basen 
reell;  haben  dagegen  K und  entweder  v i (u*  reelle 
Schnittpunkte  u n d v i e r reelle  g e m e i n sc  h a f 1 1 i c h c T äu- 
gen ten,  oder  keinen  reellen  Schnittpunkt  und  keine 
reelle  gemeinschaftliche  Tangente,  so  sind  von  den 
vier  Basen  drei  reell  und  eine  imaginär;  die  drei 
reellen  Basen  sind  entweder  alle  drei  11  y p e r b e I n oder 
e i n e E 1 1 i p s e , und  die  b e i d e n a n d e r n H y p e r b c 1 u.  Haben 
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A und  A^i  endlich  zwei  reelle  Schnittpunkte  und  zwei 
reelle  gemeinschaftliche  Tangenten,  so  sind  von  den 
V i e r B a s e n nur  zwei  reell  und  eine  i s l E 1 1 i p s e , die  an- 
dere Hyperbel. 

Pie  letzte  Behauptung,  wtdchc  wir  anticipirt  haben,  bleibt 
noch  zu  erweisen;  in  dem  Falle  B)  53),  wenn  die  beiden 
Kegelschnitte  K und  A\  nur  zwei  reelle  Schnittpunkte  und  zwei 
reelle  gemeinschaniichc  Tangenten  haben,  giebt  es  von  dem  ge- 
meinschaftlichen Tripel  nur  einen  Punkt  x und  seine  beiden 
Kegelschnitten  gemeinschaftliche  I*oIare  X,  welche  den  einen  in 
;;  und  n,  den  andern  in  p^  und  trifft;  diese  Punktenpaare 
müssen  reell  sein  und  einander  trennen , so  dass  p^  zwischen  p 
und  7t,  7t^  ausserhalb  pit  liegt,  wie  in  § 53  gezeigt  ist;  die 
Kegelschnitte  haben  ferner  eine  reelle  gemeinschaftliche  Sekante, 
welche  durch  ihre  beiden  reellen  Schnittpunkte  PQ  und  durch  x 
geht,  und  eine  ideelle  gemeinschaftliche  Sekante  ebenfalls  durch  x; 
die  erstere  treffe  .V  in  o,  die  letztere  in  c5;  endlich  haben  A' 
und  A\  zwei  reelle  gemeinschaftliche  Tangenten  ^ und  D,  welche 
sich  in  einem  l^lnkte  s der  (icraden  X treffen,  während  die  an- 
dern beiden  imaginären  gemeinschaftlichen  Tangenten  nur  ihren 
reellen  Schnittpunkt  a ajif  X haben  (d.  h.  dem  Punkte  a gehört 
in  Bezug  auf  beide  Kegelschnitte  A'  und  A",  dasselbe  elliptische, 
dem  Punkt  s dasselbe  hyperbolische  Strahlsystem  zu).  Üic  Punkte 
pnp^Tt^  stehen  nun  zu  den  vier  Punkten  otasa  in  einer  eigeii- 
tliümlichen  Beziehung,  auf  welche  wir  vorher  nicht  aufmerksam 
zu  machen  Veranlassung  hatten,  deren  wir  aber  hier  bedürfen. 
Es  sind  nämlich  zunächst  o und  c5  ein  Paar  konjugirter  Punkte 
des  durch  die  beiden  l*aare tt  und  p^7t^  bestimmten  elliptischen 
Punktsystems,  weil  xo  und  x(o  das  einzig  reelle  Linienpaar  des 
durch  A'  und  A',  bestimmten  Büschels  ist,  und  anderseits  sind 
auch  s und  6 ein  Paar  konjugirte  Punkte  desselben  Punktsystems, 
weil  sie  das  einzig  reelle  Punktenpaar  der  durch  K und  AT,  be- 
stimmten Schaar  bilden;  X schneidet  aber  das  Büschel  in  einem 
Punktsystem  und  die  von  x an  die  Kegelschnitte  der  Schaar  ge- 
legten Tangentenpaare  bilden  ein  Strahlsystem.  Hierzu  kommt 
noch  ein  weiterer  Zusammenhang:  Die  vier  Punkte  p7t,  jw,  tt,  be- 
stimmen nämlich  ausser  dem  erwähnten  elliptischen  Punktsysteme, 
in  anderer  Weise  zu  Paaren  geordnet,  zwei  andere  hyperbo- 
lische Punktsysteme  (§  16),  wenn  wir  einmal  p und  p^,  7t  und  7r|, 
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(las  andere  Mal  p und  ttj,  ti  und  als  je  zwei  Paare  konjugirter 
Punkte  zur  Beslinimung  eines  Punktsystems  auffassen,  und  es 
zeigt  sich,  dass 

1)  für  das  elliptische  Punktsystem  (c)  konjugirte  Punkte  sind: 

P Px  o s 

TT  ^ ^ * 

2)  für  das  eine  hyperbolische  Punktsystem  [h)  konjugirte 
Punkte  sind: 

/?  7t  O (ö 

Px  s a, 

3)  für  das  andere  hyperbolische  Punktsystem  (/»')  konjugirte 
Punkte  sind: 

p n 0 s 

7Cj  /)j  <y  CO. 

Um  dies  nachzu weisen,  wollen  wir  umgekehrt  den  Punkt  s 
für  den  Fall  2)  als  konjugirlen  Punkt  von  o im  Punktsysteme 
{//)  konstrniren  und  zeigen,  dass  für  den  so  konstruirten  Punkt  s 
das  ihm  zugehörige  Slrahlsyslem  rücksichtlich  heith’r  Kegelschnitte 
K k\  dasselbe  wird,  woraus  folgt,  dass  er  der  Schnittpunkt  zweier 
gemeinschafi liehen  Tangenten  sein  muss.  Die  in  § 16  angegebene 
Konstruktion  des  seehsten  Involutionspunktes,  sobald  fünf  gegeben 
sind,  lässt  sich  hier  folgendermassen  benutzen:  Wir  bestimmen 
die  Schnittpunkte: 

(/>».  Op)  = i,  {Pp,,  0’’,)  = I,.  (Fig-  80) 

dann  trifft  ^ den  Träger  X in  demjenigen  Punkte  s,  welcher  dem 
0 konjugirt  ist  für  das  Punktsystem  (A);  wir  erhalten  denselben 
Punkt  s auch  in  anderer  Weise,  indem  wir  die  Schnittpunkte: 

{Pp,  Qn)  = f]  und  (Ptt,.  ()/),)  = 
c)ufsuchen  und  ziehen,  welche  Linie  durch  s gehen  muss. 

Wir  suchen  jetzt  die  Pole  der  Geraden  1 1,  in  Pezug  auf 
beide  Kegelschnitte  Af  und  auf  und  werden  sehen,  dass  sie  mit 
s in  gerader  Linie  liegen  müssen,  woraus  das  Uebrige  folgt.  Um 
den  Pol  von  ^ s in  Bezug  auf  K zu  erhalten,  suchen  wir  den 
Schnittpunkt  der  Polaren  von  ^ und  s für  den  Kegelschnitt  K. 
Die  Polare  von  ^ in  Bezug  auf  K ist  -x]  o (wegen  des  vollständigen 
Vierecks  P Q pn  im  Kegelschnitt  K) ; die  Polare  von  s in  Bezug 
auf  K geht  durch  x und  den  vierten  harmonischen  Punkt  zu 
sp7t,  dem  s zugeordnet;  sei  dieser  für  den  Augenblick  also: 
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[pn  s &)  — 1, 

so  ist  der  Schnittpunkt  [i]o,  o;  ig)  der  Pol  von  in  Bezug  iuif 
K\  wu’  erliallen  in  gleicher  Weise  den  Pol  derselben  Geraden  in 

(Fig.  80.) 


\ 


{Pi  s — — 1 


haben  und  dann  den  Schnillpunkt  (t;,  o,  bestimmen.  Ferner 
geht  ^7]  durch  x,  weil  x der  vierte  harmonische  Punkt  zu  PQot 
dem  0 zugeordnet  ist,  und  1 1/  ist  die  Polare  von  o in  Bezug 
auf  A',  also  wenn  wir  mit  r den  Schnittpunkt  von  mit  X 
bezeichnen,  ist: 

(p  TT  0 r)  = — 1 , 

ebenso  geht  auch  durch  x und  ist  die  Polare  von  o in  Be- 
zug auf  also  wenn  wir  mit  rj  den  Schnittpunkt  von  mit 
Ä bezeichnen,  ist: 

{Pl  0 Ti)  = — 1. 

Aus  diesen  Beziehungen  geht  hervor 
(pTtor)  = (Pi  5 gj)  und  (pTtss)  = or,), 

folglicli  haben  wir  in  dem  Punktsystem  (A)  folgende  Paare  kon- 
jugirter  Punkte: 

p 1t  0 X i s 
Pl  7Tj  s ^i  0, 

und  hieraus  folgt  die  Gleichheit  der  Doppelverhältnisse: 
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(o  Ä-  r = [so  r,), 

also  OS,  r^j,  i3  r|  stehen  in  Involution,  folglich  ist  auch: 

(o  s X r,)  = (sog,  g). 

Verbinden  wir  die  vier  Punkte  o s r r,  mit  x,  so  erhalten 
wir  vier  Stralilen,  welche  resp.  durch  o s gehen,  und  da 
s t]  in  gerader  Linie  liegen,  so  haben  die  vier  Strahlen: 

0 o;,  OS,  0 1],  o t/j 

dasselbe  Doppelvcrhältniss , wie  die  vier  Punkte  5 o g oder  die 
mit  ihnen  perspektivischen  Strahlen  xs,  xo,  x^^,  x^;  wir 
haben  daher  folgende  Gjeichheit  der  Do|)pelverhältnisse: 

O (X  S 7]  7]^)  = X (o  s § ^,) 

und  hieraus  folgt,  dass  die  drei  Punkte: 

S (o  7],  X (o  7]^  , X Öj) 

in  gerader  Linie  liegen;  folglich  liegen  die  beiden  Pole  tler  Ge- 
raden I li  5 in  Bezug  auf  beide  Kegelschnitte  A"  und  A',  mit  s in 
gerader  Linie;  diese  beiden  durch  s gehenden  geraden  Linien  sind 
daher  konjugirte  Gerade  in  Bezug  auf  beide  Kegelschnitte;  in 
ganz  gleicher  Weise  zeigen  wir,  dass  auch  die  Pole  der  Geraden 
7]  7]^  s in  Bezug  auf  K und  Afj  mit  s in  einer  Geraden  liegen ; 
wir  haben  also  durch  s zwei  Paare  konjugirter  Gerader  in  Bezug 
auf  beide  Kegelschnitte  (auch  ist  das  Paar  X in  5 a: -für  beide 
Kegelschnitte  konjugirt),  der  Punkt  s hat  mithin  für  beide  Kegel- 
schnitte dasselbe  zugehörige  Strahlsystem  und  ist  daher  der 
Schnittpunkt  zweier  gemeinschaftlichen  Tangenten  von  K und  ; 
folglich  bilden  die  drei  Punktenpaare  p und  , n und  tt,  , o und 

s in  der  That  eine  Involution  (A);  dass  dann  auch  o5  und  6 ein 
viertes  Paar  dieses  Punktsystems  ist,  folgt  unmittelbar  aus  dem 

elliptischen  Punktsvstem  ie),  in  welchem  ^ o | Paare 

* ‘ ' ' (jr  7t,  0 wj 

konjugirter  Punkte  sind,  also: 

[p  7t^  a o)  = {n  pj  s c3)  = (p^  jt  cS  s); 

wenn  also  ppi,  jt  tt,  , o s konjugirte  Puidtte  eines  Punktsystems 
(A)  sind,  so  müssen  es  auch  a und  cS  sein.  .Aus  den  beiden 
Punktsystemen  (c)  und  (A)  folgt  nun  das  dritte  (A')  von  selbst, 
denn  wegen  (e)  ist  (pTios)  = (tx  p co  a)  und  w egen  (A) 

(tc  p cJ  a)  = (jtj  p^  a (o), 

folglich  ist  auch : 
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{p  n o s)  = (tt,  Pj  a cS); 

ferner  ist  wegen  (e) 

[p  7t  o a)  = {n  p (5  s) 

und  wegen  {h) 

(tt  p (o  s)  = a o), 

folglich 

{p  7C  n a)  z=z  (tt,  g o), 

d.  li.  0 o ein  Paar  konjiigirler  Punkte  des  Punktsystems  {//)  und 
nach  der  vorigen  (ileiclihcit  auch  s und  cJ  ein  Paar.  Hierdurch 
sind  nun  die  oben  ausgesprochenen  Beziehungen  der  vier  Punkte 
pTtp^Tt^  zu  den  vier  Punkten  o g5  5 o nachgewiesen;  jene  hestim- 
men  paarweise  komhiiiirt  dieselben  drei  Punktsysteme  [e]  (ä)  (ä') 
wie  diese  und  von  den  letzten  vieren  ist  jeder  der  konjugirte 
der  drei  (ihrigen  in  diesen  drei  Punktsystemen , und  auch  umge- 
kehrt. Diese  beiden  Quadrupel  von  je  vier  Punkten  stehen  also 
in  der  eigenthümliclien  Verbindung  mit  einander,  welche  wir 
schon  friiher  (§  IG)  untersucht  liaben.  (Sind  .die  beiden  Kegel- 
schnitte K und  k\  Kreise,  so  sind  s und  g ihre  Aehrilichkeits- 
punkte,  A' die  Centrale,  u der  Schnittpunkt  der  letzteren  mit  der 
Potenzlinie  und  d>  unendlich-entfernt;  die  hier  allgemein  ausge- 
sprochene Eigenschaft  führt  in  dem  speciellen  Fall  auf  die  be- 
kannte Eigenschaft  der  ,, gemeinschaftlichen  Potenz"  beider  Kreise, 
welche  Steiner  im  1.  Bande  des  Cr  eile ‘sehen  Journals  S.  175 
betrachtet  hat.) 

Nach  dieser  vorausgeschickten  Auseinandersetzung  bemerken 
wir  nun,  dass,  wenn  es  eine  Basis  geben  soll,  für  welche  der 
Kegelschnitt  if,  die  Polarfigur  von  K ist  und  also  auch  umge- 
kehrt, für  eine  solche  Basis  die  Polare  des  Punktes  p nothwen- 
dig  durch  x gehen  und  zugleich  eine  Tangente  von  sein 
muss,  also  entweder  x p^  oder  .x'Tr, , und  die  Polare  von  n als- 
dann die  Gerade  X7t^  oder  x Pi  ist;  da  nun  x und  A'  gleich- 
zeitig Pol  und  Polare  für  die  gesuchte  Basis  sein  müssen,  wie 
wir  früher  erkannt  haben,  so  stellen  sich  für  dieselbe  folgende 
Bedingungen  heraus:  1)  entweder  der  Basis  gehört  das  Ihinkt- 
system  (A)  zu,  d.  h.  p und  p^,  7t  und  7t^  sind  konjugirte  Punkte, 
und  da  dieses  Punktsystem  ein  hyperbolisches  ist,  dessen  Asymp- 
totenpunktc  a und  « heissen  mögen,  so  geht  die  gesuchte  Basis 
durch  a und  a und  hat  x a und  x a zu  ihren  Tangenten  in  die- 
sen Punkten;  oder  2)  der  Basis  gehört  das  Punktsystem  [h')  zu. 
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(1.  h.  p und  TTj  I 7T  und  /),  sind  konjugirte  Punkte  in  Bezug  auf 
die  gesuchte  Basis,  und  da  dieses  Punktsystem  ehenfalls  hyper- 
bolisch ist  (seine  .Asymplotenpunkle  mögen  a ct  heissen),  so  müsste 
die  Basis  durch  a a gehen  und  xn,  xn  zu  Tangenten  an  die- 
.sen  Punkten  haben.  Durch  diese  Bedingungen  ist  die  Basis  nocli 
nicht  vollkommen  bestimmt.  Fügen  wir  aber  hinzu,  dass  für  eine 
reelle  Basis  die  Polare  eines  Schnittpunktes  der  Kegelschnitte  K und 
nothwendig  eine  gemeinschaftliche  Tangente  derselben  sein  muss, 
also  entweder  die  Polare  von  P,  ^ und  von  0,  O oder  die  Polare 
von  P,  O und  von  (),  in  jedem  der  beiden  Falle  also  noth- 
wendig s der  Pol  von  PQ,  d.  h.  s und  o konjugirte  Punkte  und 
ebenso  a und  w,  so  erkennen  wir,  dass  der  zweite  Fall  des 
Punktsystems  (//)  keine  reelle  Basis  liefern  kann,  denn  für  ihn 
wären  s und  co,  o und  o je  zwei  konjugirte  Punkte,  was  nicht 
möglich  ist.  Es  bleibt  hiernach  nur  der  Fall  1)  übrig:  das  Punkt- 
system (A)  hat  0 und  s,  dS  und  a zu  konjugirten,  a und  a zu 
Asymptotenpunkteu ; die  Punkte  o und  s liegen  also  harmonisch 
zu  a ct  und  werden  durch  diese  getrennt.  Um  nun  eine  Basis 
zu  erhalten,  für  welche  K und  A'j  Polarfiguren  von  einander 
sind,  müssen  entweder  P und  ^ und  gleichzeitig  Q und  O oder 
anderseits  P und  O und  gleichzeitig  Q und  ‘>P  Pol  und  Polare 
in  Bezug  auf  die  Basis  sein;  die  reelle  gemeinschaftliche  Sekante 
xo,  welche  durch  P und  (>  geht,  treffe  ^ und  O in  den  Punk- 
ten p und  q;  dann  müssen  sowohl  P und  Q zugeordnete  har- 
monische Punkte  zu  x und  o sein,  als  auch  p und  q,  wie  er- 
sichtlich ist;  es  sind  daher  x und  o die  Asymptotenpunkte  eines 
hyperbolischen  Punktsystems,  dessen  zwei  Paare  konjugirter  Punkte 
P und  Q,  p und  q sind;  diese  vier  Punkte  be.stimmen  noch  zwei 
andere  Punktsysteme,  von  denen  eines  nothwendig  elliptisch,  das 
andere  hyperbolisch  sein  muss;  wenn  nämlich  P und  p,  Q und  q 
als  konjugirte  Punkte  aufgefasst  werden,  so  sei  dies  das  hyper- 
bolische und  habe  die  Asymptotenpunkte  b und  ß;  werden  da- 
gegen/^ und  q,  0 und  p als  konjugirte  Punkte  aufgefassl,  so  sei' 
dies  das  elliptische  Punktsystem ; für  beide  sind  x und  o ein  Paar 
konjugirter  Punkte,  denn  weil: 

(PQxo)  = — 1 und  (p  q a:  o)  = — 1 , 

so  folgt : 

{PQxo)  = (pq  0 x)  und  auch 

[PQxo)  = (q  p 0 a:) ; 
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es  liegen  daher  x und  o harmonisch  zu  b und  ß,  und  anderseits 
sind  Pq,  (Jp,  xo  drei  Paare  konjugirter  Punkte  des  elliptischen 
Punktsystems.  Hieraus  geht  nun  hervor,  dass  der  Kegelschnitt, 
welcher  durch  act,  bß  geht  und  xa,  xcc  zu  Tangenten  hal, 
nothwendig  die  eine  Basis,  derjenige  Kegelschnitt  aber,  welcher 
durch  aa  geht,  in  diesen  Punkten  von  x a und  xa  berührt  wird 
und  das  elliptische  Punktsystem,  dessen  zwei  Paar  konjugirter 
Punkte  b und  ß,  x und  o sind,  zu  dem  ihm  zugehörigen  hat, 
die  zweite  Basis  ist,  für  welche  K und  A',  Polarfiguren  sind. 
Durch  diese  sich  nicht  widersjnecheriden  Bedingungen  sind  die 
beiden  reellen  Basen  vollständig  bestimmt  und  es  bleibt  nur  nach- 
zuweisen, dass  nothwendig  die  eine  von  ihnen  Ellipse,  die  andere 
Hyperbel  ist;  dies  erhellt  aus  folgender  Bemerkung:  Ziehen  wir 
[ab,  aß)  = c und  {aß,  a b)  ==  y , so  liegen  c und  y auf  os 
und  werden  durch  diese  harmonisch  getrennt;  während  die  erstere 
Basis  durch  b und  ß geht,  muss  die  zweite  durch  c und  y gehen 
und  die  beiden  reejlen  Basen  sind  daher  harmonisch-zugeordnete 
Kegelschnitte.  Da  nun  auch  a und  a zu  o und  s harmonisch 
liegen,  so  wird  entweder  o zwischen  und  s ausserhalb  aa  liegen 
oder  umgekehrt;  im  ersten  Falle  wird  diejenige  Basis,  welche 
durch  b und  ß geht,  Ellipse,  die  andere  Hyperbel  werden,  iin 
zweiten  Falle  umgekehrt;  denn  wir  wissen,  dass  in  dem  unter- 
suchten Falle  B)  für  die  Lage  der  beiden  Kegelschnitte  K und  A', 
nothwendig  x au.sserhalb  beider  liegen  und  X beide  in  reellen 
Pnnktenpaaren  .schneiden  muss;  es  werden  daher  P und  Q zwi- 
schen sich  o und  ausserhalb  x haben  und  in  gleicher  Weise  auch 
p und  q,  folglich  können  die  vier  Punkte  P ()  p q nur  auf  eine 
der  beiden  Arten  gelegen  sein: 

X \>  P o Q 

-I 1 I 1 1 1 

— I— — — 1 — I 1 i 1 

X P p o q Ö 

und  hieraus  folgt,  dass  die  beiden  Asymptotenpunkte  b und  ß des 
durch  die  I*unklonpaare  P und  p,  Q und  q bestimmten  hyper- 
bolischen Punktsystems  nothwendig  ebenfalls  den  Punkt  o zwischen 
sich  und  x ausserhalb  haben  müssen;  der  durch  x gehende  Strahl 
xo  hat  also  beide  Punkte  b und  ß auf  derselben  Seite  von  x^ 
Wenn  nun  x o zwischen  a und  a hindurchgeht,  so  ist  der  durch 
bß  gelegte  Kegelschnitt,  welcher  xa  und  ora  in  o und  a berührt. 
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notli wendig  Ellipse  und  der  andere  Kegelschnitt,  welcher  durch 
c und  y geht,  und  xa  und  a:«  in  a und  « berührt,  Hyperbel; 
wenn  dagegen  x o ausserhalb  aa  diese  Geratle  .V  trilTl,  so  geht 
xs  zwischen  aa  hindurch,  und  der  durch  acccy  gelegte  Kegel- 
schnitt wird  Ellipse,  der  durch  aabß  gelegte  Hyperbel;  einer 
von  beiden  Ffdlen  kann  aber  nur  eintreten;  von  den  beulen 
reellen  ßasen  ist  daher  immer  eine  Ellipse,  die  andere  Hyperbel; 
der  oben  ausgesprochene  Satz  ist  dadurch  vollständig  erwiesen. 


« 
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§ 55.  Erklärung  und  Konstruktion  des  Netzes. 

Die  in  den  §§  29  und  30  anseinaiidergesctzten  Polar- 
Eigensciiaften  des  KegelscljiiiUs  haben  ein  eigcnthüniliches  Ent- 
sprechen von  säminllichcn  Punkten  der  Ebene  zu  sämmtlichen 
(jcraden  in  ihr  und  eine  paarweise  Verkeltung  der  Punkte  einer 
Geraden  zu  einem  PnnkLsyslem,  sowie  der  Strahlen  durch  einen 
Punkt  zu  einem  Strahlsyslem  ans  Licht  gebracht,  nämlich:  Jeder 
Punkt  in  der  Ebene  eines  Kegelschnitts  wird  durch  denselben  in 
ein  bestimmtes  Strahlsyslem,  jede  Gera<le  in  ein  bestimmtes  Punkt- 
system verwandelt,  dessen  Konstruktion  aus  der  projektivischen 
Erzeugung  des  Kegelschnitts  hervorgehl.  Dreht  man  eine  Gerade 
um  einen  resten  Punkt,  so  verändert  sich  das  Punktsystem  auf 
ihr;  die  dem  festen  Punkt  konjngirten  für  jedes  dieser  Punkt- 
systeme liegen  auf  einer  Geraden  (I*olarc  des  festen  Punktes), 
und  nehmen  wir  auf  dieser  Geraden  verschiedene  Punkte  und 
fassen  die  ihnen  ziikommenden  Strahlsystcme  auf,  so  laufen  die 
zu  der  Geraden  in  jedem  Strahlsyslem  konjugirten  Strahlen  durch 
einen  festen  Punkt  (Pol  der  Geraden),  der  mit  dem  zuerst  ange- 
nommenen zusammenfällt.  Diese  Zusammengehörigkeit  der  Punkte 
und  Geraden  einer  Ebene  lässt  sich  nun  auch  unabhängig  vom 
Kegelschnitt  hersteilen  und  führt  zu  dem  DcgrilT  des  Involutions- 
Netzes  oder  Polarsystems. 

Sämmtliche  Punkte  und  Gerade  in  einer  Ebene  sollen  der- 
artig mit  einander  in  ein  Netz  vertlochlcn  werden,  dass  auf 
jeder  Geraden  die  I^unkte  sich  paarweise  zu  einem  bestimmten 
Punktsystem  und  zugleich  die  durch  jeden  Punkt  gehenden  Strahlen 
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sicli  paarweise  zu  einem  bestimmten  Strahlsyslem  ordnen ; je  zwei 
konjngirte  Punkte  oder  Strahlen  eines  solchen  Punkt-  oder  Strahl- 
systeins  sollen  konjngirte  Punkte  und  konjugirte  Strah- 
len des  Netzes  heissen.  Ferner  sollen  für  alle  durch  einen 
l*unkt  B gehende  Strahlen  diejenigen  Punkte,  welche  dem  B 
konjugirt  sind , rücksichllich  der  auf  diesen  Strahlen  henndlicheii 
Punktsysteme  auf  ein  und  derselben  Geraden  91  liegen  und 
zugleich  alle  diejenigen  Strahlen,  welche  dem  Strahl  91  konjugirt 
sind,  rücksichllich  der  auf  9(  liegenden  Mittelpunkte  von  Strahl- 
systemen, durch  ein  und  denselben  Ihinkt  und  zwar  durch  den 
vorgenannten  Ihinkl  B gehen.  Der  Punkt  B und  die  Gerade  91 
sollen  Pol  und  Polare  des  Netzes  heissen.  Dass  eine  solche 
Verflechtung  der  Punkte  und  Geraden  einer  Ebene  möglich  ist, 
wird  die  sogleich  anzugebende  Konstruktion  lehren;  zuvörderst 
bemerken  wir,  dass  aus  der  gegebenen  Erklärung  unmittelbar 
folgt:  Jedes  einem  Punkte  B zugehörige  Strahlsystem 
liegt  mit  dem  seiner  Polare  91  zugehörigen  Punkt- 
system perspektivisch;  denn  seien  a und  « irgend  ein 
Paar  konjugirter  Punkte  des  Punktsystems  auf  dem  Träger 
91  und  B der  Pol  desselben  (Fig.  81),  so  sind  auf  dem  Strahl 

Ba,  B und  a ein  Paar  konjugirter 
• Punkte,  weil  gleichzeitig  91  die  Polare 
von  B ist  nach  dem  Obigen ; zweitens 
sind  auch  er  und  a konjugirte  Punkte, 
folglich  ist  Ba  die  Polare  von  a und 
ebenso  Ba  die  Polare  von  er;  wenn 
nun  aber  a der  Pol  von  Bet  ist,  so 
müssen  Ba  und  Ba  konjugirte  Strah- 
len sein;  denn  alle  zm  Ba  konjugirte  Strahlen  müssen  durch  a 
gehen;  also  liefert  das  beliebig  angenommene  Paar  konjugirter 
Punkte  aa  auf  dem  Träger  9t,  mit  /?  verbunden,  ein  Paar  kon- 
jugirter Strahlen  Ba  und  Ba  des  Strahlsyslems,  welches  dem 
l^lnkte  B zukommt,  und  cs  liegen  daher  Punktsystem  und  Strahl- 
system perspektivisch.  Die  drei  Punkte  aa  B sind  in  der  Weise 
mit  einander  verknüpft,  dass  je  zwei  von  ihnen  konjugirte  Punkte 
des  Netzes  sind,  oder  jeder  der  Pol  des  Verbindungsstrahles  der 
beiden  andern;  sowie  auch  das  von  solchen  drei  Punkten  gebil- 
dete Dreiseit  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  je  zwei  Seiten  konjn- 
girte Strahlen  des  Netzes  sind,  oder  jede  Seite  die  Polare  des 
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Schniltpunktes  der  beiden  übrigen ; solche  drei  Punkte  sollen  e i n 
Tripel  konjugirter  Punkte  und  ihre  drei  Verbindungslinien 
ein  Tripel  konj ugirter  Strahlen  des  Netzes  heissen.  Wir 
können  die  vorige  Eigenschaft  auch  umkehren:  Sind  h und  ^ 
irgend  zwei  konjugirte  Strahlen,  die  sich  in  B treffen  und  sind 
auf  diesen  Trägern  von  Punktsystemen  die  dem  Punkte  B kon- 
jugirten  Punkte  resp.  a und  a , so  ist  « der  Pol  von  ß und  a der 
Pol  von  hj  also  auB  ein  Tripel  konjugirter  Punkte  und  bß%  ein 
Tripel  konjugirter  Strahlen.  Ferner  folgt  aus  dem  Obigen:  Die 
Polaren  b von  särnnitlichen  Punkten  a einer  Geraden 
51  laufen  durch  ein  und  denselben  Punkt  B,  den  Pol 
der  Geraden  51  und  beschreiben  ein  Strahlhüschel, 
welches  mit  der  von  a durchlaufenen  Punklreihe  pro- 
jektivisch  ist  (weil  der  F^unkt  a und  der  Schnittpunkte  seiner 
Polare  b mit  dem  Träger  51  das  diesem  zugehörige  Punktsystem 
bilden),  und  umgekehrt:  Die  Pole  a sämmtlicher  durch 
einen  I'unkt  B gehenden  Strahlen  ß liegen  auf  einer 
Geraden  51,  der  Polare  des  Punktes  P,  und  beschreiben 
eine  mit  dem  von  ß beschriebenen  Strahlhuschel  pro- 
jcktivische  Punktreihe. 

Das  Involutions-Netz  kann  auf  folgende  Art  konstruirt  wer- 
den: Wenn  zwei  konjugirte  Strahlen  des  Netzes  und 
auf  jedem  das  ihm  zugehörige  Punktsystem,  oder  wenn 
zwei  konjugirte  Punkte  des  Netzes  und  in  jedem  das 
ihm  zugehörige  Strahlsystem  gegeben  sind,  so  ist  das 
Netz  vollständig  bestimmt.  Seien  51  und  5li  zwei  beliebige 
Gerade,  welche  konjugirte  Strahlen  des  Netzes  sein  sollen,  und 
luf  jeder  derselben  ein  Punktsystem  durch  zwei  Paare  konjugirter 
Punkte  gegeben,  so  wird  dem  Schnittpunkt  B2  der  Geraden  51 5(, 
in  der  ersten  Geraden  51  ein  bestimmter  Punkt  B^,  und  in  der 
zweiten  5Fi  ein  bestimmter  Punkt  B für  jedes  der  beiden  Punkt- 
systeme konjugirt  sein  (Fig.  82);  die  Verbindungslinie  BB^  oder 
5I2  "ird  die  F*olare  von  J?2  und  die  Punkte  B und  B^  werden 
die  Pole  von  51  und  5Fi  sein.  Um  zu  einer  beliebigen  Geraden 
5tj  den  I*ol  B.^  zu  Anden,  suchen  wir  zu  den  Schnittpunkten  a 
und  öj , in  welchen  5I3  die  Geraden  5t  und  5li  trifll,  die  konjugirten 
Ihinktc  a und  er,  auf,  dann  sind  Bu  und  2?,  er,  die  Polaren  von  a 
und  folglich  der  Schnittpunkt  [Ba,  or,)i==  der  gesuchte 
Pol  von  5X3*,  cs  ist  klar,  dass  derselbe  hiedurch  unzweideutig 

Schrütcr,  Tlieorie  <1.  Kcgelsclin.  ^8 
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bestimmt  wird  , und  rückwärts  findet  man  durch  dieselbe  Kon- 
struktion zu  jedem  beliebigen  Punkte  P3  die  Polare  ^3.  Diese 

(Fig.  82.) 


Konstruktion  zeigt  ferner,  dass,  wenn  wir  einen  veränderliclien 
Punkt  auf '^(3  bewegen,  seine  Polare  beständig  durcli  läuft; 
denn  BB^  und  -^1^4  trelfen  51  und  5(,  in  den  IMuikten  6 und 
und  da  jene  zwei  perspektivische  Slrablbüschel  beschreiben,  so 
sind  auch  die  von  h und  6,  durchlaufenen  Punklreiben  projekti- 
viscb;  die  zu  b und  6,  konjugirlen  Punkte  ß und  /3, , deren  Ver- 
bindungslinie die  gesuchte  Polare  5(4  ist,  beschreiben  also  auch 
zwei  projektivische  Punktreihen,  weil  im  Punktsystem  b und  ß, 
b^  und  ß^  projektivische  Punklreihen  beschreiben;  die  von  ß 
und  ßi  beschriebenen  Punktreihen  liegen  aber  perspektivisch, 
weil,  wenn  B_^  in  den  Sclmiltpunkt  (5(2,  fällt,  b nach  B^ 
und  6,  nach  B gelangt  und  die  zu  ihnen  konjugirlen  ß und  ß^ 
in.  T?2  Zusammenfällen;  die  Polare  läuft  also  durch  einen 

festen  Ihiukt,  und  dass  dieser  B^,  ist,  erhellt  unmittelbar;  denn 
gelangt  P,  nach  a,  so  ist  seine  l’olare  Ba,  und  gelangt  2^4  nach 
, so  ist  seine  Polare  also  der  Schnill]iunkt  beider,  d.  h. 

/?3  ist  der  feste  Punkt,  durch  welchen  die  veränderliche  Polare 
5(4  läuft.  Es  ist  zugleich  ersichtlich,  dass  die  von  B^  durchlau- 
fene Punktreihe  mit  dem  von  51 1 beschriebenen  .Strahl büsdiel 
projektivisch  ist,  denn  jene  liegt  perspektivisch  mit  der  Punkt- 
reihe b und  dieses  ist  perspektivisch  mit  der  Punktreihe  ß\ 
b und  ß sind  aber  konjngirti^  Punkte  eines  Punktsystems,  also  in 
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sich  projektivisch  (§  16);  folglich  ist  auch  die  von  beschriebene 
Punktreihe  mit  dem  von  beschriebenen  Slrahlbüschel  projek- 
tivisch. oder  wenn  wir  mit  den  Schnittpunkt  der  Polare  5I4  mit 
der  von  durchlaufenen  Geraden  bezeichnen,  so  durchlaufen 
B^  und  ©4  auf  einander  liegende  projektivische  Punktreihen;  es 
erhellt  nun  ferner,  dass  diese  ein  Punktsystem  erzeugen,  denn 
die  Polare  von  ©4  muss,  wie  wir  eben  bewiesen  haben,  durch 
den  Pol  von  ^4  gehen,  dieser  ist  aber  B^  nach  der  oben  ange- 
gebenen Konstruktion;  folglich  fallen  bei  den  beiden  auf  einander  * 
liegenden  projektivischen  Punktreihen  entsprechende  gleiche 
Strecken  verkehrt  auf  einander;  wir  haben  also  ein  Punktsystem 
auf  5I3  (§  10),  dessen  konjugirte  Punkte  B^  und  ©4  sind;  auf 
gleiche  Weise  erhalten  wir  ein  Strahlsystem  in  B^,  welches  mit 
diesem  Punktsystem  perspektivisch  liegt.  Jede  Gerade  ^3  wird  ' 
also  durch  die  angegebene  Konstruktion  in  ein  Punktsystem,  jeder 
Punkt  i?3  in  ein  Strahlsystem  verwandelt  und  beide  Systeme  lie- 
gen perspektivisch,  wenn  B^  und  ^(3  Pol  und  Polare  sind;  hier- 
durch werden  alle  für  das  Netz  geforderten  Bedingungen  erfüllt  und 
die  obige  Konstruktion  leistet  also  in  der  That  dasjenige,  was  wir  vom 
Involutions-Netze  forderten.  Nur  für  eine  einzige  Lage  der  Geraden 
3I3  wird  die  Konstruktion  illusorisch.  Wenn  nämlich  5I3  mit  5I2 
zusammenfidlt,  also  a nach  B^  und  o,  nach  B kommt,  mithin  er 
und  or^  in  B.^  zusammenliegen,  so  ergiebt  sich  zwar  B2  als  der 
Pol  von  al>er  das  Punktsystem  auf  512  und  das  Strahlsystem 
in  B2  werden  nicht  unmittelbar  durch  die  obige  Konstruktion  er- 
halten. Bedenken  wir  indessen,  dass,  wenn  für  irgend  eine  andere 
Gerade  513  ^3  konstruirt  ist,  auch  für  den  Schnittpunkt 

(510»  ^3)  tlie  Polare  die  Verbindungslinie  B^B^  sein  muss,  .so 
sehen  wir,  wie  zu  jedem  Punkte  der  Geraden  5I2  der  konjugirte 
in  dem  ihr  zugehörigen  Punktsystem  konstruirt  werden  kann,  also 
auch  wie  das  ganze  Punktsystem  auf  512  und  das  mit  ihm  per- 
spektivische Strahlsystem  in  B^  erhalten  wird;  hieraus  lasst  sich 
folgende  Konstruktion  ableitcn:  Um  zu  einem  beliebigen  Punkte 
Ü2  der  Geraden  5^2  den  konjugirten  c^2  erhalten,  ziehe  man 
durch  «2  h’gend  einen  Strahl,  welcher  in  a und  a,  die  Träger 
51  und  5l|  trifft;  sind  a und  die  konjugirten  Punkte  zu  a und 
a^  auf  diesen,  so  suche  man  den  Schnittpunkt  von  aa,  mit  5(2 
auf  und  nehme  den  ihm  zugeordneten  vierten  harmonischen  Punkt 
or.,,  indem  B und  B^  das  andere  Paar  zugeordneler  Punkte  ist; 
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dann  isl  der  gesuchte  konjiigirle  Punkt  zu  a^.  Diese  Kon> 
struktion  lehrt  zugleicli,  zu  irgend  einem  durch  gehenden 
Strahl  513  konstruiren,  welcher  auf  5I2 

muss;  sobald  nämlich  das  dem  Punkte  zugehörige  Strahlsystcm 
ermittelt  ist,  wird  der  gesuchte  Pol  der  Schnittpunkt  des  zu 
5I3  konjugirten  Strahls  in  diesem  Strahlsystem  mit  der  Geraden 
5(3  sein. 

Wir  erhalten  nach  dem  Vorigen  das  einem  beliebigen  Strahle 
5I3  des  Netzes  zugehörige  Punktsystem  sehr  einfach  dadurch,  dass 
wir  die  den  Schnittpunkten  (51513)  “ " (^1  ^^3)  = K^n- 

jugirten  Punkte  a und  «j  aufsuchen  und  ctB,  ct^B^  ziehen,  welche 
Strahlen  5(3  beziehungsweise  in  a und  trelTen  mögen;  dann 
sind  a und  a,  «,  und  Oj  zwei  Paare  konjugirter  Punkte  des  ge- 
suchten Punktsystems  auf  5I3  und  Ba,  B^a^  schneiden  sich  in 
dem  Pole  B.^\  da  nun  a und  a,  und  O]  die  Schnittpunkte  von 
zwei  Paar  Gegenecken  des  vollständigen  Vierecks  BB^B^B^  sind, 
so  muss  jeder  durch  diese  vier  Punkte  gelegte  Kegelschnitt  die 
Transversale  5I3  in  einem  Paar  konjugirter  Punkte  ihres  durch 
die  genannten  beiden  Paare  bestimmten  Punktsystems  trelfen, 
oder  umgekehrt  irgend  ein  Paar  konjugirter  Punkte  auf  dem 
Strahl  5I3  liegt  mit  den  vier  Punkten  ^2^3  einem  Kegel- 
schnitt. Nun  sind  B^  und  irgend  ein  Paar  konjugirter  Punkte 
B^  und  ©4  auf  5I3  ein  Tripel  konjugirter  Punkte  des  Netzes  und 
die  drei  Punkte  BB^B.^^  sind  auch  ein  Tripel  des  Netzes,  welches 
zwar  zur  Konstruktion  desselben  verwendet  ist,  aber  durchaus 
nichts  vor  jedem  andern  Tripel  hinsichtlich  der  Eigenschaften  des 
Netzes  voraus  hat;  wir  schliessen  daher  den  Satz: 

Irgend  zwei  Tripel  konjugirter  Punkte  des  Netzes 
liegen  allemal  auf  einem  Kegelschnitt,  und  die  Seiten 
<1  i e s e r beiden  Dreiecke  berühren  zugleich  einen  an- 
dem  Kegelschnitt. 

Das  Letztere  ist  bekanntlich  eine  unmittelbare  Folgerung  des 
Ersteren  (§  28),  ergieht  sich  aber  auch  hier  aus  der  Bemerkung, 
dass  die  sechs  Seiten  dieser  beiden  Dreiecke  die  Polaren  ihrer 
Ecken  sind.  Denn  wir  wissen,  dass  die  Polaren  einer  geraden 
Punktreihe  ein  Strahlbüschel  bilden,  welches  mit  jener  projekti- 
visch  ist  und  umgekehrt;  nehmen  wir  zwei  projektivische  gerade 
Punktreihen,  deren  Erzeugniss  ein  Kegelschnitt  ist,  so  werden 
die  beiden  Strahlbüschel  ihrer  Polaren  auch  projektivisch  sein 
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also  einen  neuen  Kegelschnitt  erzeugen;  dieser  ist  der  Ort  der 
Pole  von  den  Tangenten  des  erstereii  und  der  Reciprocität  wegen 
sind  seine  Tangenten  zugleich  die  Polaren  von  den  l^unkten  des 
ersteren,  also: 

Von  allen  Punkten  des  Netzes,  welche  aul'  einem 
K egelschnitt  liegen,  umhüllen  die  Polaren  einen  neuen 
Kegelschnitt  und  die  Punkte  des  letzteren  sind  zu- 
gleich die  Pole  von  den  Tangenten  des  ersteren;  solche 
zwei  Kegelschnitte  sind  (reciproke)  Polarfiguren  von  einander  in 
Bezug  auf  das  Netz.  Ein  Kegelschnitt  JV,  der  durch  zwei  Tripel 
des  Netzes  geht,  hat  daher  zu  seiner  Polarflgur  einen  neuen  Ke- 
gelschnitt welcher  von  den  sechs  Seiten  der  beiden  Tripel- 
dreiecke berührt  wird.  Ein  solcher  Kegelschnitt  enthält 
unendlich  viele  Tripel  des  Netzes;  denn  nehmen  wir  von 
irgend  einem  Punkte  p de.sselhen  die  Polare  des  Netzes,  so  muss 
sie  eine  Tangente  von  ^ sein,  und  schneidet  sie  den  ersten  Ke- 
gelschnitt K in  den  Punkten  s und  Gj  so  muss  die  Polare  des 
Punktes  s einmal  durch  p gehen  und  anderseits  eine  Tangente 
von  sein  und  ebenso  muss  die  Polare  von  g eine  der  beiden 
von  p an  den  Kegelschnitt  ^ gelegten  Tangenten  sein;  der  durch 
das  erste  Tripel  und  die  beiden  Punkte  p und  s gehende  Kegel- 
schnitt K muss  nun  den  dritten  Tripelpunkt  zu  p und  s enthal- 
ten, also  ist  pG  die  Polare  von  s und  ebenso  ps  die  Polare  von 
g;  der  Kegelschnitt  ^ ist  also  dem  Dreiseit  psG  einbeschrieben, 
sowie  der  Kegelschnitt  K diesem  Tripel  umschrieben  ist;  über- 
haupt schneidet  jede  Tangente  des  Kegelschnitts  Ä 
den  K in  zwei  konjugirten  Punkten  des  Netzes,  und 
jedes  Tangentenpaar  aus  einem  Punkte  von  A'  an  ^ ist 
ein  Paar  konjugirter  Strahlen  des  Netzes.  Diese  Eigen- 
schaft findet  auch  in  allgemeinerer  Weise  statt,  indem  es  auf 
einem  beliebigen  Kegelschnitt  in  der  Ebene  eines  Netzes  im  All- 
gemeinen unendlicb  - viele  Paare  konjugirter  Punkte  giebt,  deren 
Verbindungsstrahlen  einen  andern  Kegelschnitt  umhüllen,  und 
anderseits  unter  den  Tangenten  eines  beliebigen  Kegelschnitts  in 
der  Ebene  eines  Netzes  unendlich-viele  Paare  konjugirter  Strah- 
len desselben  Vorkommen,  deren  Schnittpunkte  auf  einem  neuen 
Kegelschnitt  liegen. 

Denken  wir  uns  einen  beliebigen  Kegelschnitt  K in  der  Ebene 
des  Netzes  und  nehmen  irgend  einen  Punkt  B desselben,  so  wiid 
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die  Polare  von  B den  K im  Allgemeinen  in  zwei  Punkten  b 
und  b'  treffen  von  solcher  Beschaffenheit,  dass  sowohl  B und  b, 
als  auch  B und  b'  je  ein  I*aar  konjugirter  Punkte  des  Netzes 
sind,  welche  auf  dem  gegehenen  Kegelschnitte  K liegen;  verän- 
dern wir  B auf  dem  Kegelschnitt  A",  so  erhalten  wir  unendlich* 
viele  solcher  Slrahlenpaare  Bb  und  Bb\  deren  Umhfdlungskurve 
ermittelt  werden  soll.  Zunächst  zeigt  sich,  dass,  wenn  wir  drei 
solcher  Paare  {B  und  31,  B^  und  3lj , B^  und  312  seien  Pole 
und  Polaren  des  Netzes  und  31  treffe  K in  b und  b\  3ti  in  6, 
und  b{,  3I2  in  b^  und  b.,)  beiiehig  herausnehmen,  diese  sechs 
Geraden  Bby  Bb\  B^b^,  ^2^2»  ^2^2  einen  Kegelschnill 

umhüllen;  die  beiden  Dreiecke:  BB^B^  und  das  von  den  Polaren 
31 3ti  3f2  gebildete,  liegen  nämlich  perspektivisch,  wie  aus  den 
Polareigenschaften  des  Kegelschnitts  (§31)  bekannt  ist  und  in 
gleicher  Weise  für  das  Netz  nachgewiesen  werden  kann  (§  57), 
so  dass  die  Schnittpunkte: 

[B^B^,  31)  = « {B^B,  31,)  = (BB^,  312)  = «2 

in  einer  Geraden  liegen;  nun  ist  früher  bei  anderer  Gelegenheit 
(§  48)  der  Salz  gefunden  worden: 

,,lst  einem  Kegelschnitt  K ein  Dreieck  BB^B^  einbeschrie- 
hen und  werden  die  Seiten  desselben  B^  B^^  B^B,  B von 
einer  beliebigen  Geraden  in  den  Ihinkten  « getroffen,  wird 
endlich  durch  jeden  dieser  Punkte  ein  beliebiger  Strahl  ge- 
zogen, der  den  Kegelschnitt  K beziehlich  in  dem  1‘unktenpaar 
bb^  \ b'b(\  b.^b^  trifft,  so  berühren  die  sechs  Strahlen  Bb,  Bb'\ 
B-tb^,  B^b^  einen  neuen  Kegelschnitt.“ 

Nachdem  hierdurch  bewiesen  ist,  dass  irgend  drei  Strahlen- 
paare von  der  beschriebenen  Art  denselben  Kegelschnitt  berüh- 
ren, denken  wir  uns  zum  Punkte  b die  Polare  des  Netzes  koii- 
slruirt,  welche  durch  B gehen  muss  und  ausserdem  in  c den  K 
treffe;  nach  dem  eben  bewiesenen  Satze  werden  dann  auch 

bB  7?,^/,  J^2^h  \ sechs  Tangenten  eines  Kegel- 

bc  B^b{  I^2^2\  Schnitts  sein,  sowie  vorhin: 

Bb  B^by  B^h.A 

Bb'  B^b{  7?2VJ 

Diese  beiden  Kegelschnitte  haben  nun  fünf  Tangenten  ge- 
mein: -5,6,,  B^b{,  B.^b.^,  B.^b.[  und  Bb,  welches  identisch  ist  mit 
bB\  folglich  sind  die  Kegelschnitte  seihst  identisch  und  alle  sieben 
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(lerailen:  Bb,  Bb\  bCrB^b^,  B^b(,  B^b^,  B-^b^'  berühren  einen 
uml  denselben  Kcgelscbnill.  Nehmen  wir  endlich  an  Stelle  des 
nillkülirlicli  gewählten  Paares  B.^b2  und  J&2V  h’gend  ein  anderes 
Paar',  so  gelten  dieselben  Schlüsse  und  der  vorhin  erhaltene  Ke- 
gelschnitt tritt  wieder  hervor,  weil  er  durch  die  fünf  übrigen 
Tangenten  schon  bestimmt  ist;  also  berühren  alle  möglichen 
Slrahlcnpaare  ^2^2*  ^2  V denselben  Kegelschnitt,  d.  h. : 

Sämmtliche  Geraden  Bb,  welche  je  zwei  konjugirte 
Punkte  des  Netzes,  die  auf  einem  gegebenen  Kegel- 
schnitt K liegen,  verbinden,  umhüllen  einen  andern 
Kegelschnitt  ■ Nehmen  wir  für  das  Netz  ein  gewöhnliches 
l*olarsystem  in  Hezug  auf  einen  Kegelschnitt  C,  so  sind  Bb  har- 
monisch gelegen  zu  den  Schnittpunkten  der  Geraden  Bb  mit  dem 
Kegelschnitt  C und  der  vorige  Satz  lässt  sich  so  aussprechen: 

Sind  zwei  beliebige  Kegelschnitte  in  der  Ebene  ge- 
geben, so  können  im  Allgemeinen  unendlich-viele  Ge- 
rade von  solcher  beschaffen  heil  gefunden  werden,  dass 
ihre  je  vier  Schnittpunkte  mit  den  beiden  Kegelschnit- 
ten harmonisch  gelegen  und  je  zwei  Schnittpunkte 
desselben  Kegelschnitts  zugeordnel  sind;  alle  diese 
Geraden  umhüllen  ein  und  denselben  neuen  Kegel- 
schnitt, weicher  insbesondere  auch  die  acht  Tangenten 
in  den  gemeinschaftlichen  Punkten  der  beiden  gege- 
benen Kegelschnitte  berührt  (§  27). 

Die  lieslimmung  der  Bedingungen,  unter  welchen  der  ge- 
fundene Kegelschnitt  reell  existirt  oder  nicht,  muss  dem  Leser 
überlassen  bleiben;  auch  knüpfen  sich  hieran  interessante  Fragen 
über  Vielecke,  welche  dem  Kegelschnitte  K einbeschrieben  und 
zugleich  dem  neuen  Ortskegelschnitt  umbeschrieben  sind,  indem 
man  von  B zu  b und  c und  von  c weitergehend  ein  solches 
Vieleck  bildet,  welches  sich  entweder  schlicssen  wird,  oder  nicht; 
die  Untersuchung  dieser  Fragen  w ürde  uns  von  der  gegenwärtigen 
Betrachtung  zu  weit  abführen.  Ein  besonderer  Fall  ist  in  den 
oben  gefundenen  Tripeidreiecken  enthalten,  welche  gleichzeitig 
einem  Kegelschnitt  um-  und  einem  andern  einbeschrieben  sind. 

Die  angegebene  Konstruktion  des  Netzes  lässt  alle  wesent- 
lichen Eigenschaften,  welche  wir  als  Polareigcnschaften  eines 
Kegelschnitts  kennen  gelernt  haben,  unabhängig  von  diesem  Kegel- 
schnitt selbst  hervortreten;  es  möge  hier  noch  eine  häuOger  be-. 
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mitzle  angeführt  werden.  Die  obige  Konstruktion  für  ein  beliebiges 
Paar  von  Pol  (i?3)  und  Polare  (^3)  liefert  für  den  Scbnittpunki 
(^2»  ^3)  ~ ^ Polare  (^2*  ^3)  ~ ^ dieser  Gera- 

den X zugehörige  Punktsystem  wird  durch  zwei  Paar  konjugirter 
Punkte  bestimmt,  indem  den  Punkten  und  die  Scbiiitl- 
punktc  von  X mit  und  5I3  konjugirt  sind  (Fig.  82) ; zu  einem 
beliebigen  Punkt  p auf  X wird  sich  also  der  konjugirte  tt  folgen- 
dermaassen  finden  lassen:  Man  ziehe  p B,  welches  ^(3  in  q treffe, 
qB^y  welches  BB.^  in  r treffe,  und  xr,  welches  durch  n gehen 
muss;  denn  in  dem  vollständigen  Viereck  Bqrx  treffen  zwei 
Seitenpaare:  Bx  und  qr,  Br  und  xqy  in  zwei  Paaren  konjugirter 
Punkte  des  obigen  Punktsystems  die  Transversale  B^B^,  folglich 
auch  das  dritte  Seitenpaar  Bq  und  rx  in  einem  Paar  konjugirter 
Punkte  desselben  Punktsystems;  es  ist  daher  rx  die  Polare  von 
p,  weil  sie  durch  x den  Pol  von  X und  den  konjugirlen  Punkt 
7t  geht;  hieraus  folgt,  dass  auch  p und  r konjugirte  Punkte  des 
Netzes  sind.  Nun  sind  aber  die  Punkto  p und  r so  auszu- 
drücken: 

{Bq,  B.^B^)  = p {B^q,  BB.^)  = r, 

und  da  B auf  der  Polare  von  B^,  q auf  der  Polare  von  B.^  liegt, 
so  sind  B UFid  B.^  ebenso  wie  q und  B^  zwei  Paare  konjugirter 
Punkte  des  Netzes;  da  diese  beiden  Paare  koFijngirter  Punkte 
sonst  ganz  unabhängig  von  einander  sind,  und  jede  zwei  anderen 
Paare  willkührlich  an  ihre  Stelle  gesetzt  werden  können,  so 
schliessen  wir  den  Satz: 

Hat  man  irgend  zwei  Paare  konjugirter  Punkte 
des  Netzes  a und  a,  b und  ß,  so  bilden  allemal  die 
Schnittpunkte: 

(ab,  aß)  — c {aß,  ab)  = y 

ein  drittes  Paar  konjugirter  Punkte  uml  diese  drei 
Paare  sind  die  sechs  Ecken  eines  vollständigen  Vier- 
seits. 

Die  der  auseinandei’gesetztcn  Konstruktion  des  Netzes  gleich- 
laufende, welche  von  zwei  beliebigen  Sti'alilsystemcn,  deren  Mit- 
telpunkte B und  By  als  kon)ugirte  Punkte  angenommen  werden, 
ausgeht,  bedarf  keiner  näheren  Auseinandersetzung. 

Anmerkung.  Wir  machen  noch  auf  eine  Betrachtung  auf- 
merksam, welche  zwar  nicht  in  den  systematischen  Gang  unserer 
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Untersuchung  passt,  weil  sic  das  Operationsfeld  der  Ebene  ver- 
lässt und  auf  die  Kugeloberfläclie  übergeht,  aber  besonders  ge- 
eignet erscheint,  das  Wesen  des  Netzes  an  einem  sehr  einfachen 
Falle  anzuscbaucn  und  aus  diesem  auf  die  Eigenschaften  des 
ebenen  Netzes  zu  scbliessen.  Wir  nennen  auf  der  Kngelfläcbe 
je  zwei  solche  Punkte  konjngirt,  welche  einen  Abstand  von  90“ 
von  einander  haben;  zu  einem  beliebigen  Punkte  x der  Kugel- 
(läcbc  gehören  also  unendlich -viele  konjugirte,  die  auf  einem 
grössten  Kreise  A',  dem  Aequator  zu  dem  Pole  x,  liegen;  auf 
diesem  grössten  Kreise  bilden  sodann  solche  Punktenpaare,  die 
um  90“  von  einander  abslehen,  ein  (elliptisches)  Punktsystem; 
ein  Tripel  konjiigirter  Punkte  heis.sen  solche  drei,  welche  die 
Ecken  eines  Kugeloktanten  sind;  je  zwei  grösste  Kreise,  deren 
Ebenen  rechtwinklig  zu  einander  stehen,  heissen  konjngirt;  zu 
einem  grössten  Kreise  giebt  cs  daher  unendlich- viele  konjugirte, 
welche  alle  durch  dieselben  beiden  diametral  gegenüber  liegenden 
Punkte  der  Kngclflächc  (Pole)  hindurchgehen;  alle  Paare  recht- 
winkliger Ebenen,  die  durch  denselben  Durchmesser  gehen,  bil- 
den ein  Ebenensystein  und  ihre  Schnitte  mit  der  Kugclfläche  ein 
Strahlsystem  grösster  Kreise;  ein  Tripel  konjiigirter  Strahlen  be- 
grenzt einen  Oktanten  der  Kugclfläche;  zu  einem  Pol  x gehört 
eine  bestimmte  Polare  X,  der  zugehörige  Aequator,  zu  diesem 
aber  Pol  und  Gegeiqiol,  die  Endpunkte  des  auf  der  Ebene  des 
Aequators  senkrechten  Kugeldurchmessers.  Projiciren  wir  vom 
Mittelpunkte  der  Kugel  das  Netz  der  Kugclfläche  auf  eine  belie- 
bige Ebene,  so  erhalten  wir  ein  Involutions-Netz  (besonderer  Art); 
Pol  und  Polare  werden  bestimmt  durch  einen  l)urchme.sser  und 
die  darauf  senkrechte  Diamctralebene  der  Kugel  und  hieraus  fin- 
den die  Eigenschaften  des  Involutionsnctzcs  unmittelbar  ihre  De- 
stätigung. 

§ 56.  Der  Kern -Kegelschnitt;  hyperbolisches  und 

elliptisches  Netz. 

Es  ist  von  besonderem  Interesse,  vermittelst  der  im  vorigen 
Paragraphen  angegebenen  Konstruktion  des  Netzes  solche  Punkte 
in  der  Ebene  desselben,  deren  Polaren  durch  sie  selbst  gehen, 
oder  solche  Strahlen,  deren  Pole  auf  ihnen  selbst  liegen,  sowie 
den  Ort  dieser  und  jener  zu  ermitteln.  Wir  treffen  jeden  Punkt 
der  Ebene,  indem  wir  eine  doppelte  Bewegung  ausführen,  ein- 
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mal  auf  einer  beliebigen  Geraden  ® einen  veränderlicben  INinkt 
bewegen  und  dann  diese  Gerade  um  einen  beliebigen  in  ihr  rest- 
gehaltenen  Punkt  herumdrehen.'  Wenn  nun  der  Punkt  B auf  der 
Geraden  @ sieh  bewegt,  so  beschreibt  seine  Polare  ein  Strahl- 
büschel, welches  im  veränderlichen  Punkte  B die  Gerade  @ trilTl. 
Die  Punkte  B und  B bilden  ein  Punktsystem,  und  wenn  dasselbe 
hyperbolisch  ist,  so  sind  seine  Asymptotenpunkte  von  der  verlangten 
lieschalTenheit,  dass  ihre  Polaren  durch  sie  selbst  hindurchgehen.  Ist 
ein  solcher  Asymptotenpunkt  s gefunden,  so  wird  für  jede  durch 
ihn  gehende  Gerade  hinsichtlich  desjenigen  Punktsystems  auf  ihr, 
welches  dem  Netze  zugehort,  dieser  Punkt  s allemal  ein  Asymptolen- 
punkt  sein,  und  indem  wir  die  Gerade  & um  den  Punkt  s drehen, 
haben  wir  nur  den  Ort  des  andern  Asymptoleiipunktes  aufzu- 
suchen, um  sämmtlicbe  Punkte  in  der  Ebene  des  Netzes  zu  er- 
halten, deren  Polaren  durch  sie  hindurchgehen.  Dies  geschieht 
also:  Sind  die  beiden  Asymptolenpunkte  auf  der  zuerst  ange- 
nommenen Geraden  @ (Fig.  83):  s und  l,  ein  beliebiger  Punkt 


(Fig.  83.) 


derselben  p und  Ireffe  seine  Polare  £ die  Gerade  ©in  q,  so  sind 
p und  q konjugirte  Punkte  des  Netzes,  liegen  also  harmonisch  zu 
den  Asymptotenjuinkten  s und  /;  ziehen  wir  eine  beliebige  andere 
Gerade  durch  .<?,  welche  in  a der  £ begegnen  mag,  und  sei  pa 
die  Polare  von  a,  d.  h.  « der  konjugirte  Punkt  zu  a in  dem  der 
Geraden  £ zugehörigen  Punktsystems  des  Netzes,  so  wird  der 
Schnittpunkt  von  sa  und  pa  der  konjugirte  Punkt  zu  a in  dem 
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' auf  sa  befindlichen  Punktsystem  sein,  also  der  vierte  liarinonisclie, 
dem  s zugeordnete  Punkt  x muss  der  andere  Asymptotenpunkl 
dieses  Punktsystems  sein,  von  dem  $ einer  ist;  um  den  vierten 
harmonischen  Punkt  x zu  finden,  haben  >vir  nur  at  zu  ziehen, 
denn  da  p q s t harmonisch  liegen  und  s a von  ct  p und  a q in 
einem  Paar  zugeordneter  Punkte  getroflen  wird,  s aber  der  Schnitt- 
punkt von  pq  und  sa  ist,  so  wird  der  vierte  harmonische,  dem 
s zugeordnetc  Punkt  der  Schnittpunkt  (s«,  ta)  sein;  drehen  wir 
jetzt  den  Strahl  sa  um  den  festen  Punkt  s,  so  ergiebt  sich  leicht 
der  Ort  des  Punktes  x;  denn  a und  ct  sind  konjugirte  Punkte 
des  auf  ^ befindlichen  Punktsystems  im  Netze,  beschreiben  also 
zwei  auf  einander  liegende  projektivische  Punklreihen,  sa  und  /« 
beschreiben  initlnn  zwei  projektivische  Strahlbüschel  und  der  Ort 
des  Punktes  x = {sa,  ict)  ist  also  ein  Kegelschnitt  Die  Tan- 
genten dieses  Kegelschnitts  in  den  Punkten  s und  t erhalten  wir, 
indem  wir  in  den  beiden  ihn  erzeugenden  projektivischen  Strahl- 
büsclieln  diejenigen  Strahlen  aufsuchen,  welche  den  in  der  Ver- 
bindungslinie der  Mittelpunkte  s t zusammenliegenden  Strahlen 
entsprechen;  wir  suchen  also  den  Punkt  r in  2 auf,  welcher  dem 
q konjugirt  ist,  oder  den  Pol  von  pq  im  Netze,  dann  sind  rs  und 
rt  die  Tangenten  des  Kegelschnitts  K\  dies  sind  offenbar  die  Po- 
laren der  Punkte  s und  i in  dem  Netze,  welche  durch  s und  l 
selbst  hindurchgehen  müssen;  folglich  ist  pqr  ein  Tripel  konju- 
girter  Punkte  nicht  nur  für  das  Netz,  sondern  auch  für  den, 
Kegelschnitt  A';  auch  ist  pet  die  Polare  von  a und  pa  die  Polare 
von  a für  den  Kegelschnitt  A’,  wie  für  das  Netz;  hieraus  folgt, 
dass,  wenn  wir  den  Schnittpunkt  (sr,pu)  mit  o:  verbinden,  diese 
Verbindungslinie  die  Tangente  im  Punkte  x für  den  Kegelschnitt 
K sein  muss,  auf  derselben  Linie  also  auch  der  Schnittpunkt 
(tr,  pa)  liegen  muss;  der  Punkt  [sr,  pa)  hat  im  Netze  zu  seiner  Po- 
lare sa  und  der  Punkt  {tr,  pa)  hat  im  Netze  zu  seiner  I’olare 
ta,  und  da  sich  sa  und  /a  in  o;  treffen,  so  ist  die  Verbindungslinie 
der  Schnittpunkte  {sr,  pa)  und  {tr,  pa)  die  Polare  des  Punktes  x 
im  Netze,  welche  nothw endig  durch  x selbst  liindiirchgehen  muss 
und,  wie  wir  eben  gesehen  haben,  die  Tangente  in  x am  Kegel- 
schnitt K ist.  Hieraus  ersehen  wir,  dass  für  sämmtliche  Punkte 
X des  gefundenen  Kegelschnitts  K die  Polare  des  jedesmaligen  x 
im  Netze  die  Tangente  dieses  Punktes  an  K ist,  und  hiernach 
können  wir  folgendes  Uesultat  ausspreclien: 
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Der  Ort  solcher  Dunkle  des  Netzes,  deren  Polaren 
durch  sic  selbst  gehen,  ist  i in  Allgemeinen  ein  be- 
stimmter Kegelschnitt  und  alle  solche  Strahlen  in 
der  Ebene  des  Netzes,  deren  Pole  auf  ihnen  selbst 
liegen,  umhüllen  denselhen  Kegelschnitt,  indem  ein 
Punkt  und  die  zugehörige  Tangente  dieses  Kegel- 
schnitts l*ül  und  Polare  des  Netzes  von  der  verlang- 
ten Art  sind.  Dieser  Kegelschnitt  enthält  die  Asymp- 
lotcnp unkte  aller  Punktsysteme,  >v eiche  auf  sämint- 
lichen  Geraden  in  der  Ebene  des  Netzes  Vorkommen, 
und  d i e T a n g e n t e n d i e s e s K c g e 1 s c h n i 1 1 s sind  zugleich 
die  Asymptoten  sämmtlichcr  Strahlsysteme  des  Netzes. 
Er  heisst  der  Kern  des  Netzes  und  dieses  ist  nichts 
anderes,  als  das  gesammte  Polarsystem  für  den  Kern- 
Kegelschnitt,  d.  h.  Pol  und  Polare  des  Kegelschnitts 
sind  allemal  Pol  und  Polare  für  das  Netz. 

Die  vorige  Untersuchung  ging  von  der  Voraussetzung  aus, 
dass  das  auf  der  willkührlich  angenommenen  Geraden  bclind- 
liche  Punktsystem  ein  hyperbolisches  sei  mit  den  Asymptoten- 
punkten s und  t;  wenn  dies  Punktsystem  aber  elliptisch  ist,  so 
fällt  die  Untersuchung,  welche  sich  wesentlich  auf  die  Realität 
der  Asymptotenpunkte  stützte;  wir  werden  also,  um  den  Kern- 
kcgelschnilt  zu  finden,  überhaupt  eine  solche  Gerade  @ in  der 
Ebene  aufzusuchen  haben,  deren  Punktsystem  im  Netze  ein  hyper- 
bolisches ist;  wenn  irgend  eine  solche  existirt,  so  gieht  es  un- 
endlich viele  und  der  Ort  ihrer  Asymptotenpunkle  ist  der  Kerii- 
kegelschnilt.  welcher  auf  die  angegebene  Art  konstruirt  werden 
kann.  Ob  es  aber  immer  eine  solche  Gerade  gehen  muss  oder 
ob  unter  Umständen  gar  kein  hyperbolisches  Punktsystem  im 
Netze  vorkornml,  werden  wir  aus  den  zur  Konstruktion  des 
Netzes  erforderlichen  Daten  erkennen  können  (§  55). 

Sind  die  auf  den  Trägern  51  und  5li , welche  konjiigirte  Strah- 
len des  Netzes  sein  sollen,  angenommenen  Punktsysteme  beide 
hyperbolisch  oder  auch  nur  eines  von  ihnen,  so  hat  nach  dem 
Vorigen  das  Netz  einen  reellen  Kern;  wenn  dagegen  beide  ge- 
gebenen Punktsysteme  elliptisch  sind,  so  ist  die  Frage  zu  ent- 
scheiden, ob  sonst  in  dem  Netze  hyperbolische  Punktsysteme 
Vorkommen,  oder  nicht.  Sei  der  Konstruktion  des  Netzes  gemäss 
(§  55)  der  Schnittpunkt  der  beiden  Träger  51  5fi  und  die 
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beiden  ihm  konjugirtcn  Puiikle  in  den  gegebenen  Piinklsysleinen: 
B auf  9t,  und  ff,  auf  9(,  also  (ffff,)  = 9l.j  die  Polare  von  ff.>, 
so  wird,  wenn  die  gegebenen  beiden  Punktsysteme  elliptisch  sind, 
auch  das  dem  Strahle  9t-,  /ugebörige  Punktsystem  des  Netzes 
elliptisch  sein;  um  dieses  zu  bestimmen,  nehmen  wir  auf  9( 
einen  beliebigen  Punkt  a zwischen  B.^B^  und  auf  91,  einen  be- 
liebigen Punkt  a,  zwischen  ff .j  ff , so  dass  die  Verbindungslinie  ««, 
also  nothwendig  in  einem  Punkte  ausserhalb  ff  ff,  den  Strahl 
91-2  trilTt  (Fig.  84);  die  konjugirtcn  Punkte  « «,  zu  « uml  a,  auf 
den  Trägern  9191,  der  beiden 
gegebenen  Punktsysteme  müs- 
sen, da  diese  elliptisch  sind, 
ausserhalb  ff.^  ff,  und  ausser- 
halb ffoff  liegen;  ihre  Verbin- 
dungslinie muss  also  auch  die 
dritte  Dreiecksseite  ff  ff,  in 
einem  Punkte  ausserhalb  ff  ff, 
treffen  und  der  vierte  harmo- 
nische, welcher  ct.^  ist,  liegt 
daher  zwischen  ff  und  ff,;  da  ^ 

nun  ff  ff,,  ein  Paar  konjugirter  Punkte,  getrennt  wird  durch  «20^2» 
ein  zweites  Paar  konjugirter  Punkte  des  auf  91,  betindlicben  Punkt- 
systems, so  ist  das  letztere  elliptisch;  in  gleicher  Weise  würden 
wir  gesehen  haben,  dass,  wenn  beide  gegebenen  Punktsysteme 
auf  9t  und  9(,  hyperbolisch  sind,  das  dritte  Punktsystem  auf  91.2 
elliptisch  sein  muss,  wenn  dagegen  eines  von  beiden  gegebenen 
Punktsystemen  auf  91  oder  91,  hyperbolisch,  das  andere  elliptisch 
ist,  alsdann  das  dritte  auf  9t.2  hyperbolisch  sein  muss.  Wir 
schliessen  hieraus: 

Von  den  drei  auf  c i n e m T r i p e I konjugirter  Strah- 
len des  Netzes  befindlichen  Punktsystemen  müssen 
entweder  alle  drei  elliptisch,  oder  eines  elliptisch 
und  die  beiden  andern  hyperbolisch  sein;  und  daher 
auch:  Von  den  drei  einem  Tripel  konjugirter  Punkte 
z u g e h ö r i g e n S t r a h 1 s y s t e m e n m ü s s^e  n e n t w e d e r a 1 1 e drei 
elliptisch  oder  eines  elliptisch  und  die  beiden  andern 
hyperbolisch  sein. 

ln  dem  zu  untersuchenden  Falle,  wo  alle  drei  den  Tripel- 
strahlen 9191,91.2  zugehörigen  Punktsysteme  elliptisch  .sind,  zeigt 


(Fig.  8-1.) 
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sich  nun,  dass  überhaupt  auf  jeder  Geraden  in  der  Ebene 
des  Netzes  das  ihr  zugehörige  Punktsystem  elliptisch  ist,  also 
kein  einziger  reeller  Punkt  des  Kcrnkcgelschnitls  exislirt.  Wir 
können  von  dem  Tripeldreieck  dessen  drei  Seilen  die 

drei  elliptischen  Punktsysteme  enthalten,  irgend  zwei  der  letzte- 
ren mit  ihren  Punktsystemen  als  zur  Konstruktion  des  Netzes 
gegeben  ansehen;  irgend  eine  Gerade  in  der  Ebene  kann  als- 
dann nur  zwei  wesentlich  verschiedene  Lagen  zu 'dem  Dreieck 
B^B^B  haben;  nämlich  1)  sie  schneidet  zwei  Dreiecksseiten  zwi- 
schen den  Eckpunkten,  die  dritte  in  der  Verlängerung,  oder  2)  sie 
schneidet  alle  drei  Seiten  in  ihren  Verlängerungen;  untersuchen 
wir  zunächst  den  ersten  Fall  und  nehmen  an,  5I3  treffen  B^B^ 
in  a und  B^  B in  «j  zwischen  den  Eckpunkten  des  Dreiecks 
{Fig.  85);  das  Punktsystem  des  Netzes  auf  51;,  v'ird  dadurch  bc- 


(Fig.  85.) 


stimmt,  dass  wir  zu  a und  die  konjugirten  Punkte  a und  «, 

nehmen  und  die  Schnillpunkto  der  Verbindungslinien  ctB  mit 
(den  Punkt  a)  und  er,  mit  5t,  (den  Punkt  a,)  aufsuclieri;  die 
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))ciJen  Paare  a,  a und  , a|  sind  koiijugirle  Punkte  des  Punkt- 
systems auf  5I3.  Pa  nun  a notlnvendig  ausserhalb  der  Strecke 
2^2 Hegen  muss,  weil  das  auf  gegebene  Punktsystem  ellip- 
tisch ist,  so  kann  Ba  die  Gerade  51^  nur  in  der  endlichen  Strecke 
zwischen  Oj  und  Oj  treffen  (oj  ist  der  Schnittpunkt  von  5(>  mit  5t,), 
und  da  ebenso  ar,  ausserhalb  /?2^  Hegt,  so  kann  die  Ge- 
rade 5^3  nur  in  den  Theilen  von  « durch  cx>  bis  a.y  treffen;  das 
Stück  zwischen  aa^  bleibt  beidemal  verschont  und  die  Punkte 
a a,  a a,  Hegen  also  so,  dass  das  eine  Paar  konjugirter  Punkte  oa 
durch  das  andere  o,a,  getrennt  wird;  das  Punktsystem  auf  5I3 
ist  also  elliptisch;  dasselbe  Raisonnement  bleibt  bestehen,  wenn 
5(3  eine  solche  Lage  hat,  dass  sie  zwei  andere  Seiten  des  Tripel- 
dreiecks zwischen  den  Ecken  und  die  dritte  in  der 

Verlängerung  trifft;  im  zweiten  Falle  nun,  wenn  die  Punkte  « 
und  Oj  ausserhalb  B^B^  und  B^li  Hegen,  müssen  a und  «,  zwi- 
schen B^B^  und  B^B  Hegen;  der  Strahl  Bet  kann  also  513  nur 
in  dem  Theile  von  a,  (durch  cx>)  bis  treffen  und  B^  or,  nur  in 
dem  Theile  von  bis  «;  der  Theil  o«,  bleibt  also  wiederum 
verschont  und  die  Schnittpunkte  a und  a.  Hegen  wie  früher  so, 
dass  das  eine  Paar  konjugirter  Punkte  «a  durch  das  andere  Paar 
o,a,  getrennt  wird;  das  Punktsystem  auf  5(3  ist  also  wieder  ellip- 
tisch; da  aber  die  Gerade  5I3,  wie  sie  auch  in  der  Ebene  liegen 
mag,  nothwendig  eine  der  beiden  untersuchten  Lagen  haben  muss, 
so  folgt,  dass  alle  Punktsysteme,  die  im  Netze  Vorkommen,  ellip- 
tisch sind  und  also  auch  alle  Strahlsysteme. 

Wir  unterscheiden  hiernach  zwei  wesentlich  verschiedene 
Arten  des  Netzes: 

a)  Das  elliptische  Netz  enthfdt  nur  elliplische  Punkt- 
systeme auf  allen  Geraden  und  daher  auch  nur  elliptische  Strahl- 
systeme in  allen  Punkten  der  Ebene  (da  jedes  Strahlsystem  mit 
dem  ihm  zugehörigen  Punktsystem  auf  der  Polare  perspektivisch 
Hegt  und  also  gleichartig  ist). 

b)  Das  hyperbolische  Netz  enthält  theils  elliptische,  theils 
hyperhoHsche  Punktsysteme  und  ebenso  Strahlsysteme;  hei  einem 
Tripel  konjugirter  Strahlen  und  Punkte  sind  immer  zwei  Systeme 
hyperbolisch  und  das  dritte  elliptisch;  die  Asymptotenpunkte  aller 
Punktsysteme  Hegen  auf  dem  Kernkegelschnitt  und  die  Asymp- 
toten aller  Strahlsysteme  berühren  denselben  Kernkegelschnitl; 
das  Netz  ist  (|as  gewöhidiche  Polar.system  für  dieseii  Kegelschnitt. 
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Ein  PuiikU^ystein  hat,  wenn  es  hyperbolisch  ist,  zwei  reelle 
Asyinptolenpnnkle,  welche  dasselbe  vollkoininen  hesliminen,  und 
umgekehrt  zwei  reelle  Punkte  einer  Geraden,  als  die  Asyinplolen- 
pnnkte  eines  hyperbolischen  Punktsystems  aufgefasst,  werden  durch 
die.ses  Punktsystem  vertreten;  dagegen  wenn  das  Punktsystem 
elliptisch  ist,  hat  cs  keine  reellen  Asymptotenpunkte  und  ist 
nichtsdestoweniger  ein  völlig  reelles,  in  ganz  gleicher  Weise  koii- 
struirhares  Gebilde,  von  dem  wir  der  Uebcrcinsüminung  wegen 
sagen,  dass  es  zwei  imaginäre  Asymptotenpunkte  hat;  durch  das 
elliptische  Punktsystem  wird  also  ein  imaginäres  Punkteiipaar  ver- 
treten; — analogerweise  haben  wir  in  dem  Involutionsnetz  ein 
völlig  reelles,  immer  in  derselben  Art  konstruirbares  Gebilde,  wel- 
ches, wenn  es  hyperbolisch  ist,  einen  reellen  Kegelschnitt,  seinen 
Kern,  vertritt  und  von  dem  wir  wiederum  der  üebereinstimraung 
wegen,  wenn  es  elliptisch  ist,  sagen,  es  habe  einen  imaginären 
Kern,  so  dass  das  elliptische  Netz  einen  imaginären  Kegel- 
schnitt vertritt.  Wir  verstehen  hiernach  unter  einem  imaginären 
Kegelschnitt  den  Kern  eines  elliptischen  Netzes  und  operircn  mit 
dem  Netze,  dessen  wesentliche  Eigenscharten  bestehen  bleiben  un- 
abhängig davon,  ob  der  Kern  reell  oder  imaginär  ist.  Es  ist 
ersichtlich,  dass  es  für  die  synthetische  Behandlung  geometrischer 
Probleme  von  grosser  Bedeutung  ist,  ein  völlig  reelles  Gebilde  zu 
besitzen,  welches  an  Stelle  eines  imaginären  Kegelschnitts  zu 
setzen  ist. 

Nehmen  wir  zur  Bestimmung  eines  Netzes  zwei  hyperbolische 
Punktsysteme  auf  den  Trägern  51  j , die  konjugirte  Strahlen  des 

Netzes  sein  sollen,  und  sei  dem  Schnittpunkt  der  Träger  z auf 
dem  ersten  der  Punkt  y,  auf  dem  andern  der  Ihinkt  x konjiigirt, 
seien  ferner  die  Asymptotenpunkte  des  ersten  Punktsystems  aa, 
die  des  zweiten  bß,  so  kann  man  zwei  neue  Punktsysteme  aus 
denselben  Punkten  bilden,  die  elliptisch  sind,  indem  man  einmal 
X und  y,  a und  a,  das  andere  Mal  z und  x,  b und  ß als  Paare 
konjugirter  Punkte  aiiffasst,  die  jedesmal  ein  elliptisches  Punkt- 
system erzeugen,  weil  sie  harmonisch  gelegen  sind.  Dadurch  hat 
man  auf  jedem  der  Träger  zwei  Punktsysteme,  ein  hyperbolisches 
und  ein  elliptisches,  und  indem  man  zwei  auf  verschiedenen  Trä- 
gern befindliche  zur  Bildung  eines  Netzes  verwendet,  was  auf  vier 
Arten  geschehen  kann,  erhält  man  vier  verschiedene  Netze,  die  in 
eigenthfimiicher  Verbindung  mit  einander  stehen ; i|me  Kernkegel- 
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schnitte  sind  nämlich  vier  harmonisch-zugeordnete  Kegel* 
schnitte  {§  54),  von  denen  drei  reell,  der  vierte  imaginär  ist; 
wenn  wir  nämlich  die  PunkLsysleme  auf  den  beiden  Trägern  durch 
(Ä)  [e]  (Äj)  (e,)  bezeichnen  und  die  vier  Verbindungen: 

{A)(A,).  (/-)(«,).  W(A,),  W(«,) 

auf  den  konjiigirten  Trägern  zur  Erzeugung  der  Netze  ver- 
wenden, so  werden  die  drei  ersten  Netze  hyperbolisch,  das  letzte 
elliptisch. 

Die  Richtigkeit  der  obigen  Behauptung  folgt  unmittelbar  aus 
der  Konstruktion  der  vier  Mittelpunkte  dieser  Netze;  denn  da  xyz 
ein  gemeinschaftliches  Tripel  für  alle  ist,  so  sind  sie  voUkommen 
bestimmt,  sobald  man  noch  den  Mittelpunkt  kennt;  seien  und 
jtt,  die  Mittelpunkte  von  (A)  und  (A,),  so  geht  aus  § IG  hervor, 
dass  der  Mittelpunkt  v des  Systems  (e)  der  vierte  harmonische  zu 
zyfi,  dem  y zugeordnete  und  ebenso  der  Mittelpunkt  a',  des 
Systems  (e^)  der  vierte  harmonische  zu  dem  p,  zugeordnete 

Punkt  ist,  folglich  haben  wir: 

{x(i,  yfi^)  = {x(i,yv^)  = ^' 

{xv,  yv^)  = aJl'"  {xv,  yf^^)  = 
als  Mittelpunkte  dieser  vier  Netze.  Dies  ist  aber  nach  § 54 
(Eig.  79)  genau  die  Lage  der  vier  Mittelpunkte  von  vier  harmo- 
nisch-zugeordneten  Kegelschnitten,  welche  das  Tripel  xyz  ge- 
meinschaftlich haben. 

Wir  mü.ssen  jetzt  noch  einige  Specialitäten  erwähnen:  Beim 
hyperbolischen  Netz  wird  die  doppelt- unendliche  Schaar  von  Ge- 
raden in  der  Ebene,  welche  theils  elliptische,  theils  hyperbolische 
Punktsysteme  enthalten,  in  diese  beiden  Gattungen  getrennt  durch 
eine  einfach-unendliche  Reihe  von  solchen  Geraden,  welche  para- 
bolische Punktsysteme  enthalten;  wir  haben  ein  praholisches  Punkt- 
system einen  solchen  speciellen  Fall  des  hyperbolischen  genannt, 
bei  welchem  die  beiden  Asymptotenpunkte  zusammenfalien ; es 
hat  die  Eigenthiimlichkeit,  dass  zu  diesem  Doppelpunkte  jeder 
beliebige  andere  Punkt  der  Geraden  als  konjugirter  und  wiederum 
zu  jedem  beliebigen  Punkt  der  Geraden  der  Doppelpunkt  als  konju- 
girter anzusehen  ist;  für  alle  diejenigen  Geraden,  welche  Tangenten 
des  Kernkegelschnitls  sind,  ist  also  das  zugehörige  Punktsystem  ein 
parabolisclies  und  sie  bilden  die  genannte  Grenze.  Anderseits 
giebt  es  unter  den  doppelt  unendlich -vielen  Punkten  der  Ebene, 
deren  Stralilsysteme  theils  elliptisch,  theils  hyperbolisch  sind,  ^ine 
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(niifacli- unendliche  Reilic  solcher  Punkte,  deren  Stralilsysteine 
parabolisch  werden;  dies  sind  die  Punkte  des  Kernkcgelsciiiiifts 
und  sie  bilden  die  Grenze  zwischen  dem  einen  und  dem  andern 
Gebiet;  in  jeder  Tangente  des  Kernkcgelschnitts,  welche  ein 
parabolisches  Punktsystem  des  Netzes  enthält,  ist  der  Rcrfihrungs- 
punkt  der  Doppelpunkt  des  Systems  und  für  jeden  Punkt  des 
Kernkcgelschnitts,  welcher  ein  parabolisches  Strahlsystem  ent- 
hält, ist  die  Tangente  der  Doppelstrahl  desselben. 

In  besonderer  Weise  vereinfacht  sich  das  parabolische  Netz, 
wenn  wir  von  den  beiden  erzeugenden  Punktsystemen  eines  pa- 
rabolisch annehmen;  sei  das  Punktsystem  auf  ^ parabolisch,  so  ist 
der  Doppelpunkt  desselben  (Fig.  80),  weil  er  zu  jedem  belie- 


totenpunkten  s und  t,  so  zeigt  die  frühere  Konstruktion  des  Kern- 
kegelschnitts, dass  dasselbe  in  das  Linienpaar  B^s  und 
degeiicrirt;  von  jeder  beliebigen  Geraden  in  der  Ebene  wird  der 
Pol  der  feste  Punkt  und  von  jedem  beliebigen  Punkte  in  der 
Ebene  geht  die  Polare  durch  B^  ; das  Strahlsystem , welches  in  B^ 
seinen  Mittelpunkt  hat  und  mit  dem  auf  5Ii  gegebenen  Punktsystem 
perspektivisch  liegt,  schneidet  daher  sämmlliche  Geraden  in  der 
Ebene  in  denjenigen' Punktsystemen,  welche  ihnen  im  Netze  zu- 
gehoren;  wenn  dagegen  zweitens  das  auf  51,  gegebene  Punktsystem 
elliptisch  ist,  so  reducirt  sich  der  Kernkegelschnitt  auf  den  ein- 
zigen Punkt  B^;  alle  Punktsysteme  sind  elliptisch  mit  .\usnahnie 
derjenigen,  welche  auf  den  durch  B^  laufenden  Strahlen  liegen, 
und  diese  sind  sännntlich  parabolisch;  wir  können  auch  sagen. 


(Fig.  86.) 


\ 


Ingen  Punkte  der  konjugirte  ist 
mithin  auch  zu  B^,  dem  Schnitt- 
punkte (51,  51,);  die  Polare  5I2  von 
i?2,  welche  verbindet,  wird 
alsdann  nach  der  Konstruktion  des 
Netzes  ein  Punktsystem  enthalten, 
welches  ebenfalls  paraboliscb  ist 
und  seinen  Doppelpunkt  in  B^  hat ; 
um  den  Kern  eines  solchen  beson- 
deren Netzes  zu  fmdeii,  kommt  es 
darauf  an  zu  wissen,  ob  das  zweite 
auf  51,  gegebene  Punktsystem  hy- 
perbolisch oder  elliptisch  ist;  wenn 
es  hyperbolisch  ist  mit  den  Asymp- 
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(lass  .sich  in  diesem  Falle  der  Kernkegelschnilt  auf  ein  imaginäres 
Linienpaar  rcducirt,  dessen  reeller  Doppelpunkl  /?,  ist,  indem 
dieses  Linienpaar  von  den  imaginären  Asymptoten  des  in  /?, 
hefindlichen  elliptischen  Slrahlsystems  gebildet  wird.  In  dem 
Falle,  wo  der  Kernkegelschnitt  des  Netzes  sich  auf  ein  reelhis 
Linienpaar  oder  einen  Punkt  (imaginäres  Linienpaar)  rcducirt, 
heisst  das  Netz  ein  parabolisches.  Das  parabolische  Netz  be- 
steht also  eigentlich  aus  nichts  anderem,  als  einem  gewöhnlichen 
ebenen  Strahlsystem. 

Werden  beide  erzeugenden  Punktsysteme  parabolisch  ange- 
nommen mft  den  Doppelpunkten  J?,  B,  so  zieht  sich  der  Kern- 
kegelschnitt  anstatt  auf  ein  Linienpaar  auf  eine  einzige  doppelt  zu 
zählende  Gerade  BB^  zusammen;  nehmen  wir  an,  dass  von  den 
beiden  erzeugenden  Punktsystemen  eines  parabolisch  mit  dem  Dop- 
pelpunkt i?|,  das  andere  hyperbolisch  sei  und  einen  Asymploten- 
purikt  in  JP,  habe,  dieser  also  der  Schnittpunkt  der  beiden  Träger 
wird,  so  ist  das  Netz  unbestimmt  und  verlangt  zu  seiner  völligen 
Bestimmung  noch  ein  weiteres  Datum.  Gehen  wir  von  der  Be- 
stimmung des  Netzes  durch  zwei  Strahlsystcmc  aus,  deren  Mittel- 
punkte ziigeordnelc  Punkte  sein  sollen,  so  ergeben  sich  analoge 
besondere  Fälle,  wenn  wir  eines  derselben  parabolisch  wählen. 
Der  Kcrnkegelschnitl  rcducirt  sich  auf  ein  reelles  oder  imaginäres 
Punktenpaar,  dessen  Träger  immer  reell  ist,  oder  wenn  beide 
Strahlsysteme  parabolisch  sind,  auf  einen  einzigen  doppelt  zu  zäh- 
lenden Punkt.  Wir  kehren  nach  diesen  Besonderheiten  wieder  zu 
dem  allgemeinen  Involutionsnclz  zurück. 

§ 57.  Verschieden©  Bestimmungs  - Arten  des  Netzes. 

Wenn  wir  als  bestimmende  Eleniente  des  Netzes  anuehmen: 
1)  ein  Paar  konjugirter Punkte  oder  Strahlen,  2)  cinPiinkLsysteiu,  wel- 
ches zwei  Paare  konjugirter  Punkte  vertritt,  oder  ein  Slrahlsyslem, 
3)  ein  Paar  Pol  und  Polare,  welches  ebenfalls  zwei  Paar  kon- 
jugirter Punkte  oder  Strahlen  vertritt,  endlich  4)  ein  Tripel  kon- 
jugirter Punkte  oder  Strahlen,  welches  drei  Paar  konjugirter 
Punkte  oder  Strahlen  vertritt,  so  lassen  sich  diese  Elemente 
in  mannichfacher  Weise  zur  Bestimmung  des  Netzes  zusammen- 
stellen ; von  diesen  Bestimmungsarten  wollen  wir  einige  hier  an- 
füliren,  und  zwar  nur  solche,  die  das  Netz  eindeutig  bestim- 
men. 

29* 
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Die  im  § 55  zur  Konstruktion  des  Netzes  angenommenen  ße- 
stimmungsstücke  waren: 

1)  zwei  konjugirte  Strahlen  des  Netzes  und  ^j) 
und  auf  jedem  das  Punktsystem,  welches  dem  Netze 
zugehören  soll,  oder  auch  zwei  konjugirte  Punkte  und  in 
jedem  das  zugehörige  Strahlsystein  des  Netzes.  Hieraus  ergieht 
sich  sofort  eine  zweite  Bestimmungsart  durch 

2)  ein  Tripel  konjugirter  Punkte  BB^B^  des  Netzes 

und  eine  beliebige  Gerade  mit  dem  ihr  zugehörigen 
Punktsystem;  denn  die  drei  Verbindungslinien:  = 

{B^B)  — (BB^)  = 5(2  mögen  die  Gerade  ^3  in  den  Punkten 

or/j  »2  beziehlich  treffen;  seien  die  drei  konjugirten  Punkte  zu 

diesen  in  dem  auf  3(3  gegebenen  Punktsystem  aa^o2,  so  treffen 

* 

sieb  aB,  a,Bf,  ct.^B^  in  einem  Punkte  B^,  dem  Pol  von  ^3,  und 
zugleich  treffen  sie  51^,512  in  solchen  Punkten  aQja2,  welche  auf 
diesen  drei  Geraden  konjugirt  sind  den  Punkten  aa^a2;  da  nun 
je  zwei  Tripelpunkte  ausserdem  ein  zweites  Paar  konjugirter 
Punkte  sind,  so  kennen  wir  die  Punktsysteme  auf  zwei  konjugir' 
teil  Strahlen  des  Netzes,  also  nach  1)  das  ganze  Netz.  In  ana- 
loger Weise  ist  das  Netz  bestimmt  durch  ein  Tripel  konjugirter 
Strahlen  und  ein  beliebiges  Strahlsystem  B.^,  welches  dem  Netze 
zugehören  soll;  ferner  ergieht  sich,  dass  es  auch  bestimmt  wird 
durch 

3)  ein  Tripel  konjugirter  Punkte  BB^B^  und  ein 
beliebiges  Paar  Pol  und  Polare  B.^  und  ^3;  denn  möge 
die  beiden  Verbindungslinien  B^B^  und  B^BXn  a und  a,  treffen  und 
seien  die  Schnittpunkte  {BB.^,  B^B^)  ^ a,  {B^B^,  B^B)  = 

so  sind  a und  sowie  und  konjugirte  Punkte  des 
Netzes,  und  da  auch  zwei  Tripelpunkte  immer  konjugirt  sind,  so 
kennen  wir  die  PunkLsysteme  auf  zwei  konjugirten  Strahlen  des 
Netzes,  mithin  nach  1)  das  ganze  Netz.  Umständlicher  wird  schon 
die  Bestimmung  des  Netzes  durch 

4)  ein  Tripel  konjugirter  Punkte  BB^B^  und  zwei 
beliebige  Paare  p und  tt,  p,  und  tt,  , w elche  konjugirte 
Punkte  sein  sollen,  liier  können  wir  so  verfahren,  dass  wir 
durch  n eine  beliebige  Gerade  logen,  dieselbe  als  Polare  von  p 
auffassen,  wodurch  dann  nach  3)  das  Netz  bestimmt  ist,  und  für 
das  so  bestimmte  Netz  die  Polare  zu  konstruiren;  verändern  wir 
dann  die  durch  n angenommene  Gerade,  so  verändert  sich  auch 


Das  Involations-Netz  (Polarsystem).  §57. 


453 


die  zuletzt  konstruirte  Polye;  sobald  es  vorkomtnt,  dass  .sie  durch 
den  gegebenen  Punkt  tt,  gebt,  ist  das  Netz  den  gegebenen  Be- 
dingungen gemäss  bcstiniint.  Die  dabei  eintretende  Veränderung 
lässt  sich  aber  leicbt  überschauen,  wenn  wir  folgende  Bemerkung 
vorausschicken : Das  Punktsystem  auf  einer  Geraden  ist  durch  zwei 
Paar  konjugirtcr  Punkte  a und  ct,  h und  ß bestimmt  und  zu  einem 
dritten  Punkte  c kann  der  konjugirte  y nach  § 15  so  gefunden 
werden  (Fig.  87):  durch  c ziehe  man  eine  beliebige  Gerade,  nehme 


(Fig.  87.) 


auf  ihr  zwei  Punkte  P und  Q an,  suche  die  Schnittpunkte: 

[Pa,  Qb)  = R [Pß,  Qa)  = S, 

dann  geht /?  Ä durch  y,  wegen  der  Eigenschaft  des  vollständigen 
Vierecks  PQRS,  dessen  Seiten  von  einer  Transversale  in  sechs 
Punkten  einer  Involution  geschnitten  werden;  wenn  wir  nun  von 
den  vier  zur  Bestimmung  des  Punktsystems  erforderlichen  Punk- 
ten aabß  drei  aa  und  b festhalten,  den  vierten  ß aber  verän- 
dern, so  variU’t  das  Punktsystem  und  zu  dem  festen  Punkt  c ge- 
hört jedesmal  ein  anderes  y;  aus  der  Konstruktion  geht  aber 
hervor,  dass  bei  der  Bewegung  von  ß,  während  die  Punkte 
aab  c P Q festgehalten  werden,  auch  R fest  bleibt,  S dagegen  .sieb 
verändert,  indem  es  auf  Qu  eine  mit  ß perspektivisch  liegende 
Punktreihe  durchläuft;  y durchläuft  wiederum  eine  mit  Ä perspek- 
tivische Punktreihe,  also  beschreiben  auch  ß und  y zwei  auf- 
einanderliegende projektivische  Punktreihen,  deren  Doppelelemente 
«und  a werden.  Dies  v<»rausgeschickt,  sei  nun  das  ge- 

gebene Tripel,  also  [B.^B^)  = ^ und  [B.^B)  = 51,  konjugirte  Strah- 
len; 51  werde  von  pB  und  p^B  in  a und  b getroffen,  51,  dagegen 
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von  pB^  und  p^B^  in  o,  und  wenn  wir  durch -tt  eine  belie- 
bige Gerade  2 ziehen,  welche  und  5(,  in  « und  er,  trilTl  und  nun 
auf  das  durch  die  Paare  B^B^  und  aa,  dagegen  auf  das 

durch  die  Paare  B^B  und  er, er,  hestiininte  Punktsystem  auffassen 

und  in  dem  ersten  zu  b den  konjugirten  Punkt  ß,  in  dem  andern 
zu  />!  den  konjugirten  Punkt  bestimmen,  so  ist  ßß^  die  Polare 

von  ; indem  wir  nunmehr  die  Gerade  2 um  den  Punkt  n drehen, 

verändern  sich  ct  und  or,  und  mit  ihnen  ß und  j5, ; aus  der  vor- 
ausgeschickten Ilidfshetrachtung  geht  hervor,  dass  ß und  ct  projek- 
tivische  Punktreihen  beschreiben,  deren  Doppelelemente  B^  und  B^ 
sind ; ebenso  beschreiben  und  projektivische  Punktreihen  mit 
den  Doppelpunkten  J3.,  und  B \ a und  a,  durchlaufen  aber  perspek- 
tivische Punktreihen,  deren  Projektionspunkt  n isl,  folglich  be- 
schreiben auch  ß und  ß^  projeklivische  Punktreihen  auf  den  Trä- 
gern ^ und  21,  und  dieselben  liegen  perspektivisch,  denn  wenn 
a nach  B^  kommt,  so  geht  auch  a,  dahin,  nach  dem  Vorigen 
aber  auch  ß und  ß^ , mithin  fallen  in  den  Schnittpunkt  der  Träger 
entsprechende  Punkte  der  projcktivischen  Punktreihen,  diese  liegen 
daher  perspektivisch,  also  ßß^  läuft  durch  einen  festen  Punkt  o, 
der  durch  zwei  beliebig  gewählte  Lagen  für  2 leicht  zu  kon- 
struircu  ist;  auch  sehen  wir,  dass  diese  Polare  /3/3,  = 2,  des 
Punktes  />,  ein  Strahlhüschel  beschreibt,  welches  projektivisch  bl 
mit  dem  von  2 beschriehenen;  durch  den  letzten  gegebenen 
Punkt  TT,  gieht  es  also  nur  eine  einzige  Gerade  2j , nämlich  die 
Verbindungslinie  7t^o  (es  müsste  <leiui  der  besondere  Fall  ein- 
Iretcn,  dass  tt,  mit  o zusammenüele,  dann  wäre  das  Netz  unbe- 
stimmt); ziehen  wir  nach  der  Konstruktion  des  Punktes  o,  n^o 
und  nehmen  diese  Gerade  als  1‘olare  von  p^ , so  ist  das  Netz  durch 
dies  l’aar  Pol  und  Polare  und  durch  das  Tripel  BB^B.^  nach  3) 
völlig  bestimmt  und  genügt  olfenhar  den  verlangten  Iledingungen; 
das  Netz  ist  also  im  Allgemeinen  vollkommen  und  eindeutig  be- 
stimmt durch  die  gegebenen  ßestimiuungsstücke  und  die  Konstruk- 
tion dessfdhen  aus  der  vorigen  lletrachlung,  wenn  auch  ein  wenig 
umständlich , doch  allein  mittelst  des  Lineals  ausführbar.  Am  ein- 
fachsten gestaltet  sich  diese  Konstruktion,  wenn  wir  für  die  eine 
Lage  von  2 die  Gerade  nB  und  für  die  andere  Lage  nB^  neli- 
inen;  dann  fällt  das  eine  Mal  nach  /?,  folglich  auch  ßf  nach 

B,  das  andere  Mal  « nach  B^  und  auch  ß nach  Z?,  und  der  Punkt 
0 wird  auf  folgende  Art  gefunden:  Sind  das  Tripel  B.,B^B  und 
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(las  Paar  konjugirter  Punkte  />,  n gegeben,  so  ziehe  man  B 
BB^  und  Bp,  Bn^  wodurch  man  zwei  Paar  Strahlen  erhält, 
welche  ein  Strahlsystem  bestimmen,  und  suche  den  zu  Bp^  kon- 
jugirten  Strahl  dieses  Strahlsystems;  zweitens  ziehe  man  B^B.^, 
B^B  und  B^p,  B^%,  wodurch  man  zwei  Strahlenpaare  eines  an- 
dern Strahlsystems  erhält,  in  welchem  man  den  dem  Strahle  B^p^ 
konjugirten  aufsuchc;  dieser  und  der  vorige  in  dem  Strahlsystem 
(B)  schneiden  sich  im  gesuchten  Punkt  o;  man  erhält  auch  ein 
drittes  Strahlsystem  in  B^  durch  die  Strahlenpaare  B2B,  B^  B^ 
und  B^p,  B^n  und  der  zu  B^p^  konjugirte  Strahl  des  letzten 
Strahlsystems  muss  ebenfalls  durch  o gehen.  Hieraus  ergiebt  sich 
der  Satz:  Für  alle  Netze,  welche  ein  Tripel  BB^B^  und 
ein  Paar  konjugirter  Punkte  p,n  gemeinschaftlich 
haben,  laufen  die  Polaren  ein  und  desselben  Puiiktes(p,) 
durch  einen  festen  Punkt  (0)  (§61). 

5)  ZweiTripel  konjugirter  Punkte  BB^  B^  und.ß‘.ßj’  B.^ 
enthalten  mehr  Elemente,  als  zur  Bestimmung  des  Netzes  er- 
forderlich und  ausreichend  sind;  wenn  diese  sechs  Punkte  aber 
d.er  Bedingung  genügen,  dass  sie  auf  einem  Kegelschnitt  liegen 
(§  55),  so  ist  wiederum  das  Netz  vollkommen  und  eindeutig  durch 
sie  bestimmt;  es  genügt  alsdann,  zu  seiner  Konstruktion  das  Tripel 
BB^B^  und  das  Paar  Pol  und  Polare:  B^  und  B^^B^  zu  wählen, 
wodurch  nach  3)  das  Netz  bestimmt  >%ird,  dann  müssen  B^^  und 
B.^  von  selbst  ein  Paar  konjugirter  Punkte  sein. 

An  die  in  1)  enthaltene  Entstehungsweise  des  Netzes  durch 
zwei  Punktsysteme,  deren  Träger  oder  zwei  Strahlsysteme,  deren 
Mittelpimkte  konjugirte  Elemente  sind,  knüpft  sich  noch  eine  neue 
Beslirnmiingsart  durch  ein  Punktsystem  und  ein  Strahlsystem, 
welche  perspektivisch  liegen  und  Pol  und  Polare  des  Netzes  lie- 
fern; hierdurch  allein  ist  aber  das  Netz  noch  nicht  völlig  bestimmt; 
zu  seiner  Bestimmung  ist  noch  erforderlich  ein  Paar  konjugirter 
Punkte  oder  Strahlen;  also: 

6)  e i n S t r a h 1 s y s t e m m i t d e m M i 1 1 e 1 p u n k t .ß,  (1  a s auf 
einer  beliebigen  Geraden  durch  das  Strahlsystem 
ausgeschnittene  Punktsystem,  die  Bedingung,  dass  B 
und  Pol  und  Polare  des  Netzes  seien  mit  den  ihnen 
zugehörigen  Systemen,  und  endlich  noch  ein  beliebiges 
Paar,  konjugirter  Punkte  />,  n bestimmen  das  Netz  vollstän- 
dig; Irelfc  nämlich  pn  die  Gerade  ^ in  s und  sei  c der  kon- 
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jugirte  Punkt  In  dem  auf  gegebenen  Punktsystem,  so  wird  Bo 
die  Polare  von  s sein,  also  prc  ivi  einem  solchen  Punkte  o trefTeii, 
dass  pn,  so  zwei  Paar  kon jugirte  Punkte  sind,  welche  das  dem 
Netze  zugehörige  Punktsystem  auf  dieser  Geraden  bestimmen; 
nehmen  wir  daher  irgend  ein  Paar  konjiigirter  Punkte  B^  B.,  des 
auf  gegebenen  Punktsystems,  so  haben  wir  ein  Tripel 
und  ausserdem  ein  Punktsystem  auf  pn,  wodurch  das  Netz  nach 
2)  bestimmt  ist;  in  gleicher  Weise  ist  das  Netz  bestimmt,  sobald  • 
Pol  und  Polare  mit  ihren  Systemen  und  ein  beliebiges  Paar  kon- 
jugirter  Strahlen  gegeben  sind. 

7)  Zw  ei  beliebige  Paare  von  Pol  und  Polare:  .ß  und 5f, 
i9jund5l|,  und  ein  Paar  konjugirter  Punkte/?,  tc  bestim- 
men das  Netz  ebenfalls  eindeutig;  sei  der  Schnittpunkt  (5t,  5ti)  = B.^ 
und  die  Verbindungslinie  {B  B^)  = 5(2»  so  sind  also  auch  B.^  und 
5(2  ein  Paar  Pole  und  Polare;  bezeichnen  wir  die  Schnittpunkte 
(51512)  = B und  (5l|  5t.,)  = B, , so  haben  wir  auf  5X2  zwei  Paar 
konjugirter  Punkte und  i^’iBj,  also  das  ganze  dem  Netze  zu- 
gehörige Punktsystem  und  zugleich  das  mit  ihm  perspektivische 
Strahlsystem  in  B.^,  welches  dem  Netze  zugehört,  weil  B^  der 
Pol  von  5X2  ist;  wir  haben  nun  ausserdem  noch  ein  Paar  konjugir- 
ter Punkte  pn,  wodurch  nach  dem  vorigen  Falle  6)  das  Netz  voll- 
ständig und  eindeutig  bestimmt  wird. 

8)  Drei  b e 1 i e b i g e P a a r e v 0 n I*  o 1 und  Polare:  B und  5X, 
B^  und  5Xi»  B.^  und  5X2  enthalten  mehr  Elemente,  als  zur 
Bestimmung  des  Netzes  erforderlich  sind;  wir  können  indessen 
die  Abhängigkeit  dieser  sechs  Stücke  ermitteln,  welche  stattrmden 
muss,  damit  sie  das  Netz  bestimmen,  ohne  sich  zu  widersprechen. 
Nehmen  wir  B und  5X,  B^  und  5X,  und  den  Punkt  B^  willkühr- 
lich  an  (Fig.  88),  so  ist  die  Verbindungslinie  [B  B^)  = 5X3  die  Polare 
des  Schnittpunktes  (5X5X|)  = B^\  das  Punktsystem  auf  5X3  ist  be- 
stimmt durch  zwei  Paare  konjugirter  Punkte:  B und  den  Schnitt- 
punkt 33  = (5X5X3),  und  den  Schnittpunkt  58,  = (5X,  5X3);  ziehen 
wir  ^2^3»  muss  der  Pol  dieser  Geraden  auf  5X3  liegen  und 
der  konjugirte  Punkt  0 zu  dem  Schnittpunkte  s sein,  in  welchem 
B.^B.^  die  5I3  trilTl;  es  sind  also  B.,  und  a konjugirte  Punkte, 
d.  h.  die  Polare  von  B.^  muss  durch  0 gehen;  sic  ist  mithin  nicht 
mehr  vollkommen  frei,  sondern  muss  durch  einen  bestimmten,  von 
den  beiden  andern  I*aaren  Pol  und  Polare:  .ß  und  51,  B^  und  5X, 
und  dem  Punkt  B.^  abhängigen  festen  Punkt  0 gehen;  ziehen  wir 
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durch  <y  eine  beliebige  Gerade  5(2  als  Polare  von  so  ist  jetzt 
das  IN'etz  bestimmt  und  die  Abhängigkeit  der  drei  Ibinkle  ß ß.^ 


(Fig.  88.) 


/ 

/ 


und  ihrer  Polaren  von  einander  stellt  sich  “in  folgender 

W eise  heraus:  der  Schnittpunkt  (5(  ß\.  Schnitt- 
punkt sei  ß und  es  mögen  sich  Bß  und  B^ß^  in  0 trclTen, 

dann  gehen  in  dein  vollständigen  Viereck  ßoß^B.^  zwei  Seilen- 
paare durch  die  Punkte  /?33  und  des  auf  ?(.j  belindlichcn 

Punktsystems,  vom  dritten  Seitenpaar  geht  ein  Theil  ßß^  durch  a, 
folglich  der  andere  B^o  durch  den  konjugirten  Punkt  s,  d.  li. 
Bß,  B^ß^,  B.^B.^  schneiden  sich  in  einem  Punkte;  nun  sind 
aber  BB^  B.^  die  Ecken  eines  Dreiecks  und  B-^ßß^  die  Ecken  des 
von  den  drei  Polaren  5l9fi^l2  gebildeten  Dreiseils;  diese  beiden 
Dreiecke  liegen  also  perspektivisch  § 31)  und  es  gilt  der  Salz: 
Hat  man  in  einem  Netze  drei  beliebige  Punkte  BB^B., 
und  deren  drei  Polaren  welche  sich  paarweise 

in  den  Punkten  = B2,  (^i5l2)  = B,  (?l2^)  = B,  schnei- 

den, so  liegen  die  beiden  Dreiecke  BB^B.^  und  BBjB, 
(lerspekti visch,  d.  h.  B'R^  schneiden  sich  in 

einem  Punkte.  Hieraus  folgt  die  gleichbedeutende  Bedingung, 
dass  die  Schnittpunkte  von  mit  B^  B^,  mit  B^B  und  ^{2  mit 
B B^  drei  Punkte  in  gerader  Linie  sein  müssen.  Um  dann  zu 
irgend  einem  Punkte  P in  der  Ebene  die  Polare  S zu  konstruiren, 
kann  man,  wie  leicht  nachzuweisen  ist,  in  folgender  Weise  ver- 
fahren: Man  ziehe  PB,  welches  5fi  in  trilTt,  und  PB^,  wel- 
ches in  ß IrelTe,  dann  wird  {ßß^,  BB^)^x  ein  Punkt  der 
Polare  £ sein;  bestimmt  man  in  gleicher  Weise  die  Schnittpunkte: 
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(Ph\,  ^2)  (^^2.  ^1)» 

SO  Irilll  ilirt;  Verhiiidiinj^slinie  /?,  in  y einem  zweiten  l*iinkle  der 
gesndilen  Polare  diese  ist  also  schon  bekannt;  man  kann  noch 
einen  dritten  Punkt  z von  ihr  finden,  indem  man  die  Schnitt- 
punkte: 

{PB^,  51)  {PB,  %,) 

verbindet  und  diese  Verbindungslinie  bis  zum  Schnittpunkte  mit 
/? /?2  verlängert,  welcher  z ist.  Die  drei  Punkte  xyz  liegen  auf 
einer  (ieraden  S.  Nun  können  wir  auch  rückwärts  schliesseii : 
Wenn  die  zur  Bestimmung  des  Netzes  gegebenen  drei  Paare  Pole 
und  Polaren,  //und  51,  B^  und  5lj , B.^  und  5(2,  der  Bedingung 
genügen,  dass  die  beiden  Dreiecke  BB^B^  und  5151,5(2  bezieh- 
licb  perspektivisch  liegen,  dann  ist  ein  Netz  durch  sie  vollstän- 
dig und  eindeutig  bestimmt. 

0)  Zwei  beliebige  Punktsysteme  auf  den  Trägern 
5(  und  51, , welche  nicht  k o n j u g i r t e Strahlen  sein  sollen, 
lind  irgend  ein  Paar  konjugirter  Punkte  p,  n bestimmen 
das  Netz;  sei  B^  der  Schnittpunkt  der  beiden  Geraden  5l5(i,  dann 
ist  die  Verbindungslinie  derjenigen  beiden  Punkte  der  Träger, 
welche  ihrem  Schnittpunkte  konjiigirt  sind  in  den  gegebenen  Punkt- 
systemen, die  Polare  von  B.^',  auf  der  Verbindungslinie  pn  ken- 
nen wir  nur  dies  eine  Paar  konjugirter  Punkte;  wäre  uns  das 
ganze  Punktsystem  auf  dieser  Geraden  bekannt  und  bezeichnen 
wir  ihren  Schnittpunkt  mit  51  durch  , mit  5(j  durch  B,  so 
hätten  wir  auch  die  Polaren  von  B und  B^ , indem  wir  die  ihnen 
konjiigirten  Punkte  in  den  beiden  Paaren  von  Punktsystemen  ver- 
binden, deren  Träger  sich  einmal  in  B,  das  amlere  Mal  in  /?, 
trelfen,  wir  hätten  dann  also  drei  Paare  Pole  und  Polaren,  welche 
der  in  8)  gefundenen  Bedingung  Genüge  leisten;  sei  uäinlicli 
(Fig.  89)  in  dem  auf  51  gegebenen  Punktsystem  dem  B.,  konjugirt 
ß.,,  dem  7?|  konjugirt  in  dem  auf  51,  gegebenen  Punktsystem 
dem  B.,  konjugirt  b.^,  dem  B konjugirt  ß und  endlich  in  dem  auf 
der  Verbindungslinie  (^7?j)  = 5(2  angenommenen  Punktsystem  dem 
B konjugirt  6,  dem  B^  konjugirt  /?, , so  i.st  die  Polare  von  B.^'. 
b.yß.,,  von  B:  bß,  von  />, : b^ß^;  es  müssen  nun  die  Seilen  dieses 
Polardreiseils  die  entsprechenden  Seiten  des  Dreiecks  BByB.^  in 
drei  Punkten  einer  Geraden  IreHen,  nämlich  {b.^ß},  BB^)  = n.^, 
{bß,  7?,  B.,)  = o,  (/>,  ß^,  B.,  B)  = 0| ; von  diesen  drei  auf 
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einer  rferadcii  liegenden  l'iiiiklen  o o,  isl  einer,  nändicii  o.„ 
gegeben  als  der  Scimillpunkl  der  durch  die  beiden  Punklsyslenie 

(Fig.  89.) 


aid'  bekniinleii  Polare  von  mit  der  Verbindungslinie  i>n\ 
vvir  kruiiien  also  durch  den  bekannten  Punkt  02  eine  veränder- 


slinimt  wird , und  für  dieses  so  bestimmte  .Netz  zu  dem  gegebenen 
festen  Ihmkte  p den  konjugirten  Punkt  auf  bestimmen;  mit  der 
Veränderung  von  2 verändert  sich  aucli  der  zuletzt  konstruirte 
Punkt  und  es  wird  nur  einmal  Vorkommen,  dass  er  mit  dem  ge- 
gebenen Punkte  tc  zusammenfällt;  durch  diese  besondere  Lage  der 
Geraden  £ ist  alsdann  das  Netz  allen  ßedingungen  der  Aufgabe 
gemäss  bestimmt.  Es  ist  leicht  in  der  Figur  zu  verfolgen, 
wie  sich  mit  der  Drehung  von  2 um  das  durch  sie  bestimmle 
Punktsystem  auf'SI.^,  also  auch  der  dem  festen  Punkt jedesmal 
konjugirte  Punkt  p verändert,  ln  der  That  0 und  o,  beschreiben 
zwei  perspektivische  l^uuktreihen  auf  und  , also  /y,  0,  und 
ßo  zwei  projektivische  Slrahlbüschel , die  Punkte  und  b zwei 
projektivische  PunktreihetJ  auf  5L  der  Art,  dass,  wenn  /3,  nach  B 
gelangt,  b nach  /?,  kommt  und  zugleich,  wenn  |3,  nach  /?,  kommt, 
h nach  B gelangt,  also  und  b erzeugen  bei  der  Dewegung 
selbst  ein  neues  Punktsystem,  von  dem  ^ und*.P,  ein  Paar  kon- 
jugirler  Punkte  ist.  Nun  bestimmen  die  beiden  Paare  Bb  und 
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dasjenige  Punktsyslem  auf  ^2»  welches  der  dem  festen 
Punkt  p konjugirte  p bestimmt  werden  muss;  nach  der  bekannten, 
schon  öfters  angewandten  Konstruktion  eines  sechsten  Punktes  der 
Involution  ziehen  wir  durcli  p irgend  eine  Gerade,  nehmen  zwei 
beliebige  l*unkte  P und  Q derselben,  bestimmen  die  Schnittpunkte: 

(PB,QB,)  = R ; [Pß,,Qb)=^S, 

dann  trifll  RS  die  Gerade  5I2  in  dem  gesuchten  Punkte  p.  Bei 
der  auszufülirenden  Bewegung  wird  nun  R fest  bleiben  und  S 
einen  Kegelschnitt  beschreiben,  weil  b und  |3j  projektivische 
Punktreihen  durchlaufen;  dieser  Kegelschnitt  gehl  durch  und  Q, 
aber  auch  durch  R,  weil,  wenn  ßy  nach  B gelangt,  b nach  J?, 
kommt;  folglich  beschreibt  ÄS  ein  Strahlbüschel,  welches  mit  PS 
projektivisch  ist,  also  auch  mit  der  Punktreihe  ßi  und  ö,  daher 
mit  Oj,  0 und  schliesslich  mit  dem  von  der  Geraden  2 erzeugten 
Strahlbüschel;  der  Schnittpunkt  p der  Geraden  RS  mit  5lo  be- 
schreibt daher  eine  Punklreihe,  welche  mit  dem  durch  die 
Bewegung  von  2 hervorgerufenen  Strahlbüschel  projektivisch  ist. 
Nachdem  diese  projektivische  Beziehung  erkannt  und  durch  eine 
einfache  Konstruktion,  zu  welcher  man  nur  des  Lineals  bedarf, 
hergestellt  ist,  leuchtet  es  ein,  dass  nur  für  eine  einzige  bestimmte 
Lage  von  2 der  veränderliche  Punkt  p mit  dem  gegebenen  n zu- 
sammenfallen kann,  und  diese  Lage  von  2 ist  durch  die  bekannte 
projektivische  Beziehung  allein  mittelst  des  Lineals  zu  erinitleln, 
indem  man  zu  dem  gegebenen  Punkte  tc,  als  der  Punktreihe  (p) 
angehörig,  den  entsprechenden  Strahl  des  Slrahlbüschcls  J2)  auf- 
sucht.  Hierdurch  wird  nun  die  letzte  gegebene  Bedingung  erfüllt, 
dass  p und  tt  konjugirte  Punkte  des  Netzes  seien;  das  Netz  ist 
also  vollständig  und  eindeutig  durch  die  oben  angegebenen  Stücke 
bestimmt.  Die  Konstruktion  wird  zwar  in  vollständiger  Aus- 
führung etwas  umständlich,  aber  ohne  alle  Schwierigkeit  und  ist 
alleiri  mittelst  des  Lineals  zu  bewerkstelligen. 

In  analoger  Weise  ist  das  Netz  durch  zwei  beliebige  Strahl- 
systeme (/?)  und  (Äj),  deren  Mittelpunkte  nicht  konjugirte  Punkte 
sein  sollen,  und  ein  beliebiges  Paar  konjugirter  Strahlen  /,  k voll- 
ständig und  eindeutig  beslimint. 

10)  Drei  beliebige  Punktsysteme  auf  den  Trägern 

^2  t'iithalten  mehr  Klemente,  als  zur  Bestimmung  des 
Netzes  ausreichend  sind;  wir  können  indessen  aus  dem  Vorigen 
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die  Bedingung  ermitleln,  welche  erfüllt  werden  muss,  damit  das 
Netz  durch  dieselben  bestimmt  wird  und  die  Bcslimmiingsstücke 
keinen  Widerspruch  involviren.  Es  ist  nämlich  schon  in  9)  an- 
gegeben, da.ss,  wenn  für  den  Schnittpunkt  (5lj  beiden 

konjugirten  Punkte  auf  diesen  Trägern  b und  ß,  für  den  Schnitt- 
punkt (*312  91)  die  konjugirten  Punkte  und  |3j,  endlich  für  den 
Schnittpunkt  (*3(^,)  die  konjugirten  Punkte  und  sind,  die 
drei  Verbindungslinien  bß,  b^ß^y  b.^ß^  die  Polaren  jener  drei 
S(‘.hnittpunkte  sein  werden  und  daher  die  drei  Ihmkte: 

{bß.  3J)  (6, ft,  3t,)  (b,ß,,  31,) 

in  einer  Geraden  liegen  müssen.  Ist  diese  Bedingung  für  die 
Lage  der  drei  Punktsysteme  erfüllt,  so  beslimmen  sie  ein  Netz, 
dessen  Konstruktion  aus  8)  sich  ergiebt. 

11)  Ein  Punktsystem  auf  dem  Träger  51,  ein  Paar 

Pol  und  Polare:  und  51,  und  ein  Paar  konjugirter 

Punkte  p und  n bestimmen  das  Netz;  sei  nämlich  der  Schnitt- 
punkt (5151,)  = s und  sein  konjugirter  Punkt  a in  dem  auf  51 
gegebenen  Punktsystem,  so  wird  B^a  die  Polare  von  s sein  und 
51,  in  einem  solchen  Punkte  l treffen,  dass  B^st  ein  Tripel  kon- 
jugirter Punkte  ist;  nehmen  wir  auf  51,  irgend  ein  Paar  konjugirter 
Punkte  7C^p^  des  gegebenen  Punktsystems,  so  haben  wir  zur  Keniil- 
niss  des  Netzes  ein  Tripel  und  zwei  Paar  konjugirter  Punkte,  wo- 
durch also  das  Netz  be.slimmt  wird  und  nach  4)  zu  konstruiren  ist; 
dass  dabei  die  Punkte  />,  tt,  mit  einem  Tripelpunkte  (s)  in  gerader 
Linie  liegen,  ändert  im  IVesentlichen  nichts  in  der  Konstruktion. 

In  analoger  Weise  winl  das  Netz  bestimmt  durch  ein  Paar 
Pol  und  Polare,  ein  Strahlsystem  und  ein  beliebiges  Paar  kon- 
jugirter Strahlen. 

12)  Ein  Punktsystem  auf  dem  Träger  51  und  drei 
beliebige  Paare  konjugirter  Punkte  />  und  7t,  p,  und  7t^, 
p.^  und  7t.^  bestimmen  das  Netz;  um  es  zu  konstruiren,  können 
wir  in  folgender  Weise  verfahren:  Nach  einem  früher  (§  55) 
bewiesenen  Satze  sind,  wenn  p,  n und  x,  | irgend  zwei  Paare 
konjugirter  Punkte  sind,  allevpal  die  Schnittpunkte: 

{px,7t'i)=^y  [pl,nx)=:ri 

ein  drittes  Paar  konjugirter  Punkte,  und  in  dem  vollständigen 
Viereck  pnx^  geht  die  Verbindungslinie  yr\  durch  die  beiden 
vierten  harmonischen  Punkte,  welche  zu  dem  Schnittpunkte  der 
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beiden  Geraden  pn  und  zugeordnet  harmonisch  liegen,  indem 
das  zweite  Paar  zugeordneter  Punkte  einmal  das  andere 

Mal  ist;  wählen  wir  nun  für  p-x  das  erste  gegebene  Paar 
konjngirter  IMinkte  und  für  x^  ein  beliebiges  Paar  konjugirler 
Punkte  des  auf  dem  Träger  gegebenen  PunkLsystenis,  so  werden, 
indem  wir  das  letztere  Paar  verändern,  sich  auch  die  Punkte 
y und  7/  verändern,  ihre  Verbindungslinie  aber  durch  einen 
festen  Punkt  o auf  px,  den  vierten  harmonischen,  dem  Schnitt- 
punkte mit  51  zugeordneten  Punkt  gehen.  Die  Punkte  y und  »/ 
beschreiben,  wie  leicht  zu  sehen  ist,  ein  und  denselben  be- 
stimmten Kegelschnitt  weil  px  und  x^  projektivische  Strahl- 
büschel beschreihen  und  in  ihnen  auch  p^  und  xx  entsprechende 
Strahlen  sind;  jeder  durch  o gehende  Strahl  trifft  daher  diesen 
vollständig  hestimmten  und  leicht  herziistellcnden  Kegelschnitt  ^ 
in  einem  Paar  konjngirter  Punkte  des  zu  konstruirenden  Netzes. 
Setzen  wir  an  Stelle  des  Punktenpaares  px  das  zweite  gegebene 
Punktenpaar  p^  x,  und  operiren  mit  ihm  in  ganz  derselben  Weise, 
so  erhalten  wir  einen  zweiten  Kegelschnitt  und  einen  Punkt  o, 
auf;)j7r,  von  solcher  DeschalTenhcit,  dass  jeder  durch  o,  gehende 
Strahl  den  Kegelschnitt  in  einem  Paar  konjngirter  Punkte  des 
Netzes  trifft.  Ziehen  wir  nun  die  Verbindungslinie  oo,  und  möge 
sie  den  Kegelschnitt  ^ in  s und  a,  den  in  und  t reifen, 
so  hallen  wir  auf  ooj  zwei  Paare  konjngirter  Punkte  des  Netzes, 
welche  auf  dieser  Geraden  das  ganze  dem  Netze  zugehörige  Punkt- 
system bestimmen;  da  ausserdem  die  Gerade  51  mit  dem  ihr  zu- 
gehörigen Punktsysteme  gegehen  ist,  so  haben  wir  nunmehr  zwei 
bekannte  Puiiktsy.steme  auf  den  Trägern  51  und  oo, , ausserdem 
noch  ein  Paar  konjugirter  Punkte  und  durch  diese  Stücke 

ist  das  Netz  nach  9)  vollkommmen  bestimmt.  Es  ist  hierbei  noch 
der  Fall  zu  berücksichtigen,,  dass  eines  oder  beide  Punklenpaare 
.«?(?,  welche  zur  Destimminig  des  Punktsystems  auf  oo,  dienen, 
imaginär  werden  können;  in  diesem  Falle  werden  sie  vertreten 
durch  die  elliptischen  Punktsysteme,  welche  dem  Träger  oo,  in 
Dezug  auf  die  bekannten  Kegelschnitte  und  zugehören;  auch 
in  dem  reellen  Falle  können  die  Punktenpaarc  sa,  5,  Oj  durch 
die  hyperbolischen  Punktsysteme  vertreten  werden,  welche  dem 
Träger  oo,  in  Dezug  auf  die  beiden  Kegelschnitte  ^ und  zu- 
gehören; diese  beiden  Ihmktenpaare  haben  nun  im  Allgemeinen 
ein  gemeinschaftliches  Paar  korijugirter  Punkte,  welches  .sowohl 
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zu  s6,  als  auch  zu  5,  (T,  liarmonisch  liegc'u  muss,  also  die  Asymp- 
(oteupunktc  des  neuen  PunkLsystenis  liefert,  dessen  ßeslimimiiig 
durch  die  Paare  sa  und  s,  <>j  gegeben  wird.  Wir  schliessen  daher: 
Wenn  die  beiden  Punktsysteme  auf  dem  Träger  oo^  — oder  aucli 
nur  eines  — elliptisch  sind,  so  suchen  wir  ihr  gemeinscliafliiches 
Paar  koiijugirter  Punkte  (§§  16  und  31);  dieses  ist  notliwendig 
reell,  sobald  eines  oder  beide  Punktsysteme  elliptisch  sind;  wir 
nehmen  dieses  Paar  zu  den  Asymptotenpunkten  eines  dritten  hy- 
perbolischen Punktsy.stems,  welches  auf  dem  Träger  oo,  dem  zu 
bestimmenden  Netze  zugehört,  und  haben  daher  in  jedem  Falle 
eine  völlig  reelle  Konstruktion  des  Netzes. 

In  analoger  Weise  wird  das  Netz  bestimmt  durch  ein  Strahl- 
system und  drei  beliebig  liegende  Paare  koiijugirter  Strahlen. 

13)  Ein  Paar  Pol  und  Polare:  5 und  51,  und  ausser- 
dem drei  beliebige  [Paare  konju girier  FMinkte/iund  n, 
und  TTj,  p2  und  bestimmen  das  Netz;  um  es  zu  konslruimi, 
bemerken  wir,  dass  zu  dem  Punkte  B jeder  beliebige  Punkt  der 
Polare  51  als  koiijugirter  zu  betrachten  ist;  nehmen  wir  daher 
einen  beliebigen  Punkt  p auf  der  Geraden  51  und  bestimmen  die 
Schnillpunkle  [Bp,  Ttp)  = x,  {Bn,  pp)  = |,  so  sind  nach  dem 
oben  angezogenen  Satze  auch  x und  ^ konjugirte  Punkte  des 
Netzes,  und  wenn  wir  p auf  der  Geraden  51  verändern,  so  erhal- 
ten wir  unendlicb  viele  Paare  koiijugirter  Punkte  x und  von 
denen  der  eine  eine  Punktreibe  auf  Bp,  der  andere  auf  Bn 
durchläuft,  und  beide  Punktreiben  sind  olTenbar  projekliviscb,  weil 
sie  beide  mit  der  von  p besebriebenen  Punktreibe  perspektivisch 
liegen.  Nehmen  wir  nunmehr  das  zweite  gegebene  Paar  koiijugir- 
ter Punkte  p^  und  ttj  und  verbinden  dieselben  mit  x und  |,  so 
sind  allemal 

{/>,  a-,  TT,  I)  = y (/>,!,  7t^  a’)  = n 

ein  neues  Paar  konjugirter  Punkte;  da  nun  a' und  | zwei  projek- 
tivisebe  Punklreiben  auf  den  Geraden  Bp  und  Bn  beschreiben, 
so  wird  der  Punkt  y einen  Kegelschnitt  erzeugen  und  daher  im 
Allgemeinen  zwei  Mai  in  die  Gerade  51  bincinfallen;  für  eine 
solche  besondere  Lage  y'  und  y"  sind  die  oben  konslruirlen 
Punkte  rj'  und  y"  zu  iiineii  konjiigirt;  zughdcb  aber,  da  ?/'  und  y" 
auf  der  Polare  51  des  Punktes  B liegen,  sind  y'  uml  B,  ebenso 
y"  uml  B konjugirte,  also  Brj'  ist  die  Polare  von  y'  und  Btj" 
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<Jie  Polare  von  y";  wir  kennen  daher  vom  Netze  Pol  mul  Polare 
und  die  ihnen  zugehörigen  Ihinkt-  und  Strahl -Systeme,  ausser- 
dem noch  ein  Paar  konjugirter  Punkte  und  das  Netz  ist 

daher  nach  G)  vollständig  bestimmt.  Es  hleibt  hierbei  noch  der 
Fall  zu  erörtern  übrig,  wenn  die  beiden  Punkte  y'  und  y",  von 
deren  Realität  die  angegebene  Konstruktion  des  Netzes  abhing, 
imaginär  werden,  d.  h.  der  Kegelschnitt,  dessen  Ort  der  Punkt  y 
ist,  die  Gerade  51  nicht  trifft;  in  diesem  Falle  würde  die  vorige 
Konstruktion  illusorisch  werden ; wir  könnten  uns  aber  dadurch 
helfen,  das  wir  an  Stelle  des  Paares  /?, tc,  gewisse  andere  Paare 
konjugirter  Punkte  hersteilen,  die  sich  in  unzähliger  Menge  aus 
dem  Paare  ableiten  lassen;  nehmen  wir  nämlich  einen  be- 
liebigen Punkt  p,  der  Geraden  5(,  so  bestimmen  die  Schnittpunkte: 

[Bp^ , n^p^)  = ic,  (/?7r, , y,  p,)  = 

neue  Paare  konjugirter  Punkte  a:,  und  |j , die  auf  den  Geraden 
Bp^  und  7? TT,  projeklivische  Punktreihen  durchlaufen,  ebenso  wie 
x und  ^ auf  den  Geraden  Bp  und  Bn\  es  kommt  nun  darauf 
an,  irgend  zwei  solche  Paare  und  a', ausfindig  zu  machen, 
dass  der  Schnittpunkt  (xo:,  ,|^,)  auf  die  Gerade  51  fällt;  nehmen 
wir  einen  solchen  Punkt  für  y',  so  l)Ieibt  die  vorige  Konstruktion 
luistohen.  Es  scheint  aber  die  Auffindung  solcher  Paare  mit  der- 
selben Schwierigkeit,  welche  eben  vermieden  werden  sollte,  be- 
haftet zu  bleiben;  wir  verlassen  daher  diesen  Weg  und  schlagen 
einen  neuen  ein,  welcher  zugleich  den  allgemeinsten  Fall  erledigt, 
wenn 

14)  fünf  beliebige  Paare  konjugirter  Punkte  zur 
Bestimmung  des  Netzes  gegeben  sind;  in  diesem  Falle  ist 
offenbar  der  vorige  enthalten;  um  das  Netz  aus  diesen  gegebenen 
Bestiinmungsstücken  auf  eindeutige  Weise  zu  konstruiren,  wieder- 
holen wir  noch  ein  Mal  die  Fälle  7)  und  13),  welche  die  Kon- 
struktion vorbereiten,  und  bedienen  uns  dabei  einer  etwas  abge- 
änderten, mehr  symmetrischen  Bezeichnung:  a)  Zur  Bestimmung 
des  Netzes  sind  gegeben:  Zwei  Punkte  B und  B^,  ihre  resp. 
F*olaren  51  und  5lj  und  ein  Paar  konjugirter  Punkte  B.^  und  die 
1‘olare  5(2  von  7?2  soll  also  durch  gehen;  betrachten  wir  nun 
das  Dreieck  BBy  B.^  und  das  von  den  drei  Polaren  dieser  Punkte: 
5t5ti5(2  gebildete  Dreiseit,  so  müssen  bekanntlich  diese  beiden 
Figuren  perspektivisch  liegen,  oder  die  drei  Schnittpunkte: 

[B,B.„%  51,)  [BB„%^] 
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liegen  auf  einer  Geraden  (§31);  durch  die  beiden  ersten  Punkte 
ist  diese  Gerade  schon  bestimmt;  der  Punkt,  in  welchem  sie 
B trilTl,  muss  auf  liegen,  also  seine  Verbindungslinie  mit 
b.j  die  Polare  ^(2  sein.  Haben  wir  sonach  drei  Paar  Pole  und 
Polaren:  7?,  5lj;  ^2  ^2»  können  wir  zu  einem  beliebigen 

Punkte  die  Polare  nach  demselben  Prinzip  konstruiren, 
indem  wir  uns  das  Dreieck  BB^B^  und  sein  Polardreiseit,  ferner 
BB.^B^  und  sein  Polardreiseit,  endlich  noch  B^B^B^  und  sein 
Polardreiseit  denken  in  der  nothwendigen  perspektivischen  Lage 
und  dadurch  für  drei  Punkte  finden,  von  denen  zwei  schon 
zur  Destimmung  dieser  Geraden  aiisreichen.  ,lMe  Kon.struktion 
lasst  sich  also  folgendermassen  hinschreiben: 


Gegeben:  B und  51,  B^  und  5l|,  B.^  und  h.^ 

Destimine: 

= (^2 ^1»  ^12^20)  ^01 

(^2^01)  ^2 

{/?j  B-^,  51  ) = 5|3  {B^B  , 5li)  = 5oo  [BB^,  = 0^1 

(/?2  51  ) = 52:J  (^3^  > ^2)  *^30  {^-^2*  ^23  ^3o)  ^02 

{^2  ^3»  ^^1)  ” ®23  (^3^1  » ^2)  “ *^31  (-^i  ^2*  ^23^31)  “ ^12  > 


dann  liegen  die  drei  Punkte  Oq,  <^12  auf  der  Geraden  51-},  der 
Polare  des  Punktes  für  das  oben  bestimmte  Netz.  Da  durch 
zwei  dieser  Punkte  die  Gerade  5I3  schon  bestimmt  wird,  so  liegt 
hierin  ein  geometrischer  Satz , den  wir  indessen  nicht  weiter  her- 
vorheben wollen. 


Wir  denken  uns  jetzt  unter  den  zur  Bestimmung  des  Netzes 
gegebenen  Stücken  die  Gerade  51^  um  einen  festen  Punkt  ö,  ge- 
dreht, so  dass  für  jede  Lage  von  5lj  ein  anderes  Netz  entsteht, 
und  ermitteln  nach  der  vorigen  Konstruktion  für  jedes  derselben 
die  dem  Punkte  B^  zugehörige  Polare  5I3;  es  wird  sich  zeigen, 
dass  alsdann  auch  5I3  um  einen  festen  Punkt  p.^  sich  dreht  und 
ein  Strahlbüschel  beschreibt,  welches  mit  dem  von  51]  beschrie- 
benen projektivisch  ist.  In  der  That,  bei  der  Bewegung  von  51, 
um  den  festen  Punkt  bleiben  die  Punkte  .v,2  5^3  «23  fest,  der 
Punkt  S20  durchläuft  eine  gerade  Punktreihe  auf  dem  Träger  B^B^ 
ebenso  auf  dem  Träger  BB^,  die  Gerade  5^  beschreibt  also 
ein  Strahlbüschel  um  63 , welches  mit  dem  von  5lj  beschriebenen 
projektivisch  ist;  53^  und  durchlaufen  daher  auf  dem  Träger 
^3  Punktreihen,  die  gleichfalls  mit  dem  Stralilbüschel  (5(t)  pro- 
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jektiviscli  sind,  und  die  Punkto  (?„,  durchlaufen  endlich  auf  den 
Trägern  und  B.^B  projeklivische  Punktreihen;  diese  heiden 
Punktreihen  liegen  nun  perspektivisch,  weil  in  den  Schnittpunkt 
ihrer  Träger,  B,  ein  Paar  entsprechende  Punkte  hineinfnilon; 
nehmen  wir  nämlich  inshesondere  an,  dass  die  hewegliche  Ge- 
rade durch  B gehe  , so  gelangt  unter  dieser  Annahme  nach 
/?,  ebenso  auch  und  .v,j, , also  geht  auch  51-,  durch  B,  mithin 
kommen  in  diesem  Falle  auch  und  nach  7?;  es  fallen 

daher  zwei  entsprechende  Lagen  <lcr  Punkte  (?,„  und  nach  B 
und  die  von  (y,,,  durchlaufenen  Punktreihen  liegen  daher  ptu  - 
spektiviscli;  die  Verhiudungslinic  entsprechender  Punkte,  d.  h. 
die  Gerade  5I3  läuft  folglich  durch  einen  festen  Punkt  ju  uml 
heschreiht  ein  mit  (91,)  projektivisches  Strahlhüschel.  Fügen  wir 
jetzt  zur  Bestimmung  des  Netzes  noch  die  neue  Bedingung  hin- 
zu, dass  die  Polare  von  B.^  durch  einen  gegehenen  Punkt  //., 
gehen  soll,  oder  B.^  und  koiijugirte  Punkte  seien,  so  gieht  es 
unter  den  unzählig  vielen  Netzen  nur  ein  einziges,  welches  den 
Bedingungen  genügt,  dass 


j und  5f  Pol  und  Polare, 

\ /?,  und  b^ , Z?2  *fid  63 , und  ^ konjugirte  Punkte  des  Netzes 

seien,  und  wir  gelangen  zur  Bestimmung  dieses  Netzes,  indem 
wir  den  vorhin  ermittelten  Punkt  mit  verbinden  und 
{p.^b.^)  = als  Polare  von  B.^  annehmen,  so  dass  alsdann  das 
Netz  auf  die  vorige  Art  durch  die  Bestimmungsstücke  B und  91. 
7?.j  und  ^^2  («der  auch  i?,  und  b^)  konstriiirt  wird. 

Es  hieiht  nun  übrig,  für  das  durch  die  gegehenen  Stücke  he- 
stimmte  Netz  zu  einem  gegehenen  l^unkte  Bj^  die  Polare  9f  , zu 
koiistruiren,  und  hierzu  ist  cs  erforderlich,  den  Punkt  zu  ken- 
nen, welchen  wir  so  ermitteln,  dass  wir  zwei  beliebige  Lagen  von 
9(,  durch  den  Punkt  6,  annehmen  und  vermöge  der  obigen  Kon- 
struktion die  zugehörigen  Lagen  von  9I3  hestimmen , deren  ge- 
meinschaftlicher Punkt  sein  wird.  Diese  Konstruktion  wird 
nun  zwar  etwas  weitläufig,  aber  ohne  alle  Schwierigkeit  und  wir 
werden  uns  die  Mühe  nicht  ersparen  können,  sie  hinzuschreiheu : 


Gegeben  B und  91,  i?,  und  /v,,  B^  und  b.,,  B^  und  b.^\  es 
soll  zu  Bj^  die  Polare  91^  konstruirt  werden;  wir  ziehen  durrli 
b^  zwei  beliebige  (Jerade  91/  und  91,",  und  hestimmen  folgende 
Sclmitlpiinkte  und  Verbindungslinien: 


Das  Involntions-Netz  (Polarsystem).  § f)7. 


4G7 


(»,  ) = S,.,  (/?.,  B , 91,')  (B  B,,  = s„|': 

• (''r'«,')  = 31-/ 

(ß  ^Ot  ’ 


S. 


20 


(/?,  ^2.  ) = "12  (^2  ^ . ^tl  ) 

('>2"0,")=  V 

(/?,  ) = .Vji)  [B.^  ^ ) ==  [B  ßj,  5j3  5.{,)  ) = (Iq,  I 

(^2  ^^3*  ^^1  ) “ "23  (^3  ^1»  ^^2  ) “ ^31  (^1  ^2»  "23  *^31  ) ~ ^12  ) 

{B,  B,,  {B,  B , %")  = V'  ^1»  "13  "3.D  = ‘^o."  [ 

[B,  B,,  = ">3"  (^3  51.;')  = Sl"  (^1  ^2.  "23>3l")=  <^12") 

K,"<^12l-=  V 

(5i;.  5i;')  = p,  M = %, 

(Z?2  ^3»  51  ) = {B  B^,  ^(3  ) = s„.,  (^3  B,  Af„2  ) = .V30 

(i>2".io)  = 5(2 

(/?.j  /?j , ) = .V;j4  [B^B,  ) = .V4,,  [B B.^f  .V34  S4Q  ) = <J, 


'03) 

^02  j 


[B,  ^2,  ) = ^*4.2  [B  B„  %,  ) = Ö04  (^2  "42  ^04  ) = 

(^03  *^02)  51 4. 

IHes  isl  die  Konstruktion  der  gesuchten  Geraden  ^(4,  inügiiclisl 
kurz  ansgedrüekt  und  mit  .Aurgahe  volikominener  Symmetrie,  in- 
dem von  den  Geraden  ^(3'  ^{3"  nur  je  zwei  zu  ihrer  Bestim- 
mung erforderliche  Fhinkte  ermittelt  sind,  der  dritte,  leicht  an- 
gehbare,  aber  fortgelassen  ist.  Wir  denken  uns  jetzt  diese  Figur 
einer  neuen,  letzten  Veränderung  unterworfen,  indem  wir  die 
Gerade  um  einen  festen  Punkt  h drehen,  und  untersuchen  die 
von  dieser  Bewegung  abhängige  Veränderung  der  Geraden  5(4;  es 
wird  sich  dabei  zeigen,  dass  5I4  um  einen  festen  Punkt  sich 
dreht  und  ein  Strahlbüschei  beschreibt,  welches  mit  dem  von  51 
beschriebenen  projektivisch  ist.  Hieraus  wird  dann  folgen,  dass, 
wenn  zur  vollständigen  Bestimmung  des  Netzes  noch  die  neue 
Bedingung  hinzutritt:  5I4  soll  durch  einen  gegebenen  Punkt 
gehen,  das  Netz,  wie  oben  angegeben,  durch  fünf  Paare  konju- 
girter  Punkte:  B und  b.  B^  und  b^,  B.^  und  b.^,  B^  und 
^4  und  />4  völlig  bestimmt  ist  und  in  eindeutiger  Weise  herge- 
stellt werden  kann.  Das  Verfolgen  der  Bewegung  von  51  in  der 
zuletzt  ausgeführten  Konstruktion  ist  ohne  erhebliche  Schwie- 
rigkeit, wenn  auch  etwas  umständlich,  was  in  der  Natur  der 
Sache  liegt.  Aus  dem  obigen  Schema  erkennen  wir  zunächst, 
dass  5j2.  "13  »»<1  "23  gerade  Punktreihen  durchlaufen,  welche  mit 
dem  von  der  Geraden  5(  beschriebenen  Strahlböschel  projektivisch 
sind;  die  Punkte  Sjq',  s\^'\  s.^",  und  bleiben  fest; 
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daher  werden  5oi » projektivische  Punktreihen  auf  also 

5I2"  und  ^2'  projektivische  Strahlhuschel  beschreiben,  die  mit 
dem  Strahlbüschel  (21)  projeklivisch  sind;  hiernach  durchlaufen 
auch  Oqi  und  0,2'  projektivische  Punktreihen  auf  den  Trägern 
BB^  und  B^B^\  in  den  Schnittpunkt  B^  dieser  Träger  fallen 
aber  zwei  entsprechende  Punkte  hinein;  denn  sobald  der  verän- 
derliche Strahl  21  durch  B^  geht,  fallen  und  ff, 2'  ebenfalls  in 
B^  hinein;  die  Verbindungslinie  ff„,' ffjj' oder  2I3'  läuft  also  durch 
einen  festen  Punkt  und  in  ganz  gleicher  Weise  die  Gerade 
2I3"  durch  einen  festen  Punkt  und  beide  beschreiben  Strahl - 
büschel,  welche  mit  dem  ursprünglichen  Strahlbüschei  (21),  also 
auch  unter  einander  projektivisch  sind;  es  zeigt  sich  aber  noch 
weiter,  dass  dieselben  perspektivisch  liegen;  denn  sobald  insbeson- 
dere 21  durch  B^  geht,  fallen,  wie  wir  gesehen  haben,  2I2'  und  2I2'' 
zusammen  in  die  Gerade  2I3' und  2I3"  müssen  auch  durch 

gehen;  ausserdem  können  wir  von  der  Geraden  2I3'  noch  einen 
dritten  Punkt  ffo2'  bestimmen,  nämlich:  * 

[B^B^y  21)  = ff23  (-^3^»  2I2  ) ^30  [^B.^,  ff23  <^30  ) ^02 

und  von  der  Geraden  2I3"  den  Punkt  002": 


(^2^3»  *^23  [B^B,  212  ) ^30  {-^^2’  ^23  ^30  ) ^02  * 

Da  nun  in  dem  Falle,  dass  21  durch  B^  geht,  die  Geraden  2I2' 
und  2I2"  zusammenfallen,  so  werden  die  Punkte  ff3o'  und  ff3o" 
offenbar  auch  zusammenfallen  und  hiernach  auch  o„2"  und  0Q2'* 
da  die  Geraden  2I3'  und  2I3''  in  dem  genannten  Falle  schon  den 
Punkt  By  gemein  haben  und  ausserdem  noch  diesen  leicht  zu 
konstruirenden  Punkt  ffy2',  welchen  wir  so  erhalten: 


(^2^3*  ^^1)  *^23  {B^B,  ^2^l)  ^30  [BB2t  ^30  ) ^02» 

SO  fallen  sie  ganz  zusammen  und  es  liegen  daher  die  beiden 
Strahlbüschel  (2(3')  und  (213")  perspektivisch,  weil  zwei  entspre- 
chende Strahlen  auf  einander  fallen;  die  Punkte  71:3'  und 
müssen  daher  in  gerader  Linie  liegen  mit  B^  und  das  Erzeug- 
niss  der  beiden  von  2I3'  und  2I3"  besclu*iebenen  Strahlbüschel 
oder  der  Ort  des  Punktes  wird  eine  gerade  Linie  oder  der  Träger 
einer  geraden  Piinktreihe,  welche  mit  dem  ui*sprünglichen  Strahl-- 
büschel  (21)  projektivisch  ist.  (Wir  können  das  vorige  Resultat 
auch  aus  der  Bemerkung  schliessen,  dass  das  Netz  in  dem  Falle 
parabolisch  wird,  wenn  wir  21  durch  legen,  also  der  Pol 
jeder  nicht  durch  B^  gehenden  Geraden  sich  in  B^  befindet, 
während  die  Polare  jedes  Punktes  der  Ebene  durch  B^  geht 
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u.  s.  f.)  Da  hiernach  ^3  = (63  P3)  ein  mit  (?l)  projektivisches 
Strahlbüschel  beschreibt,  so  durchlaufen  ^23  und  Sq2  projektivischc 
Punktreihen  auf  den  Trägern  ^2^3  und  die  Verbindungs- 

linie %^02  umhüllt  daher  einen  Kegelschnitt,  welcher  B^B.^  und 
BB.2  berührt;  dieser  Kegelschnitt  berührt  gleichzeitig  BB^,  denn 
sobald  ^ durch  ^3  geht,  muss  ^3  durch  B gehen;  dies  folgt 
sowohl  aus  der  Grundeigenschaft  des  Involutionsnetzes , als  auch 
aus  dem  obigen  Konstruktionss«iiema,  weil  in  dem  Falle,  dass  ^ 
durch  B.^  geht,  die  Punkte  öqi'  und  nach  B gelangen,  also 
zwei  entsprechende  und  5I3"  sich  in  B treffen,  JO3  nach  B 
gelangt  und  5f3  durch  B geht.  Der  Kegelschnitt,  welchen  die 
Verbindungslinie  %So2  umhüllt,  ist  also  dem  Dreieck  B^B^B 
einheschrieben  und  die  Tangente  B^  B wird  Ton  der  veränder- 
lichen Tangente  «23  ^02  einem  Punkte  % getroffen , welcher 
eine  gerade  l*unktreihe  durchläuft,  die  mit  der  von  S23  oder  s„2 
durchlaufenen  Punktreihe  projeklivisch  ist  (§  20);  hieraus  folgt, 
dass  auch  5I2  ein  mit  (51)  projektivisches  Strahlbüschel  beschreibt; 
endlich  ergiebt  sich  in  gleicher  Weise,  dass  «34  und  54^  und  auch 
^03»  ^42»  ^04  ^02  pi’ojektivische  Punktreihen  durchlaufen;  die 

beiden  von  0^3  nnd  Ö02  auf  den  Trägern  BB^  und  BB2  durch- 
laufenen Punktreilien  liegen  aber  perspektivisch,  weil  in  den 
Schnittpunkt  der  Träger,  B,  zwei  entsprechende  Punkte  der 
beiden  Punktreihen  hineinfallcn , denn  sobald  51  durch  B^  geht, 
gelangen  sowohl  als  auch  o,,2  fallen  also  in  diesem 

Punkte  zusammen;  hieraus  schliessen  wir,  dass  die  Verbindungs- 
linie (Oq3  (F02)  = ^4  tlurch  einen  festen  Punkt  läuft  und  ein 
Strahlbüschel  beschreibt,  welches  mit  dem  von  51  beschriebenen 
projektivisch  ist.  Dies  Resultat  lässt  sich  als  Satz  so  aussprechen: 
Es  giebt  unendlich-viele  Netze  von  der  Beschaf- 
fenheit, dass  vier  gegebene  Punktenpaare  B und  b, 
By  und  6j,  B2  und  />2,  B.^  und  63  konjugirte  Punkte  für 
jedes  dieser  Netze  sind;  wenn  man  zu  irgend  einem 
festen  Punkte  B^  für  jedes  Netz  die  Polare  5(4  kon- 
struirt,  so  laufen  diese  sämmtlichen  Geraden  5^4  durch 
einen  festen  Punkt  und  bilden  ein  Strahlbüschel; 
irgend  zwei  solcher  Strahlbüschel  sind  allemal  pro- 
jektivisch und  entsprechende  Strahlen  derselben  je 
zwei  Polaren  in  Bezug  auf  dasselbe  Netz.  Eine  solche 
Gruppe  von  Netzen  besitzt  also  dieselbe  Eigenschaft,  wie  ein  Kegel- 
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sdiiiilthCiscliel  von  vier  Punkten  (§  40)  und  in  der  Thal  bilden  die 
Kernkcgelscluiitle  dieser  Netze  ein  solches  Ijüsclicl  (vgl.  § 61). 
Fügen  >vir  nun  noch  die  fünfte  llediiigung  hinzu,  dass  die  Polare 
des  gegebenen  Punktes  durch  einen  gegebenen  Punkt  6,  gehen 
soll,  so  giebt  es  nur  ein  einziges  Netz,  welches  die.sen  fünf  He- 
dingungen  gleichzeitig  genügt,  dass  c)  B und  />,  7?,  und 
B.,  u n d />2 , B.^  und  63 , B^  und  f ü n f 1*  a a r e k 0 n j u g i r t e r 

Punkte  eines  Netzes  seien.  4)ie  Konstruktion  dieses  Netzes 
geschieht  auf  reellem  und  eindeutigem  Wege  durch  Ermittelung 
<les  Punktes  und  derseihe  wird  gefunden,  indem  wir  die  vor- 
hin angegebene  Konstruktion  zwei  Mal  ausführen  für  zwei  belie- 
bige durch  den  Punkt  b gezogene  Gerade  '51'  und  zwei  be- 
sondere Lagen  von  51;  wir  erhalten  dadurch  zwei  bestimmte 
Gerade  5f/  und  5(|",  welche  sich  in  dem  gesuchten  Punkte 
schneiden;  «lie  V\*r])indungslinie  {64/>j)=:5l,  ist  dann  die  Polare 
des  Punktes  7?,  in  dem  zu  hestimmen<len  Netze,  und  indem  wir 
die  vorige  Konstruktion  noch  einmal  anwenden  unter  Annahme 
iler  Bestimmung.sstücke:  B^  und  51 1,  B.^  und  b.^,  B.^  und  b.,,  7>\ 
und  />,  (oder  />*  und  h),  sind  wir  im  Stande,  zu  jedem  beliebigen 
Punkte  der  Ebene  die  rücksichtlich  des  Netzes  zugehörige 
Polare  5lr,  zu  konstruiren,  also  das  ganze  Netz  hcrzustellen.  Die 
Ausführung  dieser  Konstruktion  wird  zwar  etwas  weitläntig,  ist 
aber  ohne  theoretische  Schwierigkeit  und  wir  glauben  sie  über- 
gehen zu  dürfen,  weil  der  Verlauf  derselben  aus  dem  oben  an- 
gegebenen, nur  drei  Mal  zu  wiederholenden  Konstruktionsschema 
ersichtlich  hervortritt. 

§ 58.  Durchmesser  und  Mittelpunkt,  System  der 
konjugirten  Durchmesser  und  Axen  des  Netzes. 

Es  giebt  einige  besondere  Elemente  des  Netzes,  welche 
dieselbe  Bedeutung  haben,  wie  die  gleichnamigen  besonderen 
Elemente  des  Kegelschnitts.  Da  der  Mittel|mnkt  eines  Punkt- 
systems derjenige  ist,  dessen  konjugirler  der  unendlich-entfernte 
ist,  so  wird  jeder  Ihinkt  m in  der  Ebene  eines  Netzes  als  der 
Mittelpunkt  einer,  aber  im  Allgemeinen  nur  einer  einzigen  Ge- 
ra<len  5t  rücksichtlich  des  auf  ihr  hefmdlichen  Punktsystems  auf- 
treten,  nämlich  derjenigen,  welche  mit  der  Polare  des  Punktes  w 
im  Netze  parallel  durch  rn  gezogen  wird.  Gäbe  es  insbesondere 
einen  solchen  Punkt  M in  der  Ebene  des  Netzes,  welcher  Mittel- 
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|)iuikl  für  die  Pmiklsyslcine  zweier  durch  ilui  gehenden  Geraden 
wäre,  so  müsste  seine  Polare  durch  die  beiden  unendlicli-enirern- 
len  Punkte  jener  beiden  Geraden  gehen,  mithin  ganz  im  Unend- 
lichen liegen  oder  sein;  dann  würde  M zugleich  der  Miltel- 
puiikt  sämmtlicher  durch  ihn  gehenden  Geraden  rücksichtiieh  der 
auf  ihnen  helindlichen  Punktsysteme  sein;  und  umgekehrt  der  Pol 
der  unendlich -entfernten  Geraden  ist  Mittelpunkt  für  alle 
Punktsysteme  der  durch  ihn  gehenden  Geraden,  (wofern  er  nicht 
selbst  unendlich -entfernt  liegt).  Um  den  so  heschalTenen  Punkt 
M zu  (Inden,  sei  m der  Mittelpunkt  einer  bestimmten  durch  m 
gehenden  Geraden  51  und  A der  konjugirte  Strahl  für  «las  dem 
Punkte  m zugehörige  Strahlsystcm  des  Netzes,  dann  wird  A durch 
den  Mittelpunkt  derjenigen  Geraden  ÜJl  gehen,  welche  die  Polare 
von  m ist  und  zugleich  die  Polare  desjenigen  unendlich -entfern- 
ten Punktes  sein,  nach  welchem  die  parallelen  Geraden  51  und 
gerichtet  sind ; sucht  man  nun  den  Mittelpunkt  M der  Geraden  A, 
so  wird  dieser  die  verlangte  Eigenschaft  besitzen,  zugleich  Mittel- 
punkt der  Geraden  ,zu  sein,  welche  durch  ihn  parallel  zu  51 
(oder  3)1)  gezogen  wird  und  er  wird  also  «ler  Mitteljmnkt  für 
jede  durch  ihn  gehende  Gerade  sein. 

Dieser  Punkt  M soll  Mittelpunkt  des  Netzes  genannt 
werden;  dass  es  nur  einen  solchen  Punkt  geben  kann,  ist  klar, 
denn  gäbe  es  zwei,  so  müsste  die  Gerade,  welche  beide  ver- 
bände, jeden  ihrer  Punkte  zum  Mittelpunkt,  also  zwei  Mittel- 
punkte haben,  was  dem  Wesen  des  Punktsystems  widerstreitet. 
Ferner  sollen  sämmtliche  Gerade,  welche  durch  den  Mittelpunkt 
M gehen,  Durchmesser  des  Netzes,  die  konjugirten  Strahlen 
des  dem  Punkte  M rücksichtlich  des  Netzes  zugehörigen  Strahl- 
systems konjugirte  Durchmesser  und  die  Axen  dieses  Strahl- 
Systems  die  Axen  des  Netzes  genannt  werden.  Hiernach  ist 
die  Konstruktion  des  Mittelpunktes  M und  des  ihm  zugehörigen 
Strahlsystems  durch  folgende  Eigenschaft  gegeben: 

Wenn  man  nach  einer  beliebigen  Richtung  zwei 
oder  mehrere  parallele  Gerade  in  der  Ebene  eines 
Netzes  zieht,  so  liegen  die  Mittelpunkte  der  ihnen 
zugehörigen  Punktsysteme  allemal  auf  einem  Durch- 
messer des  Netzes;  verändert  man  die  angenommene 
Richtung,  so  laufen  alle  Durchmesser  durch  einen 
festen  Punkt,  den  Mittelpunkt  des^Netzes,  und  je  zwei 
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Durchmesser,  von  denen  einer  der  un  genuin  me  neu 
lUchtung  parallel  ist,  der  andere  die  Mittelpunkle 
aller  zu  dieser  Richtung  parallelen  Geraden  enthält, 
sind  ein  Paar  konjugirter  Strahlen  eines  Strahlsysteins 
oder  konjugirte  Durchmesser,  indem  auch  umgekehrt 
die  dem  letzteren  parallelen  Geraden  ihre  Mittelpunkte 
sämmtlich  auf  dem  ersteren  haben. 

Dies  lässt  sich  mit  anderen  Worten  auch  so  aussprechen: 
Der  Mittelpunkt  M des  Netzes  ist  der  Pol  der  unendlich-entfern- 
ten Geraden  , das  konjugirte  Durchmesser-System  das  diesem 
Punkte  zugehörige  Strahlsystem  des  Netzes.  Fällt  insbesondere 
der  Mittelpunkt  M des  Netzes  selbst  ins  Unendliche,  so  liegt  er 
auf  seiner  l*olare  und  ist  also  ein  Punkt  des  Kerns  vom  Netze; 
das  Netz  ist  also  ein  hyperbolisches  und  der  Kernkegelschnitt 
offenbar  eine  Parabel.  Liegt  dagegen  der  Mittelpunkt  M des 
Netzes  nicht  im  Unendlichen,  so  wird  das  ihm  zugehörige  Strahl- 
system entweder  ein  hyperbolisches  oder  ein  elliptisches  sein;  ist 
es  ein  hyperbolisches,  so  enthält  jede  der  beiden  Asymptoten 
zwei  zusammenfallende  konjugirte  Strahlen,  und  da  der  unendlich- 
entfernte  Punkt  des  einen  Strahls  der  Pol  des  konjugirten  Strahls 
ist,  so  liegt  der  unendlich-entfernte  Punkt  der  Asymptote  zugleich 
auf  seiner  Polare,  ist  daher  ein  Punkt  des  Kerns  vom  Netze;  das 
Netz  ist  also  ein  hyperbolisches  und  der  Kernkegelschnitt  eine 
Hyperbel.  Ist  das  Strahlsystem  des  Mittelpunktes  M dagegen  ein 
elliptisches,  so  können  zwei  Fälle  eintreten:  Entweder  ist  das 
Netz  ein  hyperbolisches  und  der  Kernkegelschnitt  eine  Ellipse, 
oder  das  Netz  ist  ein  elliptisches  und  der  Kernkegelsclniitt  ima- 
ginär; der  erste  Fall  tritt  ein,  sobald  das  auf  irgend  einem  Durch- 
messer befindliche  l^unktsystem  des  Netzes  ein  hyperbolisches,  der 
letzte  Fall,  sobald  es  ein  elliptisches  ist;  alsdann  sind  auch  die 
Punktsysteme  sämmtlicher  Durchmesser  im  ersten  Fall  hyperbo- 
lisch, im  letzten  elliptisch. 

Wir  bemerken  noch,  dass  das  einem  beliebigen  Punkte  B 
in  der  Ebene  des  Netzes  zugehörige  Strahlsystem  immer  ein  I'aar 
konjugirter  Strahlen  besitzt,  welche  einem  Paar  konjugirter  Durch- 
messer parallel  laufen,  und  dass  sogar  der  eine  jener  Strahlen 
mit  dem  einen  dieser  Durchmesser  zusammenfällt;  deun  ziehen 
wir  BM,  so  läuft  der  konjugirte  Durchmesser  parallel  mit  dem 
zu  B M konjugirten  Strahle  des  Strahlsystems  (B) ; hieraus  folgt, 
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dass  alle  Stralilsysteme , deren  Milteipunkte  in  einem  und  dem- 
selben Durchmesser  liegen,  ein  System  paralleler  konjugirler 
Strahlen  haben,  von  denen  die  eine  lläiric  zusammenrailen  auf 
diesen  Durchmesser. 

Zwischen  den  verschiedenen  Punktsystemen  auf  sämmtlichen 
Durchmessern  des  Netzes  bestehen  ganz  analoge  Beziehungen,  wie 
zwischen  den  konjugirleii  Durchmessern  des  Kegelschnitts  (§  33). 
Dieselben  lassen  sich  auf  analogem  Wege  aus  der  Konstruktion 
der  Axen  ableitcn;  nehmen  wir  zu  diesem  Zweck  ein  Paar  kon- 
jugirter  Durchmesser  mit  den  auf  ihnen  befindlichen  Punktsyste- 
men als  gegeben  an;  diese  sind  bekanntlich  zur  Bestimmung  des 
Netzes  erforderlich  und  ausreichend;  stellen  wir  uns  dann  die 
Aufgabe,  die  Axen  mit  den  auf  ihnen  befindlichen  Punktsystemen 
zu  konstruiren.  Durch  den  Mittelpunkt  und  den  unendlich- ent- 
fernten Punkt  ist  auf  jedem  Durchmesser  bereits  ein  Paar  kon- 
Jugirter  Punkte  gegeben  und  durch  ein  zweites  Paar  wird  also 
das  Punktsystem  vollständig  bestimmt  Seien  (Fig.  90)  und  23 


(Fig.  90.) 


die  sich  in  M schneidenden  gegebenen  konjugirten  Durchmesser, 
auf  dem  ersteren  das  Paar  konjugirler  Punkte  a und  u,  auf  dem 
letzteren  b und  ß gegeben  und  setzen  wir  den  Fall  eines  ellip- 
tischen Netzes  voraus,  weil  dieser  in  dem  Früheren  nicht  entlial- 
ten  ist;  dann  müssen  a und  a auf  entgegengesetzten  Seiten  von  M 
und  ebenso  b und  ß liegen;  das  Produkt  Ma  . Ma  heisst  die  Po- 
tenz des  auf  dem  Durchmesser  21  beflndlichen  Punktsystems  und 
ist  eine  negative  Grösse,  weil  A/a  und  31  a entgegengesetzte  Rich- 
tung haben  (der  Gang  der  Untersuchung  bleibt  im  Wesentlichen 
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uiigeäiiilert  ITir  j»Hle  aiuiere  Aniialirnc  Iiinsiclillicli  der  Lage  der 
Punkte  aa,  hß).  Wir  Ijezeichnen  die  Potenz  des  auf  dem  Durch- 
messer betindliclien  Punktsystems  durch  7\n  = Ma  . Ma  und 
ebenso  = Mb  . Mß.  Wäre  das  Punktsystem  auf  51  liyper- 
imliscli,  so  wäre  die  Potenz  positiv  und  gleich  dem  Quadrat 
des  .Abstandes  von  einem  Asymptotenpunkte  bis  zum  Mittelpunkte, 
also  gleich  dem  Halbmesser  des  Kernk^egelscbnitts  auf  den«  Durch- 
messer 51.  Um  die  Axen  des  Netzes  zu  linden,  müssen  wir  das 
dem  Mittelpunkte  M zugehörige  Strahlsystein  des  Netzes,  von  dem 
wir  bis  jetzt  nur  ein  Paar  konjugirter  Strahlen  haben,  vollständig 
kennen  und  seine  Axen  ermitteln,  welche  die  gesuchten  Axen 
des  Netzes  sind.  Die  Polare  des  Punktes  a ist  nun  die  durch  « 
zu  23  gezogene  Parallele  und  die  Polare  von  b die  durch  /3  zu  51 
gezogene  Parallele,  der  Schnittpunkt  dieser  beiden  Parallelen  s 
also  der  Pol  von  ab\  der  unendlich-entfernte  Punkt  von  ab  hat 
zu  seiner  Polare  offenbar  Ms;  ziehen  wir  also  durch  M eine 
Parallele  zu  ab,  nennen  dieselbe  23',  Ms  aber  51',  so  sind  21' 
und  23'  ein  neues  Paar  konjugirter  Durchmesser  oder  ein  zweites 
Paar  konjugirter  Strahlen  des  Strahlsystcms  (M)  und  dieses  ist 
hierdurch  vollständig  bestimmt;  wir  können  nocTi  ein  drittes  Paar 
konjugirter  Durchmesser  erhalten,  indem  wir  durch  a und  b ein 
l^aar  Parallele  zu  23  und  51  ziehen,  die  sich  in  a treffen,  dann 
ist  Ma  (=  51")  und  die  durch zu  aß  gezogene  Parallele  S " 
ein  drittes  Paar  konjugirter  Durchmesser  des  Netzes.  Um  die 
Axen  des  Strahlsystcms  (A/)  zu  finden,  lassen  wir  dasselbe  durch 
die  Gerade  (Transversale)  schneiden,  welche  aus  « parallel  zu  S 
gezogen  ist;  auf  dieser  Transversale  wird  durch  das  Strahlsysteiu 
(4/)  ein  Punktsystem  ausgeschnitten,  dessen  Mittelpunkt  offenbar 
a ist.  Die  Kreise,  welche  über  den  Strecken  zwischen  je  zwei 
konjugirten  Punkten  dieses  Punklsystems  als  Durchmesser  be- 
schrieben werden  können,  bilden  eine  Kreisschaar  mit  zwei 
reellen  gemeinschaftlichen  Punkten  oder  einer  ideellen  gemein- 
scliaftlichcn  Sekante  und  cs  giebt  einen  einzigen,  leicht  konstruir- 
baren  Kreis  dieser  Schaar,  welcher  durch  M gehl;  dieser  Kreis 
schneidet  die  Transversale  offenbar  in  zwei  solchen  konjugirten 
Punkten  ihres  Punktsystems,  welche  mit  M verbunden  zwei  kon- 
jugirte  Strahlen  des  Strahlsystcms  {M)  liefern,  und  da  diese 
Strahlen  einen  Winkel  im  Halbkreise  einschliessen , also  zu  ein- 
ander rechtwinklig  sind,  so  sind  es  die  gesuchten  Axen,  « und  6, 
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des  iNetzes.  Seien  Mx  und  M die  so  konslniirlcn  Axen,  x und 
I ihre  Sclmillpunkte  init  der  Transversale  durch  a,  so  ist  zu  be- 
merken, dass  wejjcn  der  konstanten  l*otenz  ax  . a '%  gleich  ist 
dem  analogen  Produkt  für  irgend  zwei  andere  konjugirte  l'unkte 
des  Punktsystems  auf  der  Transversale,  also  auch  für  ihre  bei- 
den Schnilt|)unkte  mit  ^1"  und  Üö",  d.  h.  =;  ao  . a(s'\  nun  ist 
aber  hg  =.  Mb  und  wegen  der  Parallelität  verhält  sich: 


xa 


aa 

lÜi 


aM* 


also: 


Mb  . Mß . 


Ata 

Ma 


> 


eine  nelation,  von  welcher  wir  sogleich  (.Jehrauch  machen  wer- 
den. Es  bleibt  jetzt  übrig,  nachdem  die  Axen  des  Netzes  ge- 
funden sind,  die  auf  ihnen  befindlichen  Punktsysieme  zu  ermit- 
teln. Dies  kann  auf  folgende  Art  geschehen:  Die  Polare  von  .r 
muss  parallel  laufen  zu  J/|^(Fig.  91),  also  senkrecht  stehen  auf 


(Fig.  91.) 


Mx,  ferner  muss  sie  durch  den  Punkt  « gehen,  weil  x aut  der 
Polare  von  «,  nämlich  der  durch  a parallel  zu  33  gezogenen  fle- 
raden  liegt;  folglich  wird  das  aus  a auf  Mx  gefällte  Perpendikel 
die  Polare  von  x sein,  also  Mx  in  dem  Ihinkte  x'  treflen,  wel- 
cher der  konjugirte  von  x ist  für  das  auf  der  a-Axe  Ijcrmdliche 
Punktsystem  des  Netzes;  ebenso  trilll  das  aus  « auf  die  b-\\c 
herahgelassene  Perpendikel  dieselbe  in  dem  konjugirten  Punkte 
zu  ^ in  dem  der  />-Axe  zugehörigen  Punktsystem.  Da  wir  ausser- 
dem den  Mittelpunkt  M für  diese  beiden  Punktsysteme  kennen, 
so  ist  uns  ihre  Potenz: 

Mx  , Mx'  = Pa  und  . M^'  = Pb 
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bekannt  und  hierdurch  auch  jedes  der  beiden  Punktsysteme  selbst. 
Zugleich  ergeben  sich  die  crwähtitcn  Deziehungen  zwischen  den 
Grossen  Pa  P«  P«  P*,  wie  folgt: 

Wir  haben  bereits  in  § 33  auf  ein  Paar  elementare  llölfs- 
sätze  Obers  rechtwinklige  Dreieck  aufmerksam  gemacht,  welche 
so  lauten:  „Wenn  das  rechtwinklige  Dreieck  xM^  in  M den 
rechten  Winkel  hat  und  a irgend  ein  Punkt  seiner  Hypothenuse 
ist,  die  Perpendikel  aus  a auf  Mx  und  il/|  gefallt  die  Katheten 
in  y und  i]  trefl'en,  so  ist  allemal: 

(I.)  Mx  . My  . itf  I . Mt\  =s  o:«  . Ma^  sin*  {Ma,  a|) 

(II.)  Mx  . My  + M^  . Mn  = Ma^  xa  . at 

Der  ganz  elementare  Beweis  dieser  Sätze  ist  oben  (§  33} 
gegeben  worden;  der  zweite  Satz  ist  die  Verallgemeinerung  eines 
bekannten  Satzes  für  den  besonderen  Fall,  dass  a in  der  Milte 
der  Hypothenuse  liegt. 

Die  Strecken  3/y  und  Mn  können  wir  nun,  indem  wir  diese 
Sätze  auf  unsere  Figur  anw enden,  ersetzen  durch  und  Mi' 
denn  die  Parallelität  liefert  folgende  Verhältnisse: 

My  Ma Mn  . 

Mx 

dies  in  die  vorigen  Relationen  substituirt,  giebt: 

Mx  . Mx  . Mi  . Mi'  = xa  .ai,  Ma^  . sin*  (^l,  33) 

Mx  . Mx  + Mi  . Mi'  = Ma  , Ma  xa  . ai  . 

oder  wenn  für  xa  . ai  = Mb  . Mß  . gesetzt  und  die  Pro- 
dukte durch  die  eingefuhrte  Bezeichnung  der  Potenz  ersetzt 
werden : 

(I.)  P«,  . P«  . sin*  (31,  33)  ==  Pa  . Pö 
(II.)  Pa  + P»  = P«  + P^. 

(I)  „Das  Produkt  aus  den  Potenzen  der  auf  einem 
Paar  konjugirter  Durchmesser  des  Netzes  hefindlicheii 
Punktsysteme  multiplicirt  mit  dem  Quadrat  des  sinus 
des  Winkels  zwischen  diesen  beiden  konjugirten  Durch- 
messern ist  konstant.'* 

(II)  „Die  Summe  der  Potenzen  der  auf  einem  Paar 
konjugirter  Durchmesser  des  Netzes  befindlichen 
Punktsysteme  ist  konstant." 

Diese  Sätze  sind  conform  mit  den  bekannten  Eigenschaften 
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der  konjugirtcr  Durchmesser  des  Kegelschnitts;  sie  bleiben  be- 
stehen für  das  Netz,  auch  wenn  dasselbe  elliptisch  ist,,  also  kei- 
nen reellen  Kernkegelschnilt  besitzt,  wofern  wir  nur  an  die  Stelle 
der  Durchmesser  den  allgemeineren  Begriff  der  Potenz  des  zu- 
gehörigen Punktsystems  setzen.  In  dem  Falle  eines  elliptischen 
Netzes  sind  allemal  beide  Werthe  und  negativ,  in  dem 
Falle  eines  hyperbolischen  Netzes  entweder  beide  positiv  (Kern- 
kegelschnitt-Ellipse) oder  einer  positiv,  der  andere  negativ  (Kern- 
kcgelschnitt- Hyperbel).  Für  zwei  konjugirte  Hyperbeln,  welche 
dasselbe  Strahlsystem  der  konjugirten  Durchmesser  haben  (§  32), 
findet  allemal  ein  derartiges  Verhalten  statt,  dass,  wenn  bei  der 
einen  positiv  und  P^  negativ,  bei  der  andern  umgekehrt  P^ 
negativ  und  P^  positiv  ist,  übrigens  aber  die  absoluten  Werthe 
dieser  Potenzen  beziehlich  dieselben  sind.  In  diesem  Sinne  kön- 
nen wir  uns  auch  zu  der  Ellipse  den  konjugirten  Kegelschnitt, 
der  vollständig  imaginär  ist,  denken,  indem  wir  ihm  dasselbe 
Strahlsystem  der  konjugirten  Durchmesser  zutheilen,  aber  auf 
jedem  Paar  konjugirter  Durchmesser  die  Potenzen  der  zugehöri- 
gen Punktsysteme  gleich  und  entgegengesetzt  annehmen,  also  die 
hyperbolischen  Punktsysteme  in  gleichwerthige  elliptische  verwan- 
deln. Solche  vier  Netze  (Kegelschnitte),  welchen  die  Werthe: 


+ Pa 

Pa 

— Pa 

+ Ph 

- Pb 

+ Pb 

zukommen,  sind  vier  harmonisch  - zugeordnete  Kegel- 
schnitte, wie  aus  § 56  hervorgeht. 

Sind  insbesondere  die  Werthe  von  P„  und  Pi,  einander  gleich, 
so  lässt  die  obige  Konstruktion  erkennen,  dass,  wenn  beide  po- 
sitiv oder  beide  negativ  sind,  das  dem  Mittelpunkte  M zugehörige 
Strahlsystem  des  Netzes  (das  konjugirte  Durchmessersystem)  ein 
Kreissystem  wird,  also  je  zwei  konjugirte  Durchmesser  auf  ein- 
ander rechtwinklig  sind,  woraus  denn  folgt,  dass  der  Kernkegcl- 
schnitt  des  Netzes  ein  reeller  oder  imaginärer  Kreis  wird.  Hier- 
aus folgt  die  bekannte  Eigenschaft  eines  solchen  besonderen 
Netzes,  dass  die  Polare  irgend  eines  Punktes  p senkrecht  steht 
auf  der  Verbindungslinie  {pM)  desselben  mit  dem  Mittelpunkte 
des  Netzes,  und  zwar  in  demjenigen  Punkte  n dieses  Durchmes- 
sers für  welchen  Mp  . Mn  gleich  dem  festen  (positiven  oder 
negativen)  Werthe  der  Potenz  P^  (=  Pi,).  Sind  dagegen  die 
Werthe  von  Pa  und  Pi,  gleich  und  entgegengesetzt,  so  ist  das 
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.Netz  liypcrholiscli  und  der  Kernkegelsclinill  eine  gleicliseitige 
Fly|)erl>el,  indem  <las  dem  Mittelpunkte  M zngehurige  Slrnldsyslem 
des  Netzes  ein  byperholiscli-gleicliseitiges  wird. 

§ f)9.  Die  Brennpunkte  des  Netzes. 

Es  bietet  sich  uns  als  naeiistc  Aufgabe  dar,  .soicbe  Punkte 
in  der  Ebene  des  Netzes  aufznsucben,  deren  zngebörige  Strabl- 
systerne  Kreissysteme  sind;  ein  Kreissyslem  ist  ein  solches  be.soii- 
deres  ellipliscbes  Strabl.system,  welcbes  jiicbt  nur  ein  I*aar,  son- 
dern nnendlicb- viele  Paare  Axen  bat  oder  bei  welchem  je  zwei 
konjngirte  Strahlen  zu  einander  rechtwinklig  sind;  dies  ist  der 
Kall,  .sobabl  es  zwei  Paar  zu  einander  rechtwinkliger  konju- 
girt<T  Strahlen  gieht,  durch  welche  das- Strahlsy.sUmi  bestimmt 
wird.  Es  ist  nun  leicht  einzuseheii,  dass,  wenn  es  üherhaiipt 
Punkte  in  der  Ebene  des  Netzes  gieht,  deren  zugehörige  Strahl- 
Systeme  Kreissysteme  sind,  diese  nothwendig  auf  den  .Axen  des 
Netzes  liegen  müssen.  Denn  wäre  B irgend  ein  nicht  auf  einer 
Axe  liegender  Punkt  und  Hl  der  Mitteljuinkt  des  Netzes,  so  würde 
dem  Durchmesser  B M ein  konjugirter  Durchmesser  ziigeliören, 
welcher  nicht  senkrecht  auf  ihm  stände,  und  zögen  wir  durch 
B eine  Parallele  zu  letzterem,  so  hätten  wir  den  konjngirten  Strahl 
zu  B M \w  dem  Strahlsystem  { /^);  wir  hätten  also  zwei  konjngirte 
Strahlen  «lieses  Strahlsystems,  welche  nicht  rechtwinklig  zu  ein- 
ander wären;  das  Strahlsystem  [B]  w'äre  also  augenscheinlich 
kein  Kreissystem.  Hiervon  macht  allerdings  der  Fall  eine  .Aus- 
nahme, wenn  das  dem  Punkte  [HI]  zugehörige  Strahlsystem  seihst 
ein  Kreissystem  ist;  in  diesem  Falle  ist  es  indessen  leicht  einzu- 
seheu,  dass  das  .so  kmistruirte  Paar  das  einzige  Paar  rechtwink- 
liger konjugirter  Strahlen  des  Strahlsy.stems  {D)  ist,  denn  ziehen 
wir  durch  B einen  hcliehigen  zweiten  Strahl,  so  wird  dessen 
Pol  auf  der  aus  M auf  ihn  herahgclas.senen  Senkrechten  liegen 
und  im  Allgemeinen  nicht  im  Unendlichen;  verhinden  wir  ihn 
mit  B,  so  haben  wir  also  wieder  ein  Paar  konjugirter  Strahlen 
des  Strahlsystems  (B),  die  nicht  zu  einander  rechtwinklig  sind, 
und  das  Strahlsystem  (ß)  ist  also  kein  Krei.ssystem.  Wir  haben 
nun  die  Punkte  von  der  verlangten  Eigenschaft  nur  auf  den  Axen 
des  Netzes  zu  suchen  und  nehmen  also  einen  hcliehigen  Punkt  a' 
auf  einer  .Axe  (Fig.  92),  ermitteln  seine  Polare  X,  weiche  in  x 
senkrecht  auf  dieser  Axe  steht,  dann  sind  x' M und  .1’  die  Axen 
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eins  dein  Punkte  x'  zugeliorigen  Strahlsysteins,  ebenso  x M und 
die  Senkrechte  in  x die  Axeii  <les  dem  Punkte  x zugeliorigen 
Stralilsvslems  und  andere  Paare 
konjugirler  Strahlen  des  letzte- 
ren können  wir  dadurch  finden, 
dass  wir  das  IhmkLsvstem  auf 
X ermitteln,  welches  mit  dem 
Strahlsystem  {x)  perspektivisch 
liegt.  Ziehen  wir  durch  x ei  neu 
heliehigen  Strahl  welcher  iu 
r die  Polare  A'  trifll,  und  he- 
slimmen  den  F*ol  y von  V,  wel- 
cher auf  A’  liegen  muss,  so  ist 
(a’y)  = Z die  Polare  von  z;  y 
und  z sind  ein  Paar  konjugirler 
Punkte  des  dem  Netze  zuge- 
hörigen Punktsystems  auf  A’,  und  Z und  F sind  ein  Paar  kon- 
jugirler Strahlen  des  dem  Punkte  x zugehörigen  Slralilsystems  im 
Netze.  Die  beiden  Strahlen  Y und  Z werden  nun  im  Allgemei- 
nen nicht  rechtwinklig  auf  einander  stehen  und  das  Strahlsystcm 
(.r)  wird  also  im  Allgemeinen  kein  Kreissysiem  sein;  verändern 
wir  aber  den  Punkt  *a:  auf  der  Axe,  so  kann  es  sich  ereignen, 
dass  diese  Perpendikularität  eintritt,  und  ein  solcher  Punkt  x, 
für  welchen  dies  der  Fall  ist,  muss  die  Eigenschaft  besitzen, 
dass  sein  Strahlsystem  ein  Kreissystem  ist.  Hei  der  Bewegung 
von  X können  wir  noch  die  Richtung  der  durch  ihn  gehenden 
(•eradeii  V ganz  willkrihrlich  annehmen,  es  wird  aber  für  die 
Betrachtung  zweckmässig  sein,  für  V eine  (ührigens  beliebige) 
Richtung  unverändert  hcizuhehalten  und  also  F nur  |)arallei  mit 
sich  zu  verschieben;  die  Allgemeinheit  der  Betrachtung  wird  da- 
durch nicht  heeinträchtigt;  in  dem  Ihmklsy.steni  auf  X,  von  wel- 
chem y und  r ein  Paar  konjugirter  Punkte  ist,  ist  olTenhar  x' 
der  Mittelpunkt  und  wegen  der  Eigenschaft  der  konstanten  Potenz 
eines  Punktsystems,  haben  wir: 

x'  y . x'  z = const. 

In  dem  Dreieck  xyz  ist  xx'  eine  Höhe,  die  beiden  andern 
Höhen  y y'  und  z z'  schneiden  sich  also  in  einem  Punkte  ^ der 
ersleren,  d.  h.  der  in  Betracht  gezogenen  Axe  des  Netzes.  Die 
Aehnlichkeil  der  Dreiecke  giehl  ferner: 


(Fi-.  92.) 
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X y . X z = X X ,\x  = corist. 

Wenn  wir  also  den  Punkt  x feslhalten  und  das  Paar  koii- 
jugirter  Punkte  y,  z auf  seiner  Polare  X beliebig  veränderiH  d.  li. 
das  ganze  Punktsystem  durchlaufen  lassen,  so  bleibt  der  Ilöhen- 
punkt  I des  Tripeidreiecks  xyz  immer  derselbe  feste  Punkt. 

Die  Fusspunktc  y und  z der  aus  y und  z auf  die  Seiten 
des  Tripeldreiecks  xyz  gefällten  Perpendikel  besitzen  die  Eigen- 
schaft, dass  y y und  %J  z,  ebenso  zy  und  z'  z je  zwei  konjugirte 
Strahlen  des  Netzes  sind  und,  da  diese  auf  einander  senkrecht 
stehen,  die  Axen  der  den  Punkten  y und  z zugehörigen  Stralil- 
systeme  des  Netzes.  Bei  der  Veränderung  von  y und  z beschrei- 
ben nun  y und  z einen  Kreis,  dessen  Durchmesser  x^  ist.  Jeder 
Punkt  dieses  Kreises  mit  x und  § verbunden  liefert  die  Axen 
des  ihm  zugehörigen  Strablsystems  im  Netze. 

Um  die  Veränderung  zu  verfolgen , welche  n)it  der  Bewegung 
des  Punktes  x eintritt,  müssen  wir  ermitteln,  wie  der  Punkt  | 
mit  X sich  verändert;  mit  x verändert  sich  zunächst  X,  indem 
es  sich  beständig  parallel  bleibt  und 

Mx  , Mx  =z  const. 


ist;  die  durch  x gezogene  Gerade  Y soll  auch,  wie  oben  be- 
stimmt ist,  in  ihrer  Richtung  festgehalteii  werden,  der  Pol  y wird 
also  auf  dem  zu  dieser  Richtung  konjugirten  Durchmesser  My 
sich  bewegen;  das  Perpendikel  yy  bleibt  beständig  sich  parallel 
und  es  bleiben  daher  die  Verhältnisse  konstant: 


äH  — 
m \ ~~ 


const. 


und  hieraus  auch: 


Mx 

My 


= const. 


Mx^ 

Mi 


= const. 


Diese  Rehlion  mit  der  obigen  verbunden,  giebt 


Mx  . Mi  = const. 


und  hieraus  schliessen  wir,  dass  die  Punkte  x und  i konjugirte 
Ihinkte  eines  bestimmten  neuen,  auf  der  Axe  befindlichen  Punkt- 
systems sind,  welches  denselben  Mittelpunkt  M hat  (Wollten 
wir  die  kleine  Rechnung  vermeiden,  so  wäre  ebenso  leicht  zu 
zeigen , dass  bei  der  Bewegung  von  .r  der  Punkt  i eine  mit  ihm 
projektivische  Punktreihe  durchläuft  und  dass  entsprechende 
gleiche  Strecken  der  beiden  projektivischen  Punklreihen  verkehrt 
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auf  einander  fallen,  d.  li.  wenn  ^ nach  x gelangt,  x nach  ^ 
kommt,  woraus  dann  ebenfalls  die  involutorische  Eigenschaft  des 
Punktenpaares  (a:,  erhellt.) 

Nachdem  diese  Abhängigkeit  der  Punkte  x und  | von  ein- 
ander ermittelt  ist,  wird  die  ursprünglich  vorgelegtc  Frage  leicht 
zu  beantworten  sein.  Soll  nämlich  das  dem  Punkte  x zugehörige 
Strahlsystem  ein  Kreissystem  Merden,  so  muss  das  Tripeldreieck 
xyz  bei  x rechtwinklig  sein,  d.  h.  der  Ilöhenpunkt  § dieses 
Dreiecks  muss  mit  der  Ecke  x zusammenfallen,  und  umgekehrt: 
Wenn  der  Ilöhenpunkt  $ mit  x zusammenfällt  und  nur  dann, 
werden  Y und  Z rechtwinklig  zu  einander  sein.  Da  nun  x und 
§ konjugirle  Punkte  eines  bestimmten  und  aus  dem  Obigen 
leicht  zu  ermittelnden  Punktsystems  sind,  so  kommt  es  nur  dar- 
auf an,  die  Asymptotenpunkte  dieses  Punktsystems  zu  finden. 
Diese  sind  nur  reell,  wenn  das  Punktsystem  hyperbolisch  ist,  im 
andern  Falle  werden  sie  durch  dieses  bestimmte  (elliptische) 
Punktsystem  vertreten.  Es  kann  also  auf  jeder  Axe  des  Netzes 
höchstens  zwei  Punkte  der  verlangten  BeschalTenheit  geben, 
dass  die  ihnen  zugehörigen  Strahlsys^eme  des  Netzes  Kreissysteme 
werden.  Um  zu  erfahren,  oh  diese  Punkte  reell  sind,  müssen 
wir  das  oben  ermittelte  Punktsystem  {x,  ^)  auf  jeder  Axe  genauer 
zu  bestimmen  suchen.  Da  die  Punkte  x,  | auf  der  in  Betracht 
gezogenen  Axe  des  Netzes  ein  Punktsystem  bilden,  so  werden 
sämmllichc  über  den  Strecken  x ^ als  Durchmesser  beschriebene 
Kreise  eine  Kreisschaar  bilden  und  zwar  mit  einör  reellen  ge- 
inein.scliaftlichen  Sekante,  wenn  das  Punktsystem  (.r,  ^)  elliptisch 
ist,  dagegen  mit  einer  ideellen  gemeinschaftlichen  Sekante,  wenn 
das  Punktsystem  (o:,  l)  hyperbolisch  ist,  indem  die  beiden  Asymp- 
tolenpunkte  desselben  die  (irenzpunkte  (Null- Kreise)  der  Kreis- 
schuar  werden.  Welcher  Art  aber  auch  diese  Kreisschaar  sei, 
immer  giebt  es  durch  einen  Punkt  B der  Ebene  nur  einen  ein- 
zigen, stets  reellen  Kreis,  welcher  der  Schaar  angehört,  oder  mit 
andern  Worten,  die  Kreisschaar  erfüllt  die  ganze  unendliche 
Ebene.  Wir  haben  nun  oben  gesehen,  dass  jeder  Punkt  eines 
solchen  Kreises,  welcher  über  x^  als  Durchmesser  beschrieben 
ist,  mit  X und  ^ verbunden  zwei  rechtwinklige  Strahlen  liefert, 
welche  die  Axen  seines  Punktsystems  im  Netze  sind.  Da  aber 
jedem  Punkte  Jt  in  der  Ebene  des  Netzes  nur  ein  bestimmtes 
Strahlsystem  zugehört  und  auch  durch  jeden  Ihinkt  B nur  ein 
Seil  röter,  Tlicoiic  il.  Keg'eUrliii.  31 
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bestimmler  Kreis  der  Kreisschaar  hindurchgeht,  so  können  wir 
umgekehrt  schliessen : 

Denkt  man  sich  in  sämmtlichen  Punkten  B der 
F]hene  eines  Netzes  die  Axen  der  ihnen  im  Netze  zu- 
gehörigen Stralilsysteme  ermittelt  und  trifft  ein  sol- 
ches Axenpaar  eine  (oder  die  andere)  Axe  des  Netzes 
in  dem  Punkten  paar  x’,  so  bildet  die  Gesammlheit 
dieser  Paare  a:,  | ein  hcstimmles  Punktsystem  auf  der 
Axe  des  Netzes  oder  x,  § sind  allemal  ein  Paar  kon- 
j u g i r t e r Punkte  e i n e s ii  n d d e s s e 1 h e n P u n k t s y s t e m s , w o 
auch  der  Punkt  B angenommen  werden  mag. 

Hierdurch  wird  das  Punktsystem  {x,  auf  eine  /weite  sehr 
einfache  Weise  bestimmt  und  zwar  für  jede  der  Axen  des  Netzes 
in  gleichartiger  Weise,  denn  die  eine  der  lletrachliing  zu  Grunde 
gelegte  Axe  hat  vor  der  anderen  nichts  voraus,  und  durch  einen 
■ bestimmten  Punkt  B gieht  es  nur  ein  einziges  Paar  Axen  desje- 
nigen Strahlsystems,  welches  dem  Punkte  B im  Netze  zugehörU 
Denken  wir  uns  also  einen  beliebigen  Punkt  B in  der  Ebene  und 
die  Axen  seines  Strahlsystems,  welche  in  x und  ^ die  eine,  in 
y und  1}  die  andere  Axe  des  Netzes  treffen  mögen,  so  bestim- 
men X,  ^ und  der  Mittelpunkt  M das  eine,  y,  y und  der  Mittel- 
punkt M das  andere  PunkLsystem  auf  den  Axen  des  Netzes  und 
es  ist  jetzt  leicht  ersichtlich,  dass  von  diesen  beiden  Punktsyste- 
men nolhwendig  eines  hyperbolisch  und  das  andere  elliptisch  sein 
muss;  denn  sobald  x und  ^ auf  derselben  Seite  von  M gelegen 
sind,  müssen  y und  y auf  entgegengesetzten  Seiten  von  M liegen 

und  umgekehrt  (Fig.  93).  Die 
vier  Punkte  x^yy  liegen  näm- 
lich so,  dass  jeder  von  ihnen 
der  Ilöhenpunkt  des  von  den 
•drei  andern  gebildeten  Dreiecks 
ist,  und  es  findet  demzufolge  die 
Bedingung  statt: 

Mx  . A/|  -f  My  . My  = 0; 
das  eine  dieser  beiden  Produkte 
ist  also  gleich,  aber  entgegen- 
gesetzt dem  andern,  d.  h.  wenn 
das  eine  positiv  ist,  muss  das 


(Fig.  93.) 
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andere  negativ  sein  und  umgekehrt.  Von  den  beiden  auf  den 
Axen  des  Netzes  hervorgerufenen  Punktsystemen  ist  also  eines 
notlnvendig  hyperbolisch,  das  andere  elliptisch.  Die  Asymptoten- 
punkte des  hyperbolischen  Punktsystems  F und  sind  die  ein- 
zigen reellen  Punkte  in  der  Ebene  des  Netzes,  für  welche  das 
zugehörige  Strahlsystem  ein  Kreissyslem  wird;  sie  heissen  die 
|{  renn  punkte  tles  Netzes;  auf  der  andern  Axe  giebt  es  ein 
bestimmtes  elliptisches  Punktsystem,  dessen  Potenz  den  gleichen 
aber  entgegengesetzten  Werth  hat  und  dessen  imaginäre  Asymp- 
totenpunkte als  das  zweite  Paar  Brennpunkte  des  Netzes  anfge- 
fasst  werden  können.  Wollen  wir. noch  die  unendlich- entfernte 
(ierade  als  dritte  Axe  des  Netzes  gelten  lassen,  insofern  sie 
der  dritte  Tripelstrahl  zu  den  beiden  endlichen  Axen  des  Netzes 
ist  und  gewissermaassen  als  auf  jeder  Geraden  in  der  Ebene  senk- 
recht stehend  angenommen  werden  kann,  so  wird  auf  dieser 
dritten  Axe  ebenfalls  ein  Punktsystem  (z,  f)  durch  die  Axen  eines 
jeden  Strahlsystems  im  Netze  bestimmt  werden  und  dieses  Punkt- 
system ist  ein  für  allemal  dasselbe  (elliptische),  indem  es  von 
je  zwei  unendlich-entfernten  Punkten  in  zwei  zu  einander  recht- 
winkligen Richtungen  erzeugt  wird.  Die  imaginären  Asymptoten- 
punkte desselben  sind  die  imaginären  Kreispunkte  der  unenfl- 
lich-entfernten  Geraden  {§  35)  und  können  allemal  als  ein  Paar 
imaginäre  Brennpunkte  für  jedes  Netz  angesehen  werden. 

Es  bleibt  jetzt  noch  übrig,  die  Potenz  des  Punktsystems  (x,  ^), 
welche  gleich  und  entgegengesetzt  der  des  andern  Punktsystems 
(.V,  t/)  ist,  zu  bestimmen  oder,  was  dasselbe  ist,  den  Abstand  jedes 
der  Brennpunkte  F F^  von  dem  Mittelpunkte  M des  Netzes  zu 
ermitteln ; dieser  ist  leicht  auszudrücken  durch  die  Potenzen  /*« 
und  Pi  derjenigen  beiden  Punktsysteme,  welche  den  Axen  des 
Netzes  zugehören.  Nehmen  wir  von  den  beiden  Axen  des  dem 
Punkte  B zugehörigen  Strahlsystems  eine,  welche  in  x und  y die 
Axen  des  Netzes  treffen  möge,  so  wird  ihr  Pol  P auf  der  andern 
liegen  müssen  (Fig.  93),  also  in  der  durch  B auf  ihr  gezogenen 
Senkrechten,  welche  in  | und  die  Axen  des  Netzes  trifft;  die 
Polare  von  x muss  nun  durch  P gehen  und  senkrecht  stehen  auf 
Mx,  also,  wenn  das  aus  P auf  Mx  herahgelassene  Perpendikel 
diese  Gerade  in  x'  trifft,  so  ist  31  x . 31  x'  = Pa  und  ebenso 
31  y . 31  y'  = Pi,,  wo  y'  den  PTisspunkt  des  aus  P auf  31 y her- 
ahgelassenen  Perpendikels,  d.  h.  der  Polare  von  y bedeutet.  Aus 
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der  Achnlichkeit  der  Dreiecke  folgt  nun: 

Mri  y'j]  y r\  Mt}  — My 

Mi  yT*  Mx’  Mx  ~ 

und  setzen  wir  dies  Verhältniss  in  die  oben  gefundene  Relation: 

Mx  . A/|  4-  My  . My  = 0 

ein,  so  folgt: 

Mx  . Mx'  — My  . My'  = — My  . My  = Mx  . A/| 

oder: 

j M X . M ^ = Pa  

I J/.y  . My  z=  Pf,  — P,. 

Die  Potenz  desjenigen  Punklsyslenis,  dessen  Asyniptotenpunke 
die  Rrennpunkte  des  Netz<*s  sind,  ist  hiernach  gefunden,  also 
auch  die  Entfernung  der  Rrennpunkte  FF^  vom  Mitlelpunkte, 
deren  Quadrat  gleich  dem  absoluten  VVerthe  von  {P„  — Pf>)  ist. 

Es  ist  vorhin  erwähnt  worden,  dass  die  Kreise,  welche  über 
je  einer  Strecke  x ^ zwischen  zwei  konjugirten  Punkten  des  Punkt- 
systems (a:,  §)  als  Durchmesser  beschrieben  werden,  eine  Kreis- 
schaar bilden,  deren  (irenzpuukte  (Nullkreise)  die  Rrennpunkte 
<les  Netzes  sind.  Wir  erhalten  hiernach  für  die  beiden  endlichen 
.Axen  des  Netzes  zwei  Kreisschaaren , deren  eine  zur  ideellen,  die 
apderc  zur  reellen  gemeinschaftlichen  Sekante  die  eine  und  die 
andere  Axe  des  Netzes  und  die  jedesmalige  zweite  Axe  zur  Cen- 
trale^ hat;  da  die  Potenz  des  Punktes  M in  Rezug  auf  die  Kreise 
der  einen  Schaar  gleich  iiber  entgegengesetzt  der  Potenz  dessel- 
ben Punktes  in  Rezug  auf  die  Kreise  der  andern  Schaar  ist,  so 
schneidet  jeder  Kreis  der  einen  jeden  der  andern  Schaar  recht- 
winklig, und  die  Kreise  über  x^  und  yy  als  Durchmesser  stehen 
«laher  in  der  bekannten  Beziehung  zu  einander,  dass  sie  zwei 
konjugirte  Kreisschaaren  bilden.  Wir  können  dies  als  Satz 
folgendermaassen  aussprechen : 

Die  beiden  Rrennpunkte  auf  der  einen  .Axe  des 
Netzes  und  die  Schnittpunkte  der  andern  mit  irgend 
einem  .Axenpaar  des  Strahlsystems,  welches  einem  be- 
liebigen Punkte  in  der  Ebene  des  Netzes  zugehört, 
liegen  allemal  auf  einem  Kreise. 

Das  dritte  zu  den  beiden  konjugirten  Kreisschaaren  zugehö- 
rige Kegelschnittbüschei,  welches  aus  sämmtlichen  gleichseitigen 
Hyperbeln  besteht,  die  M zum  Mittelpunkt  haben  und  durch  die 
Rrennpunkte  FF^  gehen  (§  50),  scheint  bei  dieser  Betrachtung 
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nicht  besonders  liervorzutrelen , auch  wenn  man  als  drille 
Axe  des  Netzes  liinzunimmt. 

GO.  Einige  Eigenschaften  der  Axen  sämmtlicher  Strahl- 
systeme, welche  den  Punkten  in  der  Ebene  eines  Netzes 

zugehören. 

Wir  haben  in  § 56  das  Gesetz  aufgesuchl,  welchem  die 
Asymptoten  sämmtlicher  Slrahlsysteme,  die  den  Punkten  in  der 
Ebene  eines  Netzes  zugehören,  unterworfen  sind,  sowie  den  Ort 
.'Hämmtlicher  Asymptotenpiinkte  auf  allen  Geraden  iii  der  Ebene 
des  Netzes;  letzterer  war  der  Kern  des  Netzes  und  sämnUliche 
Asymptoten  Tangenten  dieses  Kernkegelschnitts.  Es  bietet  sich 
jetzt  die  Frage  dar,  welchem  Gesetze  die  Axcn  sämmtlicher 
Strahlsysteme  im  Netze  unterworfen  sind?  Jede  Gerade  51  in  der 
Ebene  ist  Axe  eines  bestimmten  Strahlsystems;  denn  trelle  sie 
eine  Axe  X des  Netzes  in  x und  sei  § der  konjugirle  Punkt  in 
demjenigen  Strablsystem  (a:,  auf  dieser  Axe  {§  59),  dessen 
Asymptotenpunkte  die  reellen  (oder  imaginären)  Brennpunkte,  des 
Netzes  sind,  so  wird  das  Perpendikel  aus  | auf  die  Gerade  51 
dieselbe  in  demjenigen  Punkte  p trclfen,  für  welchen  die  Gerade 
51  und  die  darauf  Senkrechte  die  Axen  des  dem  Punkte  p zuge- 
hörigen Strahlsyslems  im  Netze  sind.  Durch  einen  beliebigen 
IVinkt  P in  der  Ebene  gehen  also  unendlich -viele  Gerade  5(, 
welche  als  Axen  für  bestimmte  dem  Netze  zugehörige  Strahl- 
systeme auftreten;  suchen  wir  den  Ort  der  zugehörigen  zweiten 
Axe  23  zu  bestimmen.  Das  von  der  Geraden  51  beschriebene 
Strahlbüschel  (P)  Irilft  die  Axe  X des  Netzes  in  der  Punktreihe 
[x]  und  die  unendlich -entfernte  Gerade  in  einer  Punklreihe, 
die  mit  der  Punktreihe  (a:)  perspektivisch  liegt;  denken  wir  uns 
das  Strahlbüschel  (P)  um  JX)”  gedreht,  so  trifft  es  die  in 
einer  neuen  Punktreihe,  welche  ebenfalls  mit  dem  Strahlbüschel 
(P)  projeklivisch  ist;  der  dem  x konjugirte  Punkt  § beschreibt 
bei  der  Bewegung  von  x eine  Punktreihe  {§),  welche  wegen  der 
projcktivischen  Natur  des  Punktsystems  {%  IG)  ebenfalls  mit  der 
Punktreihe  (.r)  projektivisch  ist,  und  die  Perpendikel  aus  | auf 
den  jedesmaligen  Strahl  51  sind  nichts  anderes,  als  Verbindungs- 
Strahlen  entsprechender  Punkte  zweier  projektivi.scher  Punktreihen 
auf  den  Trägern  X und  , indem  letztere  von  dem  um  90^* 
gedrehten  Slrahlbüschel  (51)  auf  @ ausgeschnitten  wird.  Die 
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der  Axc  zugoliörigc  zweite  Axe  53  umlifillt  daher  einen  Kogel- 
seiinilt  und  zwar  eine  Parabel,  weil  eine  Tangente  ist; 
diese  Parabel  berfibrt  die  beiden  endlicben  Axen  X und  V des 
Netzes  und  der  Mittelpunkt  M des  Netzes  ist  daher  ein  Punkt  der 
Leitlinie  dieser  Parabel,  weil  durch  ihn  zwei  rechtwinklige  Tan- 
genten an  dieselbe  geben  (§§  34,  36).  Da  ferner  dein  festen 
Punkte  P selbst  ein  bestimmtes  Strablsystem  iin  Netze  zugebört, 
dessen  Axen  ein  besonderes  Axenpaar  51,  53  ist,  so  liegt  auch  P 
in  der  Leitlinie  und  PM  ist  daher  die  Leitlinie  der  Parabel.  Wir 
können  auch*  leicht  den  Drennpunkt  dieser  Parabel  ermitteln;  die 
Axen  des  dem  Punkte  P zugehörigen  Strahlsysteins  mögen  X in 
und  y in  trelfen  (Fig.  94),  dann  gehören  die  beiden 

(Fig.  94.) 


über  Xff  |g  und  t/„  rj,)  als  Durchmesser  beschriebenen  Kreise  den 
beiden  früher  (§  59)  erw  ahnten  konjugirten  Kreisschaaren  an ; diese 
beiden  Kreise  haben  nun  ausser  dem  Punkte  P noch  einen  zwei- 
ten (reellen)  Punkt  0 gemein  und  0 ist  der  Drennpunkt  unserer 
Parabel;  denn  da  der  Brennpunkt  einer  Parabel,  welche  einem 
Dreiseit  einbeschrieben  ist,  allemal  auf  dem  dem  Dreiseit  um- 
schriebenen Kreise  liegt  {§  43)  und  wir  hier  zwei  der  Parabel 
umstdiriebene  Dreiecke  Px^  und  Py^]  haben,  so  muss  der  ge- 
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nieinschaftliche  Punkt  der  ihnen  umschriebenen  Kreise  der  gesuchte 
Brennpunkt  der  Parabel  sein;  da  aber  P dieser  Punkt  oflenbar 
nicht  sein  kann,  so  ist  (P  der  Brennpunkt  der  Parabel.  Es  ist 
ferner  leicht  zu  sehen,  dass  cP=(a'yiy„,  Schnitt- 
punkt der  beiden  Geraden  Xq  dieselben 

auf  einander  senkrecht  stehen,  oder  dass  <2>  der  dritte  Diagonal- 
punkt des  vollständigen  Vierecks  ^]^y  ist,  dessen  beide 

andern  P und  M sind.  Die  Gerade,  welche  die  Fusspunkte  der 
aus  O auf  die  Axen  X F gefällten  Perpendikel  verbindet,  ist  also 
nach  bekannten  Eigenschaften  der  Parabel  die  Tangente  im  Schei- 
tel derselben  und  läuft  parallel  der  Leitlinie  PM.  Die  hier  auf- 
Iretende  Parabel  ist  uns  also  jetzt  durch  Leitlinie  und  Brenn- 
punkt vollständig  bekannt  und  wir  können  das  Ergebniss  der  vorigen 
Untersuchung  folgendermaasscn  zusammenfassen: 

Jede  Gerade  in  der  Ebene  eines  Netzes  ist  eine 
Axe  eines  bestimmten  dem  Netze  zugehörigen  Strahl- 
systems; die  andere  Axe  33  w ird  gefunden,  indem  man 
den  Schnittpunkt  x der  Geraden  3t  mit  einer  A^e  X 
des  Netzes  aufsucht,  den  konjugirten  Punkt  ^ des- 
jenigen Punktsystems  bestimmt,  welches  die  (reellen 
oder  imaginären)  Brennpunkte  des  Netzes  auf  dieser 
Axe  zu  Asymptotenpunkten  hat,  und  aus  ^ ein  Perpen- 
dikel auf  3t  herablässt;  dieses  Perpendikel  ist  die  an- 
dere Axe  33  und  der  Schnittpunkt  (3t,33)=i>  derjenige 
Punkt  von  3t,  dessen  Strahlsystem  im  Netze  3t  und  33 
zu  Axen  hat.  Bewegt  man  die  Gerade  3t  um  einen  be- 
liebigen festen  Punkt  P,  so  verändert  sich  auch  33  und 
umhüllt  eine  Parabel  Diese  Parabel  hat  PM,  die 

Verbindungslinie  des  festen  Punktes  P mit  dem  Mit- 
telpunkte M des  Netzes,  zur  Leitlinie  und  berührt  so- 
wohl die  beiden  Axen  des  Netzes,  als  auch  die  bei- 
den Axen  des  besonderen  Strahlsystems,  welches  dem 
Punkte  P im  Netze  zugehört.  Jedem  Punkte  P in  der 
Ebene  entspricht  also  eine  bestimmte  Parabel 
bewegt  sich  P auf  einer  Geraden  3l„,  so  durchläuft 
eine  Parabelschaar  von  vier  festen  Tangenten, 
nämlich:  die  unendlich-entfernte  Gerade®^,  die  bei- 
den .Axen  X Y des  Netzes  und  diejenige  Gerade  33o» 
welche  die  andere  Axe  zu  3Io  ist;  die  Leitlinien  dieser 
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Para  belscliaar  laiifcii  durch  den  fesleii  Punkt  M 4I>) 
u.  s.  f. 

Halten  wir  den  Punkt  P fest  und  suchen  etwas  näher  den 
Zusammenhang  der  Parahel  mit  den  heiden  konjugirten  Kreis- 
schaaren  zu  erkennen,  denen  wir  noch  das  dritte  konjugirte  Büschel 
gleichseitiger  Hyperbeln  hinzurügen,  so  zeigen  sich  die  in  § 50 
allgemein  gefundenen  Eigenschaften  dreier  konjugirter  Kegel- 
.schnittbüschel  für  diesen  besonderen  Fall  einfach  bestätigt.  Ein 
Kegelschnitt,  welchem  «lie  beiden  Punktsysteme  [x,  und  (»/,  t/) 
auf  den  Axen  .V  und  V des  Netzes  zugehoren,  ist  allemal  eine 
gleichseitige  Hyperbel,  welche  A/ zum  Mittelpunkte  hat;  denn  nach 
der  in  § 31  angegebenen  Konstruktion  geht  durch  einen  gegebe- 
nen Punkt  P nur  ein  einziger  bestimmter  Kegelschnitt,  welcher 
die  Punktsysteme  (o;,  und  (y,  »/)  zu  zugehörigen  hat,  und  dieser 
Kegelschnitt  wird  gefunden,  indem  wir  das  einzige  Strahlenpaar 
durch  aufsiichen,  welches  gleichzeitig  sowohl  das  eine,  wie  «las 
andere  Punktsystem  in  einem  Paar  konjugirter  Punkte  trilfl.  In 
unserm  Falle  ist  nun  dieses  Strahlenpaar  immer  reell  , nämlich 
das  Axenpaar  des  dem  Punkte  P im  Netze  zugehörigen  Slrahl- 
syslcms,  welches  in  die  .Vxe  X und  in  die  Axe  J’  trilft. 
Die  Punkte,  in  welchen  diese  beiden  Strahlen  die  Polare  des 
Schnittpunkts  {.V,  i ) = J\I,  d.  h,  IrelTen , also  die  unendlich- 
entfernten  Punkte  jener  beiden  rechtwinkligen,  durch  P gehenden 
Strahlen  sind  (§  31)  Ihmkte  des  gesuchten  Kegelschnitts  und 
dieser  ist  also  eine  gleichseitige  Hyperbel,  weil  er  zwei  unend- 
lich-entfernte Ihinkte  in  zwei  zu  einander  rechtwinkligen  Bich- 
tuiigen  hat.  Diese  beiden  Punkte,  die  Brennpunkte  des  .Netzes 
FF^,  und  der  Punkt  P bestimmen  vollständig  den  Kegelschnill, 
Nennen  wir  zur  Abkürzimg  die  beiden  Kreise,  welche  und 
^0  Durchmessern  haben,  und  die  gleichseitige  Hy- 
perbel ^ (Fig.  94),  so  hat  mit  jedem  der  beiden  Kreise  noch 
einen  reellen  gemeinschaftlichen  Punkt  ausser  P,  und  diese  Punkte 
HH^  sind  leicht  zu  finden;  sind  nämlich  ein  Paar  konjugirter 
Punkte  für  die  Hyperbel  § und  P ein  Punkt  derselben;  die  Strahlen 
PXf^  und  IrelTen  die  Hyperbel  ,s^  in  den  beiden  unendlich-ent- 
fernten Punkten,  deren  Verbindungslinie  (Öi*)  den  Pol  von 
in  Bezug  auf  die  Hyperbel  enthält,  weil  durch  M geht; 

folglich  müssen  (§  31)  die  durch  a”,,  und  parallel  zu  und 

gezogenen  (leraden  sich  in  einem  Punkte  H der  Hyperbel  ^ 
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treHen;  (Ues(3r  liegt  glcichzeilig  auf  dem  Kreise  denn  er  ist 
der  diametral  gegenüberliegende  i*unkt  zu  P auf  diesem  Kreise 
oder,  >vas  dasselbe'bedeutet,  der  zweite  Sclmitlpunkt  der  Tangente 
in  P am  Kreise  ^,j,  mit  dem  Kreise  in  gleicher  Weise  trifft  die 
Tangente  in  P am  Kreise  den  Kreis  51,,  in  einem  Punkte  //, 
der  Hyperbel  5);  die  beiden  Punkte  H und  //,  liegen  in  gerader 
Linie  mit  0,  dem  zweiten  Schnittpunkte  der  Kreise  und 
denn  die  Mittelpunkte  dieser  beiden  Kreise  sind  die  Mitten  der 
Strecken  PI!  und  Pll^  und  die  Centrale  halbirt  die  gemeinschal t- 
liche  Sekante  P0;  da  sie  zugleich  auf  ihr  senkrecht  steht,  so  ist 
auch  die  Gerade,  in  welcher  die  Punkte  ////, 0 liegen,  zur  Ge- 
raden PO  rechtwinklig.  Kerner  zeigt  sich,  dass  PO  die  Tan- 
gente im  Punkte  P an  der  Hyperbel  5^  ist,  denn  da  ein 

Paar  konjugirter  Punkte  ist  in  Hczug  auf  ^ und  ein  zweites 
Paar,  so  ist  (§  31)  das  Paar  = P und 

ein  drittes  l*aar  konjugirter  Punkte  für  die  Hyperbel  und  da 
P selbst  auf  ihr  liegt,  so  ist  PO  Tangente  in  P.  Die  Gerade 
////,  0 ist  die  Polare  des  Punktes  P in  Dezug  auf  die  ihm  ent- 
sprechende Parabel  denn  P liegt  in  der  Leitlinie  dieser 

Parabel,  deren  Pol  der  Brennpunkt  O derselben  ist;  ferner  steht 
HH^  senkrecht  auf  PO\  folglich  ist  nach  bekannten  Ligenschaf- 
ten  der  Parabel  ////,  die  l*olare  von  P in  Bezug  auf  die  Parabel 
die  Schnittpunkte  von  7///,  mit  den  beiden  durch /*  gehen- 
den rechtwinkligen  Strahlen  und  sind  daher  deren  Be- 
rührungspunkte mit  der  Parahel  P^'*^  und  hieraus  folgt,  dass  // 
und  //,  die  Pole  der  durch  P zu  .V  und  J*  gezogenen  Parallelen 
in  Bezug  auf  die  Parabel  sind,  ebenso  wie  O der  Pol  von 
PM  ist.  Wir  können  hiernach  folgendes  Ergebniss  ziisainmen- 
stellen : 

Die  auf  d(;n  Geraden  X,  Y,  Z (=®^)  des  Netzes  be- 
findlichen Punktsysteme  (o:,  (//,  ^)  f)»  welche  von 

den  Axenpaaren  s<ämmtiichcr  Strahl  sys  te  m e im  Netze 
ausgeschnitten  werden,  bestimmen  paarweise  zusam- 
mengefasst drei  konjugirte  Kegelschnittbüschcl  so, 
dass  die  Kegelschnitte  eines  Büschels  je  zwei  von 
den  Punktsystemen  zu  zugehörigen  haben;  diese  drei 
Büschel  b e s t e li e n a n s zwei  k o n j u g i r t e ii  K r e i s s c h a a r e n, 
welche  über  und  j/tj  als  Durchmesser  beschrieben 
sind,  und  einem  Büschel  gleichseitiger  Hyperbeln, 
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welcfic  durch  je  zwei  unendlich-entfernte  Punkte  z, 
die  in  rechtwinkligen  Richtungen  zu  einander  liegen, 
sowie  durch  die  beiden  reellen  R r e n n ])  u n k t c des  Netzes 

gehen,  und  den  Mittelpunkt  il/  des  Netzes  zu  ihrem 
gemeinschaftlichen  Mittelpunkte  haben.  Durch  einen 
beliebigen  Punkt  P des  Netzes  gehen  drei  bestimmte 
Kegelschnitte  dieser  Rüschel:  zwei  Kreise 

und  eine  gleichseitige  Hyperbel  treffen  näm- 
lich die  dem  Punkte  P im  Netze  zugehörigen  Axen  in 
a-olo  Axe  X,  in  die  V,  in  die  Axe  Z (&J, 

so  ist  ^.r  der  über  als  Durchmesser  beschriebene 

Kreis,  der  über  als  Durchmesser  beschriebene 

Kreis  und  § die  durch  F und  Pgelegte  gleich- 
seitige Hyperbel.  Die  drei  Kegelschnitte  § 

haben  zu  je  zweien  noch  einen  vierten  reellen  Punkt 
gemein,  nämlich  und  den  Punkt  0,  und  ^ 
den  Punkt  H,  ^y  und^  den  Punkt  AT,.  Die  drei  Punkte 
liegen  in  einer  Geraden,  welche  die  Polare  des 
Punktes  P in  Bezug  auf  die  oben  betrachtete  Parabel 
/U2)  ist,  und  die  drei  Strahlen  PH»  PP\’,  sind  die 
Tangenten  der  beiden  Kreise  und  der  gleichsei- 

tigen Hyperbel  ^ in  dem  gemeinschaftlichen  Punkte  P. 
Die  Punkte  H sind  auch  die  Pole  der  drei  Strah- 
len, welche  vonPnach  den  Schnittpunkten  der  Seiten 
des  Dreiseits  X YZ  hingehen,  in  Bezug  auf  die  Para- 
bel 

Da  jede  Gerade  21  in  der  Ebene  des  Netzes  ein  Axe  für  ein 
bestimmtes  dem  Netze  zugehöriges  Strahlsystem  ist  und  der  Punkt/?, 
welchem  dieses  Strahlsystem  zugehört,  nach  dem  Obigen  leicht 
gefunden  wird  als  Schnittpunkt  der  zweiten  Axe  SD  mit  21,  so 
bietet  sich  die  Frage  dar,  welches  der  Ort  des  Punktes  p ist, 
wenn  wir  die  Gerade  2f  um  einen  festen  Punkt  P drehen.  Da 
die  Gerade  23  bei  dieser  Bewegung  eine  bestimmte  Parabel 
beschreibt,  wie  wir  gesehen  haben,  so  ist  der  Ort  des  Punktes  p 
der  Ort  der  Fusspunktc  von  allen  Perpendikeln,  welche  aus  P 
auf  die  Tangeirten  dieser  Parabel  herabgelassen  werden  können, 
oder  die  Fusspunktskurve  für  die  Parabel  in  Bezug  auf 
den  Punkt  P.  Diese  ist  eine  Kurve  dritten  Gi'ades  welche 
in  P einen  Doppelpunkt  hat,  denn  sie  ist  das  Erzeugniss  zweier 
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piojektivischcr  Gebilde:  eines  Stralilbüschels  (P)  und  eines  krum- 
men Tangcntenbuschels  (der  Parabel)"^);  wir  können  aber  auch 
direkt  nach  weisen,  dass  sie  vom  dritten  Grade  ist,  indem  wir 
zeigen,  dass  es  auf  jeder  beliebigen  Geraden  in  der  Ebene  im 
Allgemeinen  drei  Punkte  des  gesuchten  Ortes  giebt.  Lassen  wir 
auf  einer  beliebigen  Geraden  2 einen  veränderlichen  Punkt  x sich 
bewegen,  ziehen  Px  und  die  darauf  Senkrechte  in  r,  so  unihfillt 
die  letztere  offenbar  eine  zweite  Parabel  welche  P zum  Krenn- 
punkte  und  2 zur  Tangente  am  Scheitel  hat;  die  beiden  Parabeln 
und  haben  in  der  unendlich -entfernten  Geraden 
bereits  eine  gemeinschaftliche  Tangente,  mithin  im  Allgemeinen 
und  höchstens  noch  drei  andere;  die  SchniUpmiktc  derselben  mit 
der  Geraden  2 sind  offenbar  Punkte  des  gesuchten  Ortes,  dieser  ist 
also  vom  dritten  Grade.  Denken  wir  uns  kontinuirlich  den  Strahl 
^ um  den  festen  Punkt  P gedreht,  so  trifft  ihn  die  jedesmal  zu 
seiner  Dichtung  senkrechte  (einzige)  Tangente  der  Parabel  in 
dem  Punkte  p,  welcher  kontinuirlich  die  ganze  Kurve  be- 

schreibt; auf  jedem  durch  P gehenden  Strahl  51  giebt  es  also  nur 
einen  solchen  Punkt  p des  Ortes  insbesondere  aber  gelangt 
der  Strahl  51  hei  seiner  kontinuirlichen  Drehung  nothwendig  ein- 
mal in  die  Lage  5(o  einer  der  beiden  Axen  des  Strahlsystems, 
welches  dem  Punkte  P in  Bezug  auf  das  Netz  zugehört;  die  an- 
dere Axe  53o  trifft  ihn  dann  in  P selbst,  und  P ist  daher  auch 
ein  Punkt  des  Ortes;  zw'eilens  gelangt  aber  auch  der  veränder- 
liche Strahl  51  in  die  Lage  von  58, ^ und  der  veränderliche  Punkt 
/)  fällt  also  zum  zweiten  Mal  nach  P;  hieraus  erkennen  wir,  dass 
der  Punkt  P ein  Doppelpunkt  der  Kurve  6’^^^  ist;  die  Verbrn- 
dungslinie  Pp  ist  immer  Sehne  der  Kurve  und  geht  also  bei 
der  kontinuirlichen  Drehung  um  P,  sobald  51  in  die  Lage  von  5lo 
oder  5B(,  kommt,  in  die  Tangente  an  für  den  Doppelpunkt  P 
über,  weil  in  jedem  dieser  Fälle  P mit  ;>  zusammenfällt.  Die 
beiden  Tangenten  in  dem  Doppelpunkte  der  Kurve  stehen 
daher  auf  einander  senkrecht.  Es  ist  leicht,  einige  besondere 
Punkte  der  Kurve  anzugeben;  offenbar  geht  sie  durch  die 
Brennpunkte  FFj  des  Netzes,  denn  die  Gerade  PF  und  die  darauf 
Senkrechte  in  F sind  auch  ein  Paar  Axen  des  dem  Punkte  F zu- 

*)  Siche  Grell e- Bor chardt’sches  Journal  für  Mathematik  Bd.  LIV, 
Seite  31  ff.:  ,,Ueber  die  Erzeugnisse  krummer  projektivischer  Gebilde“ 
von  H.  Schröter. 
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gcliörigcii  Slralilsyslcnis,  weil  dieses  ein  Kreissystem  ist.  {Hier- 
aus schliessen  wir,  dass  sie  in  gleicher  Weise  durch  die  beiden 
imaginären  Brennpunklc  auf  der  zweiten  Axe  und  die  beiden  un- 
endlich-entfernten imaginären  Kreispunkte  auf  der  dritten  Axe, 
@05»  ) Ferner  geht  durch  die  Fusspunkte  der  beiden 

Perpendikel,  welche  von  P aus  auf  die  beiden  endlichen  Axen 
X Y des  Netzes  herabgelassen  werden,  weil  die  Parabel  die 
Axen  .V  Y zu  Tangenten  hat;  sodann  geht  durch  den  unend- 
lich-entfernten Punkt  von  der  Leitlinie  der  Parahel  weil  als 
rlic  einzige  Tangente  der  Parabel,  welche  auf  dieser  senkrecht 
steht,  die  anzusehen  ist.  Endlich  sind  noch  zwei  Punkte  der 
Kurve  in  dem  Falle  anzugeben,  dass  das  Netz  ein  hyper- 
bolisches ist.  Dann  kann  es  nämlich  zwei  reelle  Tangenten  aus 
P an  den  Kernkegelschnitt  des  Netzes  gehen , deren  Berührungs- 
punkte oflTenbar  der  Ct**)  angehören,  weil  Tangente  und  Normale 
allemal  als  ein  Axenpaar  eines  dem  Kegelschnitt  zugehörigen  Strahl- 
systems anzusehen  sind.  Der  Polare  von  P im  Netze  gehört  also 
ein  Punktsytem  an,  de.ssen  Asymptotenpnpktc  auf  der  Kurve  cm 
liegen.  Noch  zu  erwähnen  sind  einige  besondere  Fälle,  in  denen 
die  betrachtete  Kurve  dritten  Grades  zerfällt.  Wenn  nämlich  P 
insbesondere  auf  einer  .4x0  des  Netzes  angenommen  wird,  z.  B. 
auf  X,  und  wir  nennen  x diese  besondere  Lage  des  Punktes  P, 
so  trefl’en  alle  durch  x gehenden  Strahlen  51  die  Axe  X in  dem- 
selben Punkte  X und  die  Perpendikel  aus  dem  konjugirten  Punkte 
I des  Punktsystems  {x,  schneiden  jene  Strahlen  51  in  solchen 
Punkten  p,  welche  auf  einem  Kreise  liegen,  der  x^  zum  Durch- 
messer hat;  dieser  Kreis  ist  ein  Theil  der  Kurve  und  der 
andere  ist  die  Axe  X selbst,  denn  für  jeden  ihrer  Punkte  ist  die 
Axe  X und  die  darauf  Senkrechte  ein  Axenpaar  des  dem  Netze 
zugehörigen  Strahlsystems  und  X geht  beständig  durch  den  an- 
genommenen Punkt  X.  Die  Kurve  dritten  Grades  zerfällt  also  in 
diesem  Falle  in  einen  Kreis  und  eine  Gerade  Ä",  die  Parabel 
pm  zieht  sich  dabei  auf  zwei  Punkte,  den  Punkt  | und  den  un- 
endlich-entfernten Punkt  von  X oder  auf  deren  doppelt  zu 
zählende  Verbindungslinie  zusammen;  in  ganz  analoger  Weise 
zerfällt  in  einen  Kreis  und  eine  Gerade  Y,  falls  der  an- 
genommene Punkt  P auf  der  .Axe  T des  Netzes  liegt.  Wird  end- 
lich P iusbesonderc  auf  der  unendlich -entfernten  Geraden 
(der  dritten  Axe  Z des  Netzes)  angenommen,  so  zerfällt  die  Kurve 
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in  diese  Gerade  selbst  und  eine  gleichseitige  Hyperbel  Sp, 
denn  sobald  ^ im  Unendlichen  liegt,  werden  sämmtlicbe  durch 
ihn  gehenden  Strahlen  parallel;  suchen  wir  zu  jedem  Schnitt- 
punkt x der  Geraden  51  mit  A'  den  konjugirten  Punkt  ^ des 
Punktsystems  {x,  und  fällen  aus  ihm  ein  Perpendikel  auf  5(, 
so  bleiben  auch  diese  Perpendikel  53  sich  beständig  parallel,  und 
da  X,  ein  Punktsystem  bilden,  also  projektivische  Punktreihen 
durchlaufen,  so  hcschreihcn  51  und  23  zwei  projektivische  Strahl- 
hüschel,  deren  Mittelpunkte  im  Unendlichen  in  zwei  zu  einander 
rechtwinkligen  Richtungen  liegen.  Ihr  Erzeugniss  ist  daher  eine 
gleichseitige  Hyperbel  Sp  und  Sp  gehören  den  oben  erwähn- 

ten drei  konjugirten  Rüschein  an,  denn  es  ist  ersichtlich,  dass 
die  Hyperbel  Sp  durch  die  Rrennpunkte  des  Netzes  FF^  geht  und 
die  Tangenten  in  ihren  unendlich -entfernten  Punkten  sich  in  M, 
dem  Mitlelpunkte  des  Netzes,  schneiden,  dieser  also  zugleich  Mit- 
telpunkt von  Sp  ist.  Wir  können  nun  die  gewonnenen  Resultate 
folgendermaassen  zusammenfassen : 

Jede  Gerade  5(  in  der  Ebene  des  Netzes  ist  Axe 
für  ein  bestimmtes  dem  Netze  zugehöriges  Strahl- 
system; der  Mittelpunkt  desselben  beschreibt,  wäh- 
rend 5(  sich  um  einen  festen  Punkt  F dreht,  eine  be- 
stimmte Kurve  dritten  Grades  welche  F zum 

Doppelpunkt  und  in  diesem  zwei  zu  einander  recht' 
winklige  Tangenten  hat,  nämlich  dieAxeii  desjenigen 
Strahlsystems,  welches  dem  Punkte  F im  Netze  zuge- 
gehört;  die  Kurve  geht  durch  die  Rrennpunkte  des 
Netzes,  durch  die  Fusspunkte  der  aus  F auf  die  bei- 
den endlichen  Axen  des  Netzes  herabgelassenen  Per- 
pendikel, durch  den  unendlich-entfernten  Punkt  der 
Verbindungslinie  FM,  des  festen  Punktes  P mit  dem 
Mittelpunkte  M des  Netzes,  durch  die  beiden  unend- 
lich-entfernten imaginären  Kreispunkte  und  durch 
die  beiden  Asymptotenpunkte  desjenigen  Punktsystems, 
welches  der  Polare  des  Punktes  F im  Netze  zugehört. 
Insbesondere  zerfällt  die  Kurve  sobald  der  Punkt 
F auf  einer  der  drei  Axen  des  Netzes  X,  1',  Z (=:  ) an- 

genommen wird,  und  zwar  in  die  jedesmalige  Axe  und 
einen  Kegelschnitt,  welcher  für  die  Axen  X und  T je 
ein  Kreis  und^y,  für  dieAxeZ{=@^)  eine  gleich- 
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soilige  Hyperbel^  wird.  Die  drei  Kegclschnille^.r^y^) 
gehören  drei  k on  jii  gir  len  Kegel  sclinittb  fisch  ein  an  (§50). 

Schliesslich  wollen  wir  noch  die  Frage  beantworten,  welchen 
Ort  die  Axen  der  dein  Netze  zugehörigen  Strahlsyslenie  aller  sol- 
chen runkte  umhüllen,  welche  auf  einer  heliehigen  Geraden  @ 
liegen,  und  brauchen,  um  die  Klasse  dieses  Ortes  zu  bestimmen, 
nur  zu  untersuchen,  wie  viele  solcher  Axen  durch  einen  helie- 
higen Punkt  P des  Netzes  gehen.  Denken  wir  uns  zu  diesem 
Zweck  die  vorhin  betrachtete  Kurve  welche  dem  Punkte  P 
ents[)riclit,  konstniirt,  so  schneidet  dieselbe  die  Gerade  & im  All- 
gemeinen in  drei  Punkten,  welche  olTenhar  die  verlangte  Eigen- 
schaft besitzen,  dass  ihre  Verbindungslinien  mit  7Mlrei  Axen  sol- 
cher Strahlsysteme  sind,  welche  ihnen  im  N'et/e  zugehören;  da 
durch  den  beliebig  angenommenen  l*urikt  P drei  Axen  der  ver- 
langl(M)  Art  gehen,  so  ist  der  gesuchte  Ort  eine  Kurve  dritter 
Klasse  dieselbe  berührt  die  angenommene  Gerade  & seihst 

und  zwar  in  demjenigen  Punkte  p,  in  welchem  sie  von  der  zwei- 
ten Axe  des  Slralilsysteins  getroffen  wird,  welches  die  Gerade  @ zu 
einer  Axe  hat;  denn  da  Axe  eines  einzigen  bestimmten  Slrahl- 
syslems  ini  Netze  ist,  so  berührt  sie  und  durch  jeden  Punkt 
von  & gehen  also  drei  Tangenten,  von  denen  die  eine  @ fest 
bleibt;  bewegt  sich  nun  ein  veränderlicher  Punkt  auf  so  fallen, 
wenn  er  nach  p gelangt,  zwei  unendlich -nahe  Tangenten  zusam- 
men und  es  ist  also  p der  Heriihrungspiinkt  von  ® mit 
Tangenten  von  sind  ferner  die  beiden  endlichen  Axen  *V,  Fdes 
Netzes  und  die  in  den  Schnittpunkten  derselben  mit  ® zu  den 
Axen  gezogenen  Parallelen;  auch  die  unendlich -entfernte  Gerade 
berührt  A'<\  Insbesondere  zerfällt  diese  Kurve,  wenn  die 
angenommene  Gerade  ® durch  einen  der  beiden  Brennpunkte  des 
Netzes,  z.  B.  F,  liindurchgeht.  In  diesem  Falle  ist  nämlich  jedes 
durch  F gehende  Paar  zu  einander  rechtwinkliger  Strahlen  ein 
Axenpaar  des  Netzes,  weil  das  Slrahlsystem  für  den  Brennpunkt 
F ein  Kreissvsteni  ist;  die  Kurve  A"^^>  zerfällt  daher  in  einen 
Ihinkt  F und  einen  Kegelschnitt,  nämlich  eine  Parabel,  welche 
den  andern  Brennpunkt  des  Netzes  F,  zu  ihrem  Brennpunkt  und 
die  Gerade  ® zur  Leitlinie  hat.  ln  der  That  zeigt  sich  dies  in 
folgender  ganz  elementaren  Weise:  Sei  P ein  beliebiger  Punkt 
der  durch  F gehenden  Geraden  ® (Fig.  95),  so  finden  wir  die 
Axen  des  dem  Punkte  P im  Netze  zugehörigen  Strahlsyslems  da- 
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durch,  das.s  wir  durch  PFF^  eincu  Kreis  legen;  derselbe  treffe 
die  andere  Axe  A' des  Netzes,  welche  die  Brennpunkte  nicht  ent- 

(Fig.  95.) 


iiält,  in  den  Punkten  x und  5;  dann  sind  Px  und  P'^  die  Axen. 
des  Strahlsystems  für  P,  deren  Ort,  wfdirend  P sich  a»if  & bewegt, 
gesucht  wird.  Da  nun  A'  in  der  Mitte  M zwischen  FF^  senk- 
recht darauf  steht,  so  sind  in  dem  Kreise  die  ^Vinkel  L FPx  und 
i xPFy  einander  gleich;  ziehen  wir  durch  M eine  Parallele  zu  ^3, 
welche  Px  und  P^  in  s und  a,  PF^  in  ft  treffe,  so  wird  also 
L FPx  = L P s = L s P folglich  iJis  = (iP  und,  weil  das 
Dreieck  sPa  hei  P rechtwinklig  ist,  sn  = ^ P = fia;  ferner  ist, 
weil  M die  Mitte  von  FF^,  auch  ft  die  Mitte  von  FiP  und  hier- 
aus folgt,  dass  F^s  und  FiO  senkrecht  stehen  auf  Px  und  P^ 
und  auch  auf  einander;  um  nun  zu  erkennen,  wie  die  Cieraden 
Px  und  P^  (oder  nur  eine  von  ihnen)  sich  verändern^  wenn  P 
auf  der  G(‘raden  @ fortrückt,  brauchen  wir  nur  zu  bemerken, 
dass  s und  0 auf  der  festen  Geraden,  welche  durch  M parallel 
zu  (S  gezogen  ist,  sich  bewegen  und  die  auf  Z’,  s und  F^a  errich- 
teten Perpendikel  in  s und  a eben  jene  Strahlen  Px  und  sind. 
Hieraus  erkennen  wir,  dass  dieselben  eine  Parabel  umhüllen, 
welche  F^  zum  Brennpunkt  nnd  ® zur  geraden  Leitlinie  hat,  auch 
die  Axe  A'  des  Netzes  berührt  (§  36).  Verändern  wir  die  Gerade  ®, 
indem  wir  sie  um  den  Punkt  F drehen , so  verändert  sich  auch  die 
cnLsprechende  Parabel,  behält  aber  immer  denselben  Brennpunkt 
F,  und  die  Tangente  A';  ihre  Tangenten  am  Scheitel  gehen  durch 
den  festen  Punkt  M und  die  Scheitel  liegen  auf  einem  Kreise, 
welcher  MF^  zum  Durchmesser  hat. 
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Das  Ergebniss  der  letzten  Betrachtung  lässt  sich  nun  folgcn- 
dermaassen  zusaminenrassen : 

D i e X e n d e i*  S t r a li  1 s v s l e in  e i in  ^ e t z e für  alle  solche 
Punkte,  welche  auf  einer  beliebigen  Geraden  @ liegen, 
umhüllen  eine  Kurve  dritter  Klasse  welche  die 

Gerade  @ selbst  in  demjenigen  Punkte  berührt,  für 
welchen  @ eine  Axe  des  ihm  zugehörigen  Strahl- 
systems im  Netze  ist;  die ‘Kurve  berührt  auch  die 
«Irci  Axen  X,  Y und  Z (=®^)  des  Netzes.  Sie  zerfällt 
allemal,  sobald  ® durch  einen  der  beiden  Brennpunkte 
des  Netzes,  z.  B.  F,  geht,  in  diesen  Punkt  F und  eine 
Parabel,  welche  den  andern  Brennpunkt  /’j  zu  ihrem 
Brennpunkt  und  die  Gerade  ® zu  ihrer  Leitlinie  hat. 

Wir  bemerken  noch,  dass  die  ganze  Betrachtung  dieses 
Paragraphen  allein  abhängt  von  den  drei  Axen  des  Netzes  A’,  }’ 
.und  Z (=@^)  und  den  auf  ihnen  befindlichen  Punktsystemen 
(x,  I)  {y,  >j)  {z,  deren  Asymptotenpunkle  die  Brennpunkte  des 
Netzes  sind.  Von  diesen  drei  Punktsystemen  ist  das  eine  (z,  t) 
auf  ein  für  rdle  Mal  bekannt,  seine  Asymptotenpunkte  die 
imaginären  unendlich- entfernten  Kreispunkte,  die  beiden  andern 
auf  den  beiden  endlichen  Axen  des  Netzes  haben  gleiche,  aber 
eiilgegengeselzle  Potenz  und  nur  eines  von  ihnen  ist  also  hyper- 
bolisch und  hat  zu  seinen  Asymptotcnpimklen  die  reellen  Brenn- 
punkte F und  des  Netzes.  Durch  diese  Stücke  ist  aber  das  Netz 
nicht  vollkommen  bestimmt,  sondern  cs  giebt  unendlich -viele 
Netze,  welchen  dieselben  zugehören;  diese  bilden  eine  Schaar 
von  coii fokale II  Netzen.  Das  Netz  ist  erst  völlig  bestimmt, 
sobald  wir  noch  eine  Gerade  2 senkrecht  auf  derjenigen  Axe  des 
Netzes  X,  welche  die  reellen  Brennpunkte  FF^  enthält,  willkühr- 
lich  als  die  Polare  eines  Brennpunktes  F aimehmen  (die  Leit- 
linie für  den  Brennpunkt  F).  Die  Gerade  )>!.  besitzt  dabei  noch 
eine  einfach  - unendliche  Willkührlichkeil;  der  Mittelpunkt  de.s 
Netzes  M theilt  die  Axe  X in  zwei  unendliche  Hälften;  trifft  die 
Gerade  2 diejenige  Hälfte,  welche  nicht  den  Brennpunkt  F ent- 
hält, so  ist  das  Netz  allemal  elliptisch,  trifft  sie  die  andere  Hälfte, 
so  ist  es  hyperbolisch,  und  zwar  ist  alsdann  der  Kernkegelschnitt 
Hyperbel,  sobald  £ die  Axe  A’  zwischen  ßf  und  F trifft,  dagegen 
Ellipse,  sobald  2 diese  Hälfte  der  Axe  ausserhalb  MF  IriflL  In 
der  Schaar  von  konfokalen  Netzen  ist  also  ausser  der  Schaar  koii- 


Das  Involutions-Netz  {Polarsystem).'  § 60.  61. 


497 


fokaler  Kegelschnitte  (Kernkegelschnitte),  welche  sich  in  eine 
Gruppe  Ellipsen  und 'eine  Gruppe  Hyperbeln  trennen  (§  51),  noch 
eine  Unendlichkeit  von  elliptischen  Netzen  (imaginären  Kegel- 
schnitten) enthalten.  In  der  ganzen  Schaar  von  confokalen  Netzen 
ist  nun  nach  der  obigen  Untersuchung  für  einen  beliebigen 
Punkt  P das  Axenpaar  des  Strahlsysterns,  welches  ihm  in  jedem 
der  Netze  zugehört,  allemal  dasselbe  und  es  bleiben  ebenso  die 
konjugirten  Kreisschaaren  (Äy)  und  das  konjugirte  Büschel 

gleichseitiger  Hyperbeln  (^)  ungeändert,  sowie  auch  sämmtliche 
Parabeln  welche  den  Punkten  P entsprechen  und  die 

Kurven  und  Hieraus  folgt  u.  A.  nach  den  oben  ge- 

fundenen Besultaten  der  Satz: 

Hie  Berührungspunkte  sämmtlicher  Tangenten- 
paare aus  einem  festen  Punkte  Pan  die  Kegelschnitte 
einer  confokalen  Kcgelschnittschaar  liegen  auf  einer 
Kurve  dritten  Grades  welche  P zum  Doppelpunkt 
und  in  diesem  zwei  zu  einander  rechtwinklige  Tan- 
genten hat. 

§ Gl.  Zwei  Ketze  in  der  Ebene.  Netzbüsohel  und 

Netzschaar. 

Nehmen  wir  zwei  Involulionsnetze  in  derselben  Ebene  gelegen 
an,  so  entsprechen  jedem  Punkte  P in  der  Ebene  zwei  Polaren 
für  das  eine  und  das  andere  Netz;  mögen  sich  diese  beiden  Po- 
laren in  dem  Punkte  Q schneiden,  dann  müssen  olfenbar  auch 
die  beiden  Polaren  von  ()  für  beide  Netze  sich  in  dem  Punkte  P 
.schneiden;  P und  Q heissen  daher  konjugirte  Punkte  und 
sind  auch  in  dem  früheren  Sinne  konjugirte  Punkte  für  beide 
Netze  zugleich;  zu  jedem  Punkte  P der  Ebene  gehört  also  in 
diesem* Sinne  ein  bestimmter  konjugirter  Punkt  ()  und  umgekehrt 
zu  ()  der  konjugirte  Punkt  P.  Bewegen  wir  den  Punkt  P 
auf  einer  beliebigen  Geraden  so  verändert  sich  der  konju- 
girte  Punkt  Q auf  einem  bestimmten  Kegelschnitt  ^ und  jedem 
Ihinkte  der  Geraden  ® ist  ein  bestimmter  Punkt  dieses  Kegel- 
schnitts ^ konjugirt.  Denn  die  Polaren  der  Punkte  P auf  der 
Geraden  ® in  Bezug  auf  das  erste  Netz  ^ufen  durch  einen  festen 
P«mkt  TT  und  beschreiben  ein  Strahlbüschel,  welches  mit  der  Punkt- 
reihe, die  P durchläuft,  projektivisch  ist.  Ebenso  beschreiben 
die  Polaren  der  Punktreihe  (P)  in  Bezug  auf  das  zweite  Netz  ein 
Seil  röter,  Tlieoric  «I.  Keg-elschn.  32 
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Slralilbüscliel  (?r,),  welches  mit  der  Punklrcihe  (P)  projcküvisch  ist. 
Die  Stralilhüschel  (n)  und  (n;,)  sind  daher  unter  sich  projektiviscli 
und  je  zwei  entsprechende  Strahlen  schneiden  sich  in  demjenigen 
Punkte  Q,  welcher  dem  jedesmaligen  P konjugirt  ist.  Der  Ort 
sämmtlicher  konjiigirten  Punkte  Q zu  den  auf  der  Geraden  @ lie- 
genden Punkten  P ist  daher  das  Erzeugniss  zweier  projektvischer 
Strahl h II schel , d.  h.  ein  Kegelschnitt  der  durch  die  Pole  n 
und  TT,  der  Geraden  ® röcksichtlich  beider  gegehenen  Netze  hin- 
durchgeht. Jeder  Geraden  @ in  der  Ebene  gehört  hiernach  ein 
bestimmter  Kegelschnitt  ^ zu,  der  diejenigen  Punkte  Q enthält, 
welche  den  Punkten  P der  Geraden  ® rücksichllich  beider  ge- 
gebenen Netze  konjugirt  .sind.  Nehmen  wir  zwei  beliebige  G.erade 
@ und  ® ' an , welche  sich  in  dem  Punkte  Pq  schneiden  mögen, 
so  gehören  ihnen  beziehungsweise  zwei  bestimmte  Kegelschnitte 
^ und  zu,  welche  die  konjiigirten  Punkte  von  den  Punkten 
jener  Geraden  enthalten.  Die  Kegelschnitte  ^ und  müssen 
iiothwenig  einen  reellen,  leicht  angebbaren  Punkt  gemein- 
schartlich  haben,  nämlich  denjenigen,  welcher  dem  gemeinschaft- 
lichen Punkte  = (@,  @')  konjugirt  ist.  Sie  haben  daher  noch 
einen  zweiten  reellen  Punkto;,  oder  noch  drei  reelle  Punkte  o;yr 
gemeinschaftlich.  Diese  besitzen  eine  besondere  Eigenthümlich- 
keit  in  Bezug  auf  die  beiden  gegebenen  Netze.  Weil  nämlich 
der  Punkt  x auf  dem  Kegelschnitte  ^ liegt,  so  müssen  seine  bei- 
den Polaren  rücksichtlich  der  beiden  gegebenen  Netze  sich  in  einem 
Punkte  der  Geraden  ® treffen;  weil  er  gleichzeitig  auf  dem 
Kegelschnitte  liegt,  so  müssen  seine  heulen  Polaren  sich  auch 
in  einem  Punkte  der  Geraden  ©'  treffen;  in  dem  Punkte 
dem  einzigen,  der  @ und  ©'  gemeinschaftlich  ist,  treffen  sie  sich 
aber  nicht,  denn  x ist  verschieden  von  Oo>  folglich  müssen  die 
beiden  Polaren  von  x für  beide  Netze  zusammenfallen,  denn  zwei 
Gerade,  die  zwei  verschiedene  Schnittpunkte  haben,  fallen  zu- 
sammen. Folglich  besitzt  der  Punkt  x und  ebenso  auch  y und  : 
(wenn  sie  reell  sind)  die  Eigenschaft,  dass  seine  Polare  in  Bezug 
auf  beide  Netze  dieselbe  Gerade  ist.  Diese  drei  Punkte  x y z 
und  ihre  für  beide  Netze  zusammenfallenden  Polaren  X Y Z hängen 
nun  in  gewisser,  leicht ^zu  erkennender  Weise  mit  einander  zu- 
sammen. Sie  machen  eine  besondere  Ausnahme  von  allen  übrigen 
Punkten  der  Ebene;  während  nämlich  im  Allgemeinen  jedem 
Piiiiklc  P der  Ebene  nur  ein  einziger  bestimmter  Punkt  Q rück- 
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sichtlich  beider  Netze  konjugirt  ist,  darf  dem  Punkte  x jeder 
Punkt  von  A' als  konjugirt  angesehen  werden,  weil  seine  Polaren 
für  beide  Netze  auf  X zusaminenfallen  und  mithin  jeder  Punkt 
der  beiden  zusammenfallenden  Geraden  als  ihr  Schnillpunkt  gel- 
len kann.  Mehr  Punkte  von  solcher  ßeschalTcnheit,  als  die  ge- 
fundenen drei:  xyz,  von  denen  nothwendig  einer,  x,  reell  sein 
muss,  kann  es  überhaupt  in  der  ganzen  Ebene  nicht  geben;  denn 
gäbe  es  noch  einen  vierten  Punkt  «,  dessen  Polare  U für  beide 
Netze  dieselbe  Gerade  wäre,  so  müsste  diese  @ und  (^'  in  zwei 
solchen  Punkten  treffen,  deren  konjugirte  in  u zusammenfielen, 
also  beiden  Kegelschnitten  ^ und  gcmeinschafllich  wären; 
die  Kegelschnitte  ^ und  haben  aber  ausser  dem  schon  be- 
rücksichtigten Punkte  Q^^  keine  anderen  Punkte  gemeinschaftlich 
als  xyz,  wenn  sic  nicht  ganz  zusammenfallen.  Es  giebt  daher 
iiri  Allgemeinen  keine  Punkte  weiter  in  der  Ebene,  als  xyz, 
von  der  BescbalTenheit,  dass  ihre  Polaren  X Y Z in  beiden  Netzen 
dieselben  Geraden  sind.  Dies  festgestellt,  nehmen  wir  nun  den 
einen  immer  reellen  Punkt  x und  seine  reelle  Polare  X für  beide 
Netze;  der  Geraden  X geboren  daun  in  den  beiden  Netzen  zwei 
(im  Allgemeinen  verschiedene)  Punktsysteme  zu,  welche  ein  (reelles 
oder  imaginäres)  gemeinschaftliches  Paar  konjugirter  Punkte  be- 
sitzen; ist  dasselbe  reell,  so  ist  es  mit  den  Punkten  y und  z 
identisch,  denn  dem  Punkt  y gehört  dann  in  beiden  Netzen  so- 
wohl der  Punkt  z als  auch  der  Punkt  x zu  und  zx  ist  also  die 
I’olare  Y von  y für  beide  Netze;  ebenso  {xy)  = Z die  Polare  von 
z für  beide  Netze;  die  Punkte  y und  z besitzen  also  die  obige 
Beschaffenheit  und  müssen  mit  den  noch  einzig  möglichen  der  Art 
identisch  sein.  Es  folgt  hieraus,  dass  die  drei  Punkte  xyz  ein 
Tripel  bilden,  welches  beiden  Netzen  gemeinschaftlich  ist,  und 
dass  ihre  Polaren  die  gegenüberliegenden  Seiten  des  von  ihnen 
gebildeten  Dreiecks  sind: 

{yz)  = X;  {zx)=Y;  {xy)  = Z;  {F,Z)=a:;  (Z,X)  = y;  (X,Y)=z, 

Umgekehrt  sind  X Y Z,  von  denen  nothwendig  eines  reell  sein 
muss,  die  einzigen  Geraden  in  der  Ebene  von  solcher  Beschaf- 
fenheit, dass  ihre  Pole  für  beide  gegebenen  Netze  zusammen- 
fallen, und  sie  bilden  ein  Tripel  konjugirter  Strahlen,  welches 
beiden  Netzen  gemeinscbaftlich  ist.  Dass  zwei  beliebig  gegebene 
Netze  ausser  einem  Tripel  konjugirter  Punkte  und  Strahlen  nicht 
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iiocli  ein  Paar  Pol  und  Polare  genieinschaftlicli  haben  können, 
gellt  auch  daraus  hervor,  dass  das  Netz  vollständig  und  eindeu- 
tig bcstimint  ist  durch  ein  Tripel  und  ein  heliehiges  Paar  l*ol 
und  Polare  (§  57)  und  zwei  Netze,  welche  diese  Stücke  gemein- 
schaftlich haben,  identisch  sein  müssen. 

Was  die  Realität  des  gemeinschaftlichen  Tripels  zweier  Netze 
betrifft,  so  ist,  wie  wir  gesehen  haben,  einer  seiner  drei  Punkte  .r 
und  dessen  Polare  X,  die  Gerade,  auf  welcher  die  beiden  amlerii 
liegen,  allemal  reell;  diese  seihst  ;/  und  z sind  stets  reell,  so- 
bald eines  oder  beide  gegebenen  Netze  elliptisch  sind,  weil  einer 
jeden  Geraden  in  Rezug  auf  ein  elliptisches  Netz  ein  elliptisches 
Punktsystem  zugehort  und  zwei  auf  einander  liegende  Punktsysteme 
allemal  ein  reelles  gemeinschaftliches  Paar  konjiigirter  Punkte» 
haben , wenn  wenigstens  eines  von  beiden  Systemen  elliptisch  ist ; 
wenn  dagegen  beide  Netze  hyperbolisch  sind,  so  können  y und  r 
imaginär  werden;  dies  ist  aber  der  Fall  zweier  reellen  Kegel- 
schnitte, welcher  in  § 53  genau  diskutirt  ist. 

Aus  der  besonderen  den  Punkten  x y z allein  zukom- 
menden Eigenschaft  folgt,  dass  alle  Kegelschnitte  welche 
sämmtlichen  Geraden  ® in  der  Ebene  der  beiden  Netze  ent- 
.sprechen,  durch  die  drei  festen  Punkte  xyz  gehen  müssen,  denn 
weil  irgend  eine  Gerade  @ die  X in  einem  Punkte  trilR,  dessen 
konjiigirter  rücksichtlich  beider  Netze  x ist,  muss  der  Kegelschnitt 
5?  durch  X gehen  u.  s.  f.  Auch  umgekehrt  wird  irgend  ein  dnrcli 
die  Punkte  xyz  gelegter  Kegelschnitt  ^ die  Eigenschaft  be- 
sitzen, dass  alle  Punkte  der  Ebene,  welche  seinen  Punkten  kon- 
jugirt  sind,  auf  einer  Geraden  ® liegen  (eigentlich  auf  einer 
Kurve  vierten  Grades,  welche  sich  in  vier  Gerade  auflöst,  von 
denen  drei  allemal  XYZ  sind).  Dies  lässt  .sich  sehr  einfach  um- 
gekehrt nachweisen:  Nehmen  wir  zwei  beliebige  Punkte  0'  i>" 
des  dem  Dreieck  xyz  iimschrichencn  Kegcl.schnitts  ^ und  seien 
deren  konjiigirte  Punkte  P'  und  P",  so  hat  die  Verbindungslinie 
P'  P'\  als  Gerade  @ anfgefasst,  sämmtliche  Punkte  Q,  welche 
ihren  Punkten  P konjugirt  sind,  auf  dem  durch  die  fünf  Punkte 
(j'fy'xyz  eindeutig  bestimmten  Kegelschnitt  ^ und  cs  liegen 
also  auch  umgekehrt  diejenigen  Punkte,  welche  den  Punkten  des 
Kegelschnitts  ^ konjugirt  sind,  auf  der  Geraden  @. 

Durch  die  beiden  in  der  Ebene  gegebenen  Netze  i.st  nichl 
allein  das  eben  angedcutete  Rezichungs.systcm  hergestellt,  wonach 
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j»;deui  Punkte  P ein  beslimintcr  Punkt  Q konjugü’t  ist  und  jeder 
Geraden  @ in  der  Ebene  ein  durch  drei  feste  Punkte  xyz  geben- 
der Kegelschnitt  ^ cntspriclit,  sondern  auch  zugleich  das  polare 
V^erhalten,  woiuidi  jeder  Geraden  eine  Gerade  und  jedem  Punkte 
ein  dem  festen  Dreiseit  XYZ  einbeschriebener  Kegelschnitt  ent- 
spricht, denn  eine  beliebige 'Gerade  ® hat  zu  Polen  in  den  beiden 
Netzen  z>vei  Punkte  n und  ttj  , deren  Verbindungslinie  § die 
Eigenschaft  besitzt,  dass  ihre  Pole  für  beide  Netze  wiederum  auf 
@ liegen;  @ und^  heissen  daher  konjugirte  Gerade,  und  wenn 
@ sich  um  einen  festen  Punkt  P dreht,  so  beschreibt  § einen 
Kegelschnitt  6,  welcher  dem  festen  Dreiseit  AT  FZ  cinbeschrieben 
ist.  Das  Ergebniss  der  bisherigen  Untersuchung  kann  nun  fol- 
gendermaassen  zusammengefasst  w erden : 

Sind  zwei  Netze  in  der  Ebene  gegeben,  so 
schneiden  sich  die  Polaren  eines  beliebigen  Punk- 
tes P in  Bezug  auf  beide  Netze  in  dem  konjugirten 
l^unkte  Q,  dessen  Polaren  sich  wiederum  in  P treffen. 
Bewegt  sich  der  Punkt  P auf  einer  beliebigen  G er  ade  ii 
@,  so  durchläuft  der  konjugirte  Punkt  Q einen  be- 


stimmten Kegelschnitt 


Sammtliche  Kegelschnitte 


^ laufen  durch  drei  feste  Punkte  xyz.  Diese  bilden 
ein  beiden  Netzen  gemeinschaftliches  Tripel  konju- 
girter  Punkte;  ihre  Polaren  sind: 

X={yz);  Y={zx)\  Zz=[xy). 

Die  Punkte'aryz  sind  die  einzigen  in  der  Ebene  von 
solcher  Beschaffenheit,  dass  für  sie  die  Polaren  rück- 
sichtlich beiderNetze  zusammenfallen.  Die  dreiPunkte 
xyz  sind  allemal  reell,  sobald  beide  oder  eines  der 
beiden  gegebenen  Netze  elliptisch  ist;  sind  beide  Netze 
hyperbolisch,  so  können  zwei  Tripelpunk tc  yz  ima- 
ginär sein,  während  der  dritte  x und  seine  Polare  X 
immer  reell  ist  (§  .53);  die  der  Geraden  X rücksicht- 
lich beider  Netze  zugehörigen  Punktsysteme  haben 
als  gemeinschaftliches  Paar  konjugirter  Punkte  y 
und  z.  Anderseits  gehören  einer  beliebigen  Geraden 
® in  der  Ebene  rück  sicht  lieh  beider  Netze  zwei  Pole 
zu,  deren  Verbindungslinie  die  konjugirte  Gerade 
zu  @ heisst,  w eil  die  Verbindungslinie  ihrer  Pole  wie- 
derum ® ist.  Dreht  sich  @ um  einen  festen  Punkt  P, 
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liebe  K cgel  sebiiitt  e (5  berühren  drei  feste  Gerade  X YZ, 
welche  das  beiden  Netzen  geineinseliafliicbe  Tripel 
k o 11  j II  g i r t e r S t r a h 1 e n bilden  und  die  e i n z i g e n (■  e r a d e n 
von  solcher  Deschaffenheit  sind,  dass  ihre  Pole  rück- 
sichtlich  beider  Netze  znsaniinenfal len.  Das  Tripel 
X TZ  CO  in  cid  irt  mit  dem  Trifiel  xyz. 

Es  ist  nicht  ohne  Interesse,  iiishesondere  solche  Lagen  der 
Geraden  ® aufzusnehen,  für  welche  der  zugehörige  KegelschiiiU 
^ eine  I^arahel,  gleichseitige  Hyperbel,  ein  Kreis  oder  Linieiipaar 
wird.  Geht  die  Gerade  @ in  die  Unendlichkeit,  wird  also 
so  geht  der  Kegelschnitt  ^ in  einen  hesonderen  Kegelschnitt  ÜJt 
über,  welcher  die  Mittelpunkte  m niy  beider  Netze  und  das  gc- 
ineinschaftliche  Tripel  xyz  enthält  und  durch  diese  fünf  Punkte 
vollständig  hestiinint  ist.  Der  Kegelschnitt  3J2  enthält  diejenigen 
Punkte,  welche  sämmtlichen  unendlich-entfernten  ihinkteii  rück- 
sichtlich  beider  Netze  konjugirt  sind,  und  unigekebrt  liegen  die 
den  Punkten  des  Kegelschnitts  3}^  konjugirten  Punkte  im  Unend- 
lichen; er  entscheidet  also  über  die  Natur  des  Kegelschnitts  Ä. 
Jeder  Geraden  ®,  welche  den  Kegelschnitt  in  zwei  reellen 
Punkten  trifll,  entspricht  als  Kegelschnitt  ^ eine  Hyperbel, 
jeder  Geraden  ®,  welche  nicht  triffl,  eine  Ellipse  und  allen 
(üeraden  welche  2R  berühren,  Parabeln;  den  sämmtlichen 
Tangenten  des  KegelschnitU  ÜK  entsprechen  also  Kegelschnitte 
welche  sämmtlich  Parabeln  sind,  und  auch  umgekehrt  sämmtlichen 
Parabeln,  die  dem  Dreieck  xyz  umschrieben  sind.  Gerade  @, 
welche  den  Kegelschnitt  umhüllen.  Um  zweitens  eine  solche 
(Gerade  ® zu  finden,  deren  entsprechender  Kegelschnitt  ^ eine 
gleichseitige  Hyperbel  wird,  nehmen  wir  auf  zwei  solche  Punkte, 
die  in  zwei  zu  einander  senkrechten  Richtungen  liegen,  z und  f; 
alle  solche  Punktenpaare  bilden  auf  das  bekannte  Punktsyslein, 
dessen  Asymptotenpimktc  die  beiden  imaginären  unendlicb  - ent- 
fernten Kreispunkte  sind.  Das  Punktenpaar  z,  t hat  zu  Polaren 
im  ersten  Netz  zwei  bestimmte  durch  den  Mittelpunkt  m gehende 
Strahlen,  welche  bei  der  Veränderung  von  z,  f ein  bestimmtes 
Strahlsystem  b(?schreiben ; in  der  That,  da  z und  ^ konjiigirte 
Punkte  eines  Punktsystems  sind,  so  beschreiben  ihre  Polaren  pro- 
jektivische  Strahlbüschel,  die  auf  einander  liegen  und  bei  denen, 
wie  leicht  zu  sehen  ist,  entsprechende  gleiche  Winkel  verkehrt 
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auf  üinamkir  fallen  (§  17);  sic  koiistituircn  also  ein  Strulilsyslem ; 
je  zwei  konjiigirte  Strahlen  clessclben  treifen  nun  den  Kegelschnitt 
ÜJt  in  zwei  solchen  Punkten,  deren  Verbindungslinie  durch  einen 
festen  Punkt  läuft  (§  31),  und  derselbe  Punkt  würde  natürlich 
resultiren,  wenn  wir  die  Polaren  von  z,  f in  ilezug  auf  das 
zweite  Netz  zu  Hülfe  nehmen.  Hiernach  lässt  sich  der  Punkt 
in  leichter  Weise  finden:  Die  Axen  des  ersten  Netzes  durchboh- 
ren den  Kegelschnitt  nur  noch  in  zwei  Punkten,  deren  Ver- 
hindungsliiiie  bestimmt  wird;  ebenso  liefern  die  Axen  des  zweiten 
.Netzes  eine  Durchbohrungssehne  in  und  der  Schnittpunkt  die- 
ser beiden  Durchbohrungssehnen  ist  der  gesuchte  Punkt  jede 
durch  P„  gehende  Gerade  trifft  den  Kegelschnitt  3)1  in  zwei  sol- 
chen Punkten,  deren  konjugirte  im  Unendlichen  in  zwei  zu  ein- 
ander rechtwinkligen  Hichtungen  liegen;  einer  solchen  Geraden  ent- 
spricht allemal  eine  gleichseitige  Hyperbel  als  Kegelschnitt  Es 
gieht  daher  unendlich  - viele  Gerade  @ , deren  entsprechende  Kegel- 
schnitte Ä gleichseitige  Hyperbeln  werden;  dieselben  gehen 
durch  einen  festen  Punkt  P^,,  «lessen  Konstruktion  oben  angege- 
ben ist.  Der  konjugirte  Punkt  zu  P,,  muss  der  Höhenpunkt 
des  Dreiecks  xt/z  sein,  weil  alle  gleichseitigen  Hyperbeln,  welche 
einem  Dreieck  umschrieben  sind,  zugleich  durch  den  Höhenpunkt 
desselben  gehen  (§  38) , woraus  eine  neue  einfache  Konstruktion 
von  P,)  sich  ergiebt.  Hiernach  wird  es  auch  möglich,  eine  solche 
Gerade  (3  zu  finden,  deren  entsprechender  Kegelschnitt  ^ ein 
Kreis  wird.  Seien  nämlich  l und  r zwei  solche  Punkte  auf  dein 
Kegelschnitt  30? , deren  konjugirte  z und  f unendlich- entfernt  in 
zwei  zu  einander  rechtwinkligen  Hichtungen  liegen,  oder  /t  irgend 
eine  durch  P„  gehende  Sehne  des  Kegelschnitts  so  entspre- 
chen den  beiden  Tangenten  in  t und  r am  Kegelschnitt  zwei 
Parabeln,  deren  unendlich -entfernte  Punkte  in  zwei  rechtwinkli- 
gen Hichtungen  liegen.  Diese  beiden  Parabeln,  welche  durch 
xyz  gehen,  haben  als  vierten  gemeinschaftlichen  Punkt  einen 
s(dchen,  der  nolhw endig  mit  xyz  auf  einem  Kreise  liegt  (§38), 
und  der  konjugu*te  Punkt  zu  diesem  rücksichtlich  der  beiden 
Netze  ist  der  Schnittpunkt  der  beiden  Tangenten  in  t und  r am 
Kegelschnitte  3)f.  Dieser  liegt  auf  der  Polare  des  Punktes  P„ 
und  jeder  Punkt  dieser  Polare  des  Punktes  Pq  in  Hezug  auf 
den  Kegelsclmitt  besitzt  umgekehrt  die  Eigenschaft,  dass  sein 
konjugirter  auf  dem  dem  Dreieck  xyz  umschriebenen  Kreise  liegt. 
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giebt  also  nur  eine  einzige  bcslinnntc  (ierade  in  der  Ebene 
von  solcljer  Uescbairenheit,  dass  der  ihr  entsprechende  Kegel- 
schnilt  Ä ein  Kreis  wird,  und  diese  besondere  Gerade  ist 


die  Polare  des  vorhin  erinitlelten  Punktes  Pq  in 


Bezug  aut  den 


Kegelsclmill 

Sueben  wir  endlich  solche  Gerade  in  der  Ebene  auf,  de- 
ren entsprechende  Kegelschnitte  ^ in  J4nienpnare  zerfallen;  den 
Punkten  einer  derartigen  Geraden  müssen  in  den  beiden  gege- 
benen Netzen  zwei  Strahlbüschel  von  I*olaren  [n)  und  {7t^)  zuge- 
hören, welche  perspektivisch  liegen,  also  in  der  Verbindungslinie 
ihrer  Mittelpunkte  zwei  entsprechende  Strahlen  vereinigt  haben ; 
eine  derartige  Gerade  @ muss  daher  nolhwendig  einen  solchen 
Punkt  enthalten,  dessen  Polaren  im  Netze  zusammenfallen;  cs 
giebt  in  der  ganzen  Ebene  nur  drei  Punkte  der  Art  xijz;  der 
Kegelschnitt  ^ kann  mithin  nur  dann  in  ein  Linienpaar  zer- 
fallen, wenn  die  Gerade  @ durch  einen  der  drei  Eckpunkte  des 
gemeinschaftlichen  Tripeds  hindurchgeht,  und  umgekehrt:  Sobald 
die  Gerade  (5J  durch  einen  Punkt  des  gemeinschaftlichen  Tripels, 
z.  B.  X hindurchgeht,  zerfällt  der  entsprechende  Kegelschnitt  in  ein 
Linienpaar,  dessen  einer  Theil  die  Gerade  X ist;  suchen  wir  den 
andern  Theil  desselben  auf;  dieser  muss  eine  Gerade  sein,  welche 
durch  X gehl,  denn  demjenigen  Punkte  von  ®,  welcher  zugleich 
in  A'  liegt,  enls]>richt  als  konjugirtcr  Punkt  x.  Die  Gerade  g ist 
also  bestimmt,  sobald  wir  nur  irgend  einen  Punkt  der  durch  x 
gehenden  Geraden  ® kennen,  indem  sein  konjugirter  mit  x ver- 
bunden den  Strahl  9 liefert.  Wenn  wir  die  Gerade  ® um  x 
drehen,  so  verändert  sich  auch  g,  indem  es  sich  um  x dreht; 
es  ist  leicht  zu  erkennen,  dass  ® und  g konjugirte  Strahlen  eint\s 
heslimmlen  neuen  Slrahlsystems  sind,  dessen  Mittelpunkt  x ist, 
oder;  Wenn  wir  einen  beliebigen  Punkt  P und  seinen  konjugirleii 
Punkt  (>  mit  x verbinden,  so  sind  allemal  xP=  @ und  xQ  = g 
zwei  konjugirte  Strahlen  eines  bestimmten  Strahl  Systems  (a:);  in 
der  Thal,  wir  haben  nur  nölhig,  P auf  einer  beliebigen  Geraden 
§ zu  bewegen,  so,  dass  also  Q den  ihr  entsprechenden  Kegel- 
schnitt ^ durchläuft,  welcher  dmeh  x [y  und  c)  geht  und  von 
zwei  projek livischen  Strahlbüscheln  {n)  und  (jrJ  erzeugt  wird,  die 
zugleich  mit  der  von  P durchlaufenen  Punklreihe  projektivisch  sind ; 
da  X auf  dem  Kegelschnitte  ^ liegt,  so  beschreibt  auch  xQ  ein  mit 
7t  Q oder  7t\Q,  also  auch  mit  ari’ projektivisches  Strahlbüschel ; es 
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beschreiben  also  xP  und  xQ  zwei  auf  einander  liegende  projek- 
livische  Slrabll)usciiel;  dieselben  erzeugen  nun  ein  Slraldsysleiii, 
weil  sowohl  der  konjugirte  Punkt  zu  P \ Q ist,  als  auch  der  kon- 
jugirte  Punkt  zu  Q : P (§  17),  Dieses  bestimmte  Strablsyslem  (.r), 
welches  von  dem  Strahlenpaar  g erzeugt  wird,  hat  auch  die 
durch  X gehenden  beiden  Geraden  Y und  Z zu  einem  Paar  kon- 
jugirter  Strahlen,  denn  sobald  für -P  irgend  ein  . Punkt  auf  Y ge- 
nommen wird,  ist  sein  konjugirter  allemal  y,  mithin  Y und  [xy)=^Z 
ein  Paar  konjugirter  Strahlen  des  Strahlsystems  (a;).  In  ganz  glei- 
cher Weise  erhalten  wir  zwei  Strahlsysteme  [y)  und  (c),  deren 
Mittelpunkte  y und  z sind  und  für  welche  wir  immer  zwei  kon- 
jugirte Strahlen  erhalten , indem  wir  ihren  Mittelpunkt  mit  irgend 
einem  Paar  konjugirter  Punkte  P und  Q in  der  Ebene  verbinden. 
Die  drei  Strahlsysteme  (a:)  (y)  [z]  hangen  in  der  Weise  von  ein- 
ander ab,  dass  durch  zwei  von  ihnen  das  dritte  mitbestimmt  ist, 
denn  sobald  das  gemeinschaflliche  Tripel  xyz  beider  gegebenen 
Netze  und  irgend  ein  Paar  konjugirter  Punkte  P und  Q für  die- 
selben bekannt  sind,  sind  auch  die  drei  Strahlsysteme  [x)  (y)  (c) 
vollständig  bekannt,  weil  je  zwei  Seiten  des  Tripeldrciecks  und 
die  von  einer  Ecke  nach  P und  Q hingehenden  Strahlen  allemal 
zwei  Paare  konjugirter  Strahlen  eines  solchen  Strahlsystems  sind, 
welches  durch  diese  beiden  Paare  vollständig  bestimmt  wird.  So- 
bahl  wir  nun  in  zweien  dieser  Strahlsysteme,  z.  B.  (x)  und  (y), 
ausser  den  selbstverständlichen  Paaren  T,  Z und  Z,  X noch  je 
ein  Paar  konjugirter  Strahlen  kennen,  @ und  g in  [x),  und  g' 
in  (y),  sind  die  Schnittpunkte  (@,  @')  = P und  (g,  g')  = Q 
allemal  konjugirte  Punkte  und  geben  mit  z verbunden  zwei  kon- 
jugirte Strahlen  des  dritten  Strahlsystems  (z),  welches  dadurch 
vollständig  bestimmt  wird;  [auch  die  Schnittpunkte  (@,  g')  = P' 
und  (©',  g)  = Q'  sind  natürlich  konjugirte  Punkte  und  wir  er- 
halten daher  zugleich  ein  zweites  Paar  konjugirter  Strahlen  des 
Strahlsystems  (r)].  Wir  können  den  gegenseitigen  Zusammenhang 
der  drei  Strahlsysteme  {x)  {y)  [z]  auch  so  aussprechen:  Wenn  wir 
irgend  drei  Strahlen  dieser  drei  Systeme  (.r)  (y)  (r)  durch  einen 
Punkt  P ziehen,  so  treffen  sich  die  konjiigmten  Strahlen  zu  ihnen 
allemal  w ieder  in  einem  Punkte  0,  welcher  der  konjugirte  Punkt 
zu  P ist  in  Bezug  auf  die  beiden  gegebenen  Netze.  Hieraus 
können  wir  auf  die  besondere  Natur  dieser  drei  Strahlsystcme 
schliessen  und  erkennen,  dass,  sobald  das  gemeinschaflliche  Tripel 
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x\jz  reell  ist,  von  den  drei  Systemen  entweder  1)  alle  hyperbo- 
liscli  oder  2)  eines  Ijyperbolisch  und  die  beiden  andern  elliptisch 
sein  müssen.  Die  Seiten  X Y Z des  Tripeldreiecks  tbeilen  näm- 
lich die  ganze  unendliche  Ebene  in  sieben  Räume  (Fig.  96),  von 
denen,  wie  schon  früher  bemerkt  (§  38) , einer,  der  endliche  Drei- 
ecksraum (e),  und  die  drei  den  Seiten  anliegenden  unendlichen 
Räume  («,)  (cj  (cg)  die  elliptischen,*  die  drei  an  die  Ecken  an- 
stosseuden  unendlichen  Räume  (äJ  (ä.J  (ä,)  aber  die  hyperbolischen 


(Fig.  96.) 


Räume  genannt  werden;  je 
nachdem  nun  das  eine  Paar 
konjngirter  Punkte  P und  0, 
welches  zur  Bestimmung  der 
drei  Strahlsysteme  (x)  (y)  (:) 
ausreicht,  in  diesen  Räumen 
gelegen  ist,  wird  sich  nach 
dem  bekannten  Kriterium 
(§  17)  sofort  entscheiden  lassen,  ob  die  Strahlsysteme  hyperbo- 
lisch oder  elliptisch  sind,  und  hiernach  ergieht  sich  folgende 
Tabelle,  welche  alle  möglichen  Fälle  enthält:  Bedeuten  nämlich 
c = ellipüsch  und  = hyperbolisch,  und  drei  neben  einander 
gestellte  Buchstaben,  z.  R.  c^c,  den  Charakter  der  drei  Slrahl- 
systeme  (a:)  (y)  (c)  in  dieser  Reihenfolge,  so  haben  wir: 


Liegt  P in  dem  Raume: 

. 

(c)  (Cj)  (^2)  (<?u)  (^<i)  (^2)  {A;j) 


Liegt  ()  in 
dem  Raume: 
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Es  treten  also  überhaupt  nur  zwei  verschiedene  Fälle  ein: 
entweder  sind  alle  drei  Strahlsysteme  hyperbolisch  oder  eines 
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hyperbolisch  und  die  beiden  andern  elliptisch  und  zwar  tritt  der 
letzte  Fall  ungefähr  dreimal  so  oft  ein,  als  der  erslere  (strenge  in 
dem  Verhältniss  von  36  : 13).  Ferner  erkennen  wir  aus  dem  obigen 
Schema,  dass  der  F’all  dreier  hyperbolischer  Strahlsysteme  (,r)  y)  (t) 
nur  dann  eintritt,  wenn  die  beiden  koiijugii'ten  Punkte  P,  Q ent- 
weder beide  in  demselben  Raume  von  jenen  sieben  oder  gleichzeitig 
in  einem  Paar  von  Räumen:  und  | und  | und  | 

^ enthalten  sind ; für  jede  andere  Lage  tritt  der  zweite  Fall  ein, 
dass  eines  der  drei  Strahlsystcme  hyperbolisch,  die  beiden  andern 
elliptisch  sind.  Hieraus  folgt  ferner,  dass,  wenn  eines  oder 
beide  gegebenen  Netze  elliptisch  sind  (der  Kernkegelschnitt  ima- 
ginär), allemal  nur  der  zweite  Fall  eiiitreten  kann,  indem  von 
den  Strahlsystcmen  (a:)  [y)  (r)  eines  hyperbolisch,  die  beiden  an- 
dern elliptisch  werden.  Wir  erkennen  dies  nämlich  sofort,  wenn 
wir  uns  des  Kriteriums  für  das  elliptische  Netz  erinnern  (§  56): 
Sobald  auf  zwei  konjugirten  Strahlen  die  beiden  dem  Netze  zu- 
gehörigen Punktsysteme  elliptisch  sind,  ist  das  Netz  elliptisch. 
Wir  haben  nun  das  den  beiden  Netzen  gemeinschaftliche  Tripel 
xyz,  dessen  Seiten  konjugirte  Strahlen  sind  und  weiches  in  dem 
Falle  reell  ist,  wo  eines  oder  beide  Netze  elliptisch  sind.  Die 
Ebene  wird  durch  die  Seiten  XYZ  des  Tripeldreiecks  in  sieben 
Regionen  getheilt;  nehmen  wir  in  dem  Raume  {c) 

einen  beliebigen  Punkt  P,  so  treffen  Py  und  Pz  resp.  die  Ge- 
raden Y und  Z zwischen  den  Punkten  xz  und  xy\  soll  das  Netz 
elliptisch  sein,  so  muss  also  die  Polare  von  P die  Seiten  xz  und  xy 
in  ihren  Verlängerungen  treffen,  d.  h.  sie  darf  in  die  Region  [e)  nicht 
eintreten;  wo  also  auch  der  Punkt  Q auf  dieser  Polare  angenommen 
werden  mag,  er  kann  nicht  in  {e)  liegen,  also  kann  nach  dem 
obigen  Schema  der  Fall  1^  nicht  eintreten.  Nehmen  wir  zwei- 
tens P in  der  Region  (cj)  an,  so  muss  seine  Polare,  wenn  das 
Netz  elliptisch  .sein  soll,  xz  und  xy  zwischen  diesen  Eckpunkten 
des  Tripels  treffen;  sie  darf  also  in  die  Regionen  (<?,)  und  (Aj)  nicht 
eintreten  und  es  kann  daher  wiederum  nach  unserm  Schema  der 
Fall  nicht  stattfinden;  dasselbe  gilt,  wenn  P in  der  Region 
(A|)  angenommen  wird,  und  in  gleicher  Weise  erkennen  wir  es 
für  die  Regionen  [e^  und  (Aj),  [e.^  und  (Ag).  Es  ist  also  klar, 
dass,  wofern  wenigstens  eines  der  beiden  gegebenen  Netze  ellip- 
tisch ist,  allemal  von  den  drei  Strahlsystemen  (a:)  [y)  {z)  eines 
hyperbolisch  und  die  beiden  andern  elliptisch  sein  müssen.  Wenn 
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beide  Netzi;  hyperboliscli  sind  und  von  dem  gcmcinschartlichen 
Tripel  nur  ein  P^ckpunkt  a'  reell,  die  beiden  üiulern  y und  r aul 
X imaginär  sind,  so  lässt  sieb  erkennen,  dass  das  Strablsyslem 
(x)  notbwendig  byperboliscli  sein  muss.  Lassen  wir  nämlich 
einen  veränderlichen  Punkt  P eine  beliebige  Gerade  @ durchlau- 
fen lind  verfolgen  den  konjugirten  Punkt  Q auf  dem  entsprechen- 
den Kegelschnitt  welcher  durch  x geht,  so  beschreiben  xP 
und  X 0 das  Strahlsystcm  {x)  und  je  zwei  konjugirle  Strahlen 
desselben  durchbohren  den  Kegelschnitt  ^ in  Punktenpaaren,  deren 
Verbindungslinie  durch  einen  festen  Punkt  ^ laufen  muss  (§31); 
trifft  nun  xP  den  Kegelschnitt  ^ zum  andern  Male  in  Q\  so  ist 
QO'  eine  solche  Durchbohrungssehne;  anderseits  hat  aber  der 
Punkt  Q'  zu  seinem  konjugirten  einen  Punkt  P',  welcher  noth- 
wendig  auf  ® liegen  muss  (weil  auf  ^ liegt)  und  zugleich  auf 
dem  zu  xQ'  = xP  konjugirten  Strahl  des  Systems  (.r),  d.  h.  auf 
xQ;  also  ist  der  Schnittpunkt  von  @ mit  xQ;  wir  haben  nun- 
mehr zwei  Paare  konjugirter  Punkte  rücksichtlich  beider  Netze: 
P und  0,  P'  und  Q'  und  finden  vermittelst  derselben  unmittel- 
bar ein  drittes  Paar:  (PP',  QQ')  und  {PQ\  P' Q)  (§  55);  nun 
ist  aber  {PQ',  P' Q)  nichts  anderes  als  der  Punkt  x,  folglich  muss 
sein  konjugirter  {PP\  00')  auf  X liegen  und,  da  PP'  z=(^  ist, 
der  Schnittpunkt  (®,  X)  sein;  dieser  Punkt  bleibt  fest,  während 
P und  0 sich  verändern  auf  ® und  es  läuft  also  die  Durch- 
bohrungssehne 00  durch  den  festen  Punkt  ^ = {®,  A'),  woraus 
sich  nachträglich  eine  Destätigung  ergiebl,  dass  xP  und  xO 
das  Strahlsystem  erzeugen.  Wenn  nun  die  Punkte  y und  z oder 
die  Schnittpunkte  der  Geraden  X mit  dem  Kegelschnitt  ^ ima- 
ginär sind,  so  muss  AT  ausserhalb  des  Kegelschnitts^  (d.  h.  ganz 
in  dem  von  seinen  Tangenten  erfüllten  Gebiete)  gelegen  sein  oder 
durch  jeden  Punkt  von  A'  müssen  zwei  reelle  Tangenten  von  ^ 
möglich  sein  und  mithin  auch  durch  den  Punkt  |;  das  Strahl- 
system (a")  ist  daher  hyperbolisch,  indem  seine  Asymptoten  die 
aus  X nach  den  Derührungspunkten  gezogenen  Strahlen  sind,  in 
welchen  die  Tangenten  aus  | den  Kegelschnitt  ^ berühren. 

Die  Strahlsysleme  {x)  {y)  (:)  haben  eine  ganz  besondere  Be- 
deutung für  die  beiden  in  der  Lbene  gegebenen  Netze.  Da  näm- 
lich irgend  zwei  konjugirte  Strahlen  ® und  ^3  des  Strahlsystems 
(x)  nach  dem  Obigen  von  solcher  Beschafl'enhcit  sind,  dass  zu 
den  Punkten  P des  einen  die  konjugirten  Punkte  0 ^n- 
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(lern  licg«m  «nd  P,  Q iimnor  konjiigirte  Punkte  rficksiclitlich  bei- 
der gegebenen  Netze  sind,  so  folgt,  dass,  wenn  das  Strahlsj stein 
(.r)  hyperbolisch  ist,  jede  seiner  Asymptoten  s,  i die  Eigenschaft 
besitzen  muss,  dass  ilir  rücksichtlich  beider  Netze  dasselbe  Punkt- 
system zngehört  oder  mit  andern  Worten,  dass  sie  eine  geinein- 
schaftliche  Sekante  für  die  Kernkegelschnitte  heider  Netze  ist; 
ilcnn  eine  solche  Asymptote  enthält  zwei  zusammenfallende  kon- 
jugirtc  Strahlen  g und  die  Punkte  P der  einen  haben  ihre 
küiijugirten  (J  rücksichtlich  beider  Netze  auf  der  andern;  also 
P,  0 bilden  auf  dieser  Asymptote  ein  Punktsystem , welches  beiden 
Netzen  zugehört.  Nehmen  wir  den  Fall  an,  dass  zwei  Strahl- 
systeme (x)  und  (t/)  hyperbolisch  seien  und  das  erste  die  Asymp- 
toten s,  das  zweite  die  Asymptoten  ,9j,  /,  habe,  dann  wird  der 
Schnittpunkt  S zweier  Asymptoten,  z.  IJ.  s und  S|,  seinen  konju- 
girten  rücksiehtlich  heider  Netze  sowohl  in  s haben,  als  auch  in 
s^;  folglich  muss  dieser  S selbst  sein;  es  fallen  also  in  S zwei 
konjiigirte  Punkte  P,  Q zusammen,  und  es  muss  daher  auch  zS 
eine  Asymptote  des  Strahlsystems  {z)  sein,  was  mit  der  vorhin 
gemachten  Bemerkung  übereinstimmt,  dass  die  drei  Punktsysteme 
[x]  {y)  (r)  entweder  sänimtlich  hyperbolisch  oder  nur  eines  hyper- 
bolisch und  die  beiden  andern  elliptisch  sein  müssen.  Schneiden 
sich  ( und  /j  in  dem  Punkte  S^,  so  ist  r5j  die  zweite  Asymptote 
des  Strahlsystems  (z);  da  aber  ein  Strahlsystem  nur  zwei  Asymp- 
toten haben  kann,  so  müssen  in  diesen  auch  die  Schnittpunkte: 
{.9,  /,)  = S.^  und  (5j,  t)  = S.^ 
liegen,  oder:  die  sechs  Asymptoten  der  drei  Strahlsysteme  (•*^)  M (‘) 
schneiden  .sich , wenn  sic  reell  sind,  zu  je  dreien  in  >ier  Punkten 
S S.^  S^,  deren  jeder  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  er  mit  sei- 
nem konjugirteii  rücksichtlich  beider  Netze  zusammenfällt.  Diese 
vier  Punkto  sind  offenbar  zugleich  die  Asymptotenpunkte  der 
Punktsysteme  auf  denjenigen  sechs  Geraden,  welche  von  den 
Asymptoten  der  drei  Strahlsysteme  (a:)  (y)  [z)  gebildet  werden 
und  deren  zugehörige  Punktsysteme  rücksichtlich  beider  Netze 
identisch  sind.  Die  Punkte  sind  daher  gemeinschaftlich 

den  Kernkegelschnitten  beider  Netze  oder  deren  Schnittpunkte 
und  das  Diagonuldreieck  des  vollständigen  Vierecks  SS^S^S.^  ist 
das  gemeinschaftliche  Tripel  xyz.  Dies  stimmt  mit  der  oben 
gemachten  ßemei'kiing  überein,  dass  sie  nur  reell  sein  können, 
wenn  beide  Netze  byperbolisch  sind,  weil  nur  in  diesem  Fall  drei 
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iiyperboiisclic  Strahlsysteme  (x)  [y)  {z)  eiiitreten  kömieu;  aber 
nicht  für  jede  zwei  liyperbolischen  Netze  (reelle  Kegelschnitte) 
müssen  die  Strahlsysteme  (x)  [y]  (z)  alle  drei  hyperbolisch  sein ; 
die  Dntcrsnchimg  dieses  reellen  Falles  ist  in  § 53  durchgefuhrt 
worden.  Hier  zeigt  sich  indessen  der  hemerkenswertlie  Umstand, 
dass  auch  zwei  elliptische  Netze  (imaginäre  Kegelschnitte)  allemal 
ein  reelles  Paar  gemeinschartlicher  Sekanten,  d.  h.  zwei  solche 
sich  in  x schneidende  Gerade  (die  Asymptoten  s,  t des  Strahl- 
systems (x))  besitzen,  deren  zugehörige  Punktsysteme  für  die 
Netze  identisch  sind.  Diese  beiden  Punktsysteme  müssen  immer 
elliptisch  sein,  sobald  eines  oder  beide  gegebenen  Netze  elliptisch 
sind,  sie  können  aber  auch  beide  elliptisch  sein,  sobald  beide 
Netze  hyperbolisch  sind;  im  letzteren  Fall  kann  indessen  auch 
eines  elliptisch  und  das  andere  hyperbolisch  oder  beide  hyperbo- 
lisch sein,  d.  h.  die  Kernkegelscimitte  können  keinen,  zwei  oder 
vier  Punkte  gemein  haben  (§  53).  Gehen  wir  von  einem  stets 
reellen  Tripelpunkte  x,  dessen  Strahlsystem  (x)  hyperbolisch  ist 
und  die  Asymptoten  s,  t hat,  aus,  so  können  wir  aus  der  An- 
nahme, dass  von  den  Punktsystemen  auf  s und  t 1)  beide  ellip- 
tisch, 2)  eines  elliptisch  und  das  andere  hyperbolisch,  3)  beide 
hyperbolisch  sind,  auf  die  Realität  der  beiden  übrigen  Tripel- 
punkte y^  z auf  X schliessen;  nehmen  wir  nämlich  von  dem  bei- 
den Netzen  gleichzeitig  zugehörigen  Punktsystem  auf  s irgend  ein 
Paar  konjugirter  Punkte  P,  Q und  auf  der  andern  Asymptote  t 
irgend  ein  Paar  (Fig.  97),  so  können  wir  die  Verbindungslinie 


PP,  als  ® auffassen,  deren  entsprechender  Kegelschnitt  ^ durch 
xQQ\  gehen  muss  und  zum  Schnittpunkte  der  Tangenten  in  Q und 
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den  Punkt  ^ haben  wird,  in  welchem  PP,  = @ der  Polare  X 
begegnet,  wie  aus  dem  Obigen  erhellt;  X IrilTt  also  PP,  in  dem 
Pol  der  (leraden  Q rücksichtlich  des  Kegelschnitts  oder 
PP,  mul  QQ^  IrelTen  X in  zwei  konjngirten  Punkten  desjenigen 
Punktsystems,  welches  der  Geraden  X in  Bezug  auf  den  Kegel- 
schnitt Ä zugehört;  dies  ist  nun,  wie  wir  wissen,  für  alle  mög- 
lichen Kegelschnitte  ^ immer  ein  und  dasselbe;  seine  Asympto- 
tenpunkte sind  die  beiden  übrigen  Tripelpunkte  y und  z\  ein 
zweites  Paar  konjugirter  Punkte  dieses  Punktsystems  erhalten  wir 
in  ganz  gleicher  Weise,  indem  wir  die  Schnittpunkte  von'  PQ^ 
111^1  Q P,  mit  X bestimmen , und  hieraus  folgt  denn  auch  ein 
drittes  Paar  nach  der  bekannten  Eigenschaft  des  vollständigen 
Vierecks  (§  18),  nämlich  die  Schnittimnkte  von  PQ  und  P,  C>, 
mit  X.  Die  drei  Seitenpaare  des  vollständigen  Vierecks  PQP^Q^ 
treffen  demnach  die  Gerade  X in  drei  Paaren  konjugirter  Punkte 
desjenigen  Punktsystems,  de.ssen  Asymptotenpunkte  z sind,  und 
dies  ist  immer  dasselbe,  wie  übrigens  die  Paare  P,  Q und  P,,  (), 
auf  den  Asymptoten  s und  i gewählt  werden.  Um  nun  zu  ent- 
scheiden, ob  das  Punktsystem  auf  X hyperbolisch  oder  elliptisch 
wird,  haben  wir  nur  das  bekannte  Kriterium  (§  18)  anzuwenden, 
wonach  das  von  den  Seitenpaaren  eines  vollständigen  Vierecks 
auf  einer  Transversale  X bestimmte  Punktsystem  hyperbolisch  ist, 
sobald  eine  gerade  .Anzahl,  elliptisch,  sobald  eine  ungerade  An- 
zahl von  Ecken  zu  beiden  Seiten  der  Transversale  liegt,  oder  um- 
gekehrt, je  nachdem  die  vier  Ecken  so  liegen,  dass  jede  ausser- 
halb des  von  den  drei  andern  gebildeten  Dreiecks  sich  flndet 
oder  eine  innerhalb  des  von  den  andern  gebildeten  Dreiecks  ge- 
legen ist.  Die  beiden  Punktsysteme  auf  den  Geraden  s und  t 
werden  nun  durch  je  zwei  Paare  konjugirter  Punkte  bestimmt, 
von  denen  das  eine  auf  s:  P,  Q auf  t:  P,,  Q^,  das  andere  aber 
der  gemeinschaftliche  Punkt  x und  der  jeweilige  Schnittpunkt 
mit  X ; beim  elliptischen  Punktsystem  muss  von  zwei  Paaren  kon- 
jugirter Punkte  das  eine  durch  das  andere  getrennt  werden,  beim 
hyperbolischen  schliesst  das  eine  Paar  das  andere  ein  oder  aus, 
je  nachdem  beide  Paare  denselben  oder  verschiedene  Asymptoten- 
punkte zwischen  sich  enthalten.  Der  Punkt  x ist  ein  Diagonal- 
punkt  des  vollständigen  Vierecks  PQP^Q^,  nämlich  der  Schnitt-* 
punkt  des  Seitenpaars  PQ  und  P,  ; sollen  also  die  genannten 
Punktsysteme  beide  elliptisch  sein,  so  lehrt  die  unmittelbare  An- 
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scliaming,  dass  von  den  vier  Punkten  P0P^Q^  eine  gerade  oder 
ungerade  An|n)d  auf  lieiden  Seiten  von  -V  liegen  muss,  je  nach 
der  Lage  derselhen;  cs  können  nämlich  liinsichüicli  der  Lage  der 
vier  Punkte  (>,  zu  x drei  Fälle  eintreten:  entweder  a)  liegt 

X innerhalh  beider  Strecken  und  P^0\>  o‘l^r  l>)  zwischen  der 
einen  und  aiisserlialh  der  andern  oder  c)  ausserhalb  beider  (Fig.  98). 

(Fig.  08.) 


(»)  , (h)  .»  (C) 

' /*  I 


In  «lern  Falle  a)  wird,  damit  beide  Punktsysteme  auf  .9  und  t 
elliptisch  seien,  X ausserhalb  PQ  und  ausserhalb  /^i  ge- 

raden s und  / treffen  müssen,  also  notbw endig  alle  vier  Punkte 
PQP^Q^  auf  der  einen  und  keinen  auf  der  andern  Seite  von  sich 
haben;  in  dem  Falle  b)  wenn  x zwischen  PQ  und  ausserhalb 
P\Q\  angenommen  wird,  muss,  «lamit  beide  Punktsysteme  ellip- 
tisch seien,  X die  Strecke  PQ  ausserhalb  und  P,  (),  innerhalb 
treffen,  also  eine  ungerade  Anzahl  von  Punkten  zu  beiden  Seiten 
von  sich  haben ; dann  ist  aber  das  PunkLsystem  auf  X wiederum 
hyperbolisch,  weil  PQP^Q^  so  liegen,  dass  einer  innerhalb  des 
von  den  drei  andern  gebildeten  Dreiecks  sich  befindet;  in  dem 
Falle  c)  endlich,  wo  x ausserhalb  beider  Strecken  PQ  und  P^Q^ 
liegt,  also  die  vier  Punkte  so  gelegen  sind,  dass  jeder  aiisserbalb 
des  von  den  andern  gebildeten  Dreiecks  sich  findet,  mu.ss,  damit 
beide  Piinkt.sy.stenic  elliptisch  seien,  .V  sowohl  PQ,  als  auch  Pj 
zwischen  diesen  Ihinktcn  treffen,  also  zwei  Punkte  auf  der  eiiicfj 
und  zwei  auf  der  andern  S<*ite  von  sich  haben;  das  Punktsystem 
auf  X ist  daher  wiederum  hyperbolisch  und  wir  erkennen  daraus, 
dass  es  allemal  hyperbolisch  wird  , sobald  die  Punktsysteme  auf 
$ und  l beide  elliptisch  sind.  Die  Punkte  y und  z sind  also  in 
diesem  Fall  reell.  In  ganz  ähnlicher  Weise  können  wir  leirlit 
einsehen,  dass,  wenn  die  Punktsysteme  auf  s und  t beide  hyper- 
' holisch  sind,  ebenfalls  für  alle  drei  Lagen  a),  b),  c)  das  Punkt- 
system auf  vV  hyperbolisch  wird,  also  y und  z ebenfalls  reell 
sind,  was  auch  von  vorn  herein  klar  ist,  weil  dann  alle  vier 
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Punkte  88^828^  reell  sind  und  xyz  zum  Di.igonnldreieck  haben. 
Wenn  dagegen  drittens  von  den  Punktsystemen  auf  s und  t eines 
hyperbolisch,  das  andere  elliptisch  ist,  so  wird  für  alle  drei  La- 
gen a),  b),  c)  das  .Punktsystem  auf  X elliptisch,  also  y und  z 
imaginär,  wie  die  unmittelbare  Anschauung  lehrt,  während  von 
den  vier  Punkten  8 8y  82  8^  nur  zwei  reell,  die  beiden  andern 
imaginär  sind.  Die  eben  ausgeführte  Ketrachtung  kommt  auch 
mit  der  in  § 41  bei  einer  anderen  Veranlassung  angestellUm 
überein.  Die  erlangten  Resultate  lassen  sich  nunmehr  in  folgen- 
der Weise  zusammenfassen: 

Unter  den  sämmtlichen  Kegelschnitten  welche 
den  Geraden  ® in  der  Ebene  rücksichtlich  beider  ge- 
gebenen Netze  entsprechen,  giebt  es  Ellipsen,  Para- 
beln und  Hyperbeln.  Denken  wir  uns  denjenigen  Ke- 
gelschnitt konstruirt,  welcher  der  unendlich-ent- 
fernten Geraden  e n t s p r i c h t u n d durch  das  gemein- 

schaftliche Tripel  xyz  und  die  Mittelpunkte  m bei- 
der Netze  bes  ti  m mt  w ird,  so  entsprechen  sämmtlichen 
Tangenten  dieses  Kegelschnitts  Parabeln,  solchen 
G e r a d «i n ® , w e 1 c h e 9K  in  zwei  r e e 1 1 e n P u n k t e n schnei- 
den, Hyperbeln  und  solchen  Geraden  ®,  welche  SD'? 
nicht  schneiden,  Ellipsen.  Unter  den  Hyperbeln  giebt 
es  unendlich - viele  gleichseitige;  sie  entsprechen  allen 
solchen  Geraden  ®,  welche  durch  einen  bestimmten 
Punkt  Pyy  gehen;  dies  ist  der  Durchschnittspunkt  der 
beiden  Durchbohrungs-Sehnen  des  Kegelschnitts  SD? 
durch  die  .\xenpaare  d er  gegebenen  beiden  Netze;  sein 
konjugirter  Punkt  durch  welchen  alle  gleichseitigen 
Hyperbeln  ausserdem  gehen,  ist  der  Höhenpunkt  des 
Dreiecks  a’yz.  Unter  denEHipsen  giebt  es  einen  einzigen 
Kreis;  er  entspricht  derjenigen  Geraden  ®q,  welche 
die  Polare  des  Punktes  in  Bezug  auf  den  Kegel- 
schnitt SD?  ist.  Geht  die  veränderliche  Gerade  ® ins- 
besondere durch  einen  der  Punkte  des  gemeinschaft- 
lichen Tripels,  z.  B.  durch  x,  so  zerfällt  der  entspre- 
chende Kegelschnitt  ^ in  ein  Linienpaar,  dessen  einer 
Theil  jedesmal  die  Polare  X dieses  Tripelpunktes  und 
dessen  anderer  Theil  eine  bestimmte  Gerade  g ist, 
welche  ebenfalls  durch  x geht.  Diejenigen  Punkte  Q, 

Schröter,  Theorie  d,  Kcgelsehn.  33 
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wo!  die  (len  Punk  ton  P einer  solchen  durch  x gehen- 
den Geraden®  ko  njugirt  sind,  liegen  auf  der  Geraden 
^ und  umgekehrt.  Drehen  wir  die  Gerade  ® um  den 
f(‘sten  Punkt  x,  so  dreht  sich  auch^  g um  denselben 
und  Q sind  konjugirte  Strahlen  eines  bestimm  len 
Slrahlsystcins  {x).  Zwei  konjugirte  Strahlen  eines 
solchen  Strahl  Systems  erhalten  wir  immer,  indem  wir 
X mit  irgend  einem  Paar  konjugirter  Punkte  P,  Q in 
der  lOhene  verbinden;  insbesondere  sind  auch  die  bei- 
den durch  X gehenden  Tripelstrahlen  ein  Paar  konju- 
girter Strahlen  des  Systems  (a:).  Wir  erhalten  auf  diese 
Weise,  wenn  die  T ripelpunkte  x t/  z alle  drei  reell  sind, 
drei  bestimmte  Strahlsysteme  (a*)  (y)  [z),  welche  ent- 
w.eder  alle  drei  hyperbolisch  oder  von  denen  nur  eines 
hyperbolisch  und  die  beiden  andern  elliptisch  sind. 
Wenn  von  den  Tripelpnnkten  nur  einer  x reell  ist,  so 
ist  das  Strahlsystem  (ar)  allemal  hyperbolisch.  Diebei- 
den Asymptoten  t eines  solchen  Strahlsystems  sind 
allemal  solche  Gerade  in  der  Ebene,  für  welche  die 
beiden  den  Netzen  zugehörigen  Punktsysteme  iden- 
tisch werden;  es  giebt  also  nur  zwei  oder  sechs  sol- 
cher Geraden.  In  dem  letzteren  Fall  schneiden  sich 
die  sechs  Asymptoten  st,  5, /j,  der  drei  hyperbo- 

lischen Strahlsysteme  (x)  (y)  {z)  zu  je  dreien  in  vier 
Punkten  SS^S2S.^,  die  mithin  ein  vollständiges  Vier- 
eck bilden,  dessen  Diagonaldreicck  xyz  ist  Die 
Punkte  SS^S^S^  sind  die  einzigen  in  der  Ebene  von 
solcher  Deschaffenheit,  dass  jeder  von  ihnen  mit  sei- 
nem konjugirten  rücksichtlich  beider  Netze  zusam- 
menfälll;  sie  sind  zugleich  die  Asymptotenpunkte  der- 
jenigen Punktsysteme,  welche  den  .Asymptoten  st... 
rücksichtlich  des  einen  (oder  anderen)  Netzes  zuge- 
hören (da  sie  für  beide  identisch  sind).  Von  diesen 
vier  ausgezeichneten  Punkten  S sind  entweder 
alle  V i e r r (5  c 1 1 oder  nur  zwei  oder  keiner.  Gehen  wir 
von  einem  allemal  r e e 1 1 e n T r i p e 1 p u n k t e a;  a u s , dessen 
Strahlsystem  {x)  hyperbolisch  ist  und  die  Asympto- 
ten s,  t hat.  so  können  die  beiden  Punktsysteme  auf 
und  t entweder  beide  elliptisch  sein,  dann  sind  alle 
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vier  Punkte  SS^S.^S^  imaginär,  aber  die  beiden  übri- 
ge n Tripelpunkte  yund  z reell,  oder  von  jenen  beiden 
Punktsystemen  auf  s und  t ist  eines  hyperbolisch  und 
das  andere  elliptisch,  dann  sind  zwei  Punkte  reell, 
die  beiden  andern  ^2  6^3  imaginär  und  die  beiden  übri- 
gen Tripelpunkte  t/  und  z auch  imaginär,  oder  drit- 
tens beide  Punktsysteme  auf  s und  / sind  hyperbolisch, 
dann  sind  alle  vier  Punkte  SS^S.^S.^  reell  und  auch 
die  übrigen  Tripel  punkte  y,  z.  Wenn  die  beiden  Netze 
hyperbolisch  sind,  so  sind  die  Punkte  SS^S^S.^  die 
Durchschnittspunkte  ihrer  Kernkegelschnitte,  xyz  ihr 
gemeinschaftlich  es  Tripel  und  die  Asymptoten  st,  s^t^, 
S2/2  der  drei  Strahlsysteme  (x)  (y)  W die  sechs  gemein- 
schaftlichen Sekanten  beider  Kegelschnitte;  aber  auch 
wenn  eines  oder  beide  Netze  elliptisch  sind,  ist  das 
gemeinschaftliche  Tripel  xyz  immer  reell  und  von 
den  drei  Strahlsystemen  (x)  (y)  (z)  eines  hyperbolisch, 
die  beiden  andern  elliptisch,  also  ein  Paar  geinein- 
schaftlicher  Sekanten  st  immer  reell,  d.  h.  in  diesem 
Falle  zw  ei  solche  Gerade,  für  deren  jede  die  den  Netzen 
zugehörigen  beiden  Punktsysteme  identisch  sind. 

Es  ist  noch  zu  bemerken,  dass  aus  der  vorigen  Betrachtung 
auch  das  umgekehrte  Resultat  sich  ergiebt:  Wenn  von  dem  bei- 
den Netzen  gemeinschaftlichen  Tripel  allein  x und  X reell  {y  und  z 
imaginär)  sind,  ein  Fall,  der  nur  bei  zwei  hyperbolischen  Netzen 
eintreten  kann  und  zur  Folge  hat,  dass  immer  das  Strahlsystem 
(x)  hyperbolisch  ist,  also  die  reellen  .Asymptoten  s und  t hat,  so 
muss  von  den  beiden  Punktsystemen  auf  s und  t,  welche  den 
Netzen  gemeinschaftlich  zugehören,  das  eine  hyperbolisch,  das 
andere  elliptisch  sein,  denn  wäre  dies  nicht,  so  müssten  y und  z 
reell  sein.  Also  die  beiden  Kernkegelscbnitte  der  Netze  müssen, 
damit  y und  z imaginär  seien,  zwei  reelle  und  zwei  imaginäre 
Schnittpunkte  haben. 

Vermöge  der  dem  Netze  innewohnenden  Polarität  lässt  sich 
eine  der  vorigen  gleichlaufende  Betrachtung  anstellen,  indem  man 
die  Paare  konjugirter  Geraden  @,  § in  Bezug  auf  beide  Netze 
auffasst  und  die  Kegelschnitte  (E  untersucht,  welche  allen  Punk- 
ten P in  der  Ebene  entspreclnui  und  sämmtlich  dem  Dreiseit 
XYZ  einbeschrieben  sind.  Diese  Betrachtung  ist  der  obigen 
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nadi  (1cm  bekannten  ücbertragnngsprmzip  so  gleiclifönnig  nacbzii- 
bilden,  dass  es  genügt,  die  Resultate  bervorzubeben  und  nur  die 
abweichenden  Punkte  etwas  näher  zu  beleuchten.  Die  Pole  einer 
beliebigen  Geraden  in  Rezug  auf  die  beiden  gegebenen  Netze 
Ix^stiinmen  die  konjugirte  Gerade  und  wenn  ® sich  um  einen 
festen  Punkt  P dreht,  so  umhüllt  ^ einen  bestimmten  Kegel- 
schnitt 6.  Insbesondere  ist  der  unendlich-entfernten  Geraden 
diej(‘uige  Gerade  konjugirl,  welche  die  Mittelpunkte  beider 
Netze  verbindet,  und  allen  Punkten  P dieser  Geraden  SJIq  ent- 
sprechen daher  Kegelschnitte  ($;,  welche  Parabeln  sind.  Einem 
solchen  Punkte  P,  welcher  auf  einem  Strahle  des  gemeinschaft- 
lichen Tripels  liegt,  z.  R.  auf  X,  entspricht  jedesmal  ein  Kegel- 
schnitt (?,  welcher  sich  in  ein  Punktenpaar' auflöst,  dessen  einer 
Theil  immer  derselbe  Punkt  x,  der  Pol  der  Geraden  A',  und 
d(‘ssen  anderer  Theil  ein  gewisser  Punkt  p ist,  welcher  auf  X 
liegt.  Verändern  wir  den  Punkt  P auf  der  Geraden  X,  so  ver- 
ändert sich  auch  p auf  derselben  und  cs  erzeugt  das  Punkten- 
paar  P,  p ein  bestimmtes  Punktsystem  (A").  Irgend  zwei  konju- 
girte Gerade  treffen  einen  Tripelstrahl  X immer  in  einem 

solchen  Paar  konjugirter  Punkte  P,  p des  Punktsystems  [X)  und 
die  Gerade  trifft  daher  die  X in  dem  Mittelpunkt  m dessel- 
ben. Hieraus  folgt,  dass,  wenn  die  drei  Strahlen  des  gemein- 
schaftlichen Tripels  XYZ  sämmtlich  reell  sind,  von  den  drei 
Punktsystemen  (A  ) (T)  (Z)  nothwendig  entweder  alle  drei  hyper- 
bolisch oder  eins  hyperbolisch  und  die  beiden  andern  elliptisch 
sein  müssen;  denn  auf  jedem  Tripelstrahl , z.  B.  Af,  sind  immer 
die  beiden  Eckpunkte  y,  z des  gemeinschaftlichen  Tripels  ein  Paar 
konjugirter  Punkte  des  Punktsystems  (P,  p)  und  die  Gerade 
kann  die  Seiten  des  Dreiecks  xyz  immer  nur  in  drei  solchen 
l'unkten  m nit  m.,  treffen,  welche  entweder  alle  drei  auf  den  Ver- 
längerungen der  Dreiecksseiten,  oder  von  denen  nur  einer  auf 
der  Verlängerung  und  die  beiden  andern  auf  den  Dreiecksseiten 
selbst  liegen;  da  nun  die  Mittelpunkte  der  drei  Punkt- 

systeme (A')  (F)  (Z)  und  y,  z;  z,  *r;  x,  y je  ein  Paar  konjugir- 
ter Punkte  derselben  sind,  so  müssen  von  den  drei  Punktsyste- 
men entweder  alle  oder  nur  eins  hyperbolisch  sein.  In  dem 
Falle,  dass  von  den  drei  Tripelstrahlen  nur  einer  X und  der 
Schnittpunkt  (fer  beiden  andern,  x der  Pol  von  A',  reell  ist,  lässt 
sich  leicht  zeigen,  dass  das  Strahlsystem  (A')  hyperbolisch  sein 
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muss.  Denken  wir  uns  Heimlich  einen  beliebigen  Punkt  P mul 
den  entspreebenden  Kegelschnitt  (5  hergestelll,  so  wird  in  d<*m 
Falle,  dass  F,  Z imaginär  sind,  ihr  Schnittpunkt  a'  innerhalb  des 
Kegelschnitts  S liegen  müssen,  weil  das  Tangeutenpaar  aus  x an 
den  Kegelschnitt  6 imaginär  ist.  Ziehen  wir  nun  durch  P irgend 
eine  Gerade  @ und  koustruiren  die  konjugirte  Gerade  §,  Tan- 
gente des  Kegelschnitts  6,  so  bestimmen  § ein  Paar  konju- 
girter  I*unkte  des  Punktsystems  (F).  Bezeichnen  wir  dieselben 
für  den  .\ugenhlick : (®,  X)  = s und  (§,  X)  = a,  so  wird  durch 
s eine  zweite  Tangente  an  (y  gehen,  deren  konjugirte  Gerade 
= P(j  sein  muss.  Wir  haben  also  zwei  Paare  koujugirter 
Geraden  § und  ®',  finden  aus  ihnen  ein  drittes  Paar 
§§  ) > )>  tind  da  von  diesen  beiden  Gera- 

den die  erstcre  durch  P = (®,  ©')  geht,  so  muss  die  letztere 
den  Kegelschnitt  (S  berühren.  In  der  That  ist 
nichts  anderes  als  s und  (^,  ®')  nichts  anderes  als  a,  folglich 
= sa  = X und  die  konjugirte  Gerade  muss  da- 
her durch  X gehen  oder  (§,  S)')  auf  der  Verbindungslinie  Px 
liegen.  Diese  Gerade  Px  bleibt  nun  fest,  während  wir  die  Ge- 
rade ®,  also  auch  §,  ®'  und  §'  verändern;  wenn  wir  aus  den 
Punkten  der  Geraden  Px  die  Tangentenpaare  an  den  Ke- 
gelschnitt ® legen,  so  treffen  dieselben  die  feste  Tangente  X 
dieses  Kegelschnitts  in  Punktenpaareu  s,  a des  vorhin  gefmnlenen 
Punktsystems  {X)  (§  31).  Wir  wissen  nun  iin  Allgemeinen,  da.ss 
dieses  von  der  Geraden  Px  abhäiigende  Punktsystem  ein  ellipti- 
sches ist,  wenn  die  Gerade  Px  den  Kegelschnitt  CS  nicht  schnei- 
det, ein  hyperbolisches,  wenn  sic  denselben  in  zwei  reellen  Punk- 
ten trifft,  weil  im  letzteren  Falle  zwei  Mal  je  ein  Tangentenpaar 
zusammenfällt.  Da  nun  nach  dem  Früheren  der  Punkt  x in  un- 
serem Falle  innerhalb  des  Kegelschnitts  (S  Hegt,  so  muss  Px 
denselben  in  zwei  reellen  Punkten  schneiden,  also  das  Punkt- 
system (.V)  hyperbolisch  sein  w.  z.  b.  w. 

Wenn  wir  sämmtliche  Punkte  P in  der  Ebene  auffassen  und 
schnell  entscheiden  wollen,  ob  der  entsprechende  Kegelschnitt  C£ 
Ellipse  oder  Hyperbel  wird,  so  brauchen  wir  jetzt  nur  diejenigen 
Punkte  P in  der  Ebene  zu  verfolgen,  für  welche  der  entsjjre- 
chende  Kegelschnitt  ® in  einen  jener  beiden  Grenzübergänge 
zwischen  Ellipse  und  Hyperbel:  eine  Parabel  oder  ein  Ihinkten- 
paar  ausartel;  diese  Orte  kennen  wir  aber  aus  dem  Vorigen, 
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nainlich  die  Gerade  DHq,  deren  Punkleii  P lauter  Parabeln  als 
Regelsclinille  ^ entsprechen,  und  die  drei  Tripelstrahlen  XYZ 
(wenn  sie  süinmtlich  reell  sind) , deren  Punkten  P Kegelschnitte 
6 entsprechen,  welche  in  Punktenpaare  ausarteii.  Die  vier  Ge- 
raden XYZWl(i  das  ganze  unendliche  Gebiet  der  Ebene 

in  elf  Regionen,  welche  durch  jene  von  einander  getrennt  wer- 
den, und  den  Punkten  P innerhalb  derselben  Region  entsprechen 
immer  Kegelschnitte  derselben  Art;  wir  haben  nun  zu  unter- 
suchen, welchen  Regionen  Hyperbeln  und  welchen  Ellipsen  ent- 
sprechen. Hierüber  erhalten  wir  unter  der  Annahme,  dass  alle 
drei  Tripelslrahleu  XYZ  reell  sind,  Auskunft,  indem  wir  die 
Punktsysteme  [X]  (F)  (Z)  ins  Auge  fassen,  welche  bestimmt  sind 
durch  je  ein  Paar  konjugirter  Punkte:  tj,  z;  z,  x;  a’,  y und  die 
Mittelpunkte:  mmiin., , nämlich  die  Schnittpunkte  von  mit 
A’  Y Z {Fig.  99).  Denken  wir  uns  um  einen  beliebigen  Punkt  P 


(Fig.  99.) 


eine  Gerade  ® gedreht,  welche  XYZ  in  den  Punkten  abc 
trefTe,  und  seien  aßy  die  konjugirten  Punkte  in  den  drei  Syste- 
men (AT)  (F)  (Z),  so  liegen  aßy  auf  der  Geraden  welche 
den  Kegelschnitt  (S  umhüllt.  Wir  können  denselben  auch  als  das 
Erzeugniss  zweier  projektivischer  Pnnktreihen , z.  R.  auf  den  Trä- 
gern F und  Z auffassen,  indem  wir  die  Punkte  ß und  y verfoh 
gen;  um  dann  den  Rerührungspunkt  des  Kegelschnitts  ^ mit  der 
Geraden  Y zu  erhalten,  ziehen  wir  Py , welches  I’  in  t trelTe, 
und  nehmen  den  zu  r konjugirten  Punkt  / des  Punktsystems  (F), 
welches  der  gesuchte  Rerührungspunkt  sein  wird.  Um  denjenigen 
Punkt  ß zu  finden,  welcher  dem  unendlich-entfernten  auf  Z ent- 
spricht, ziehen  wir  Pm, , welches  in  b die  Gerade  F treffe,  und 
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bestimmen  den  konjugirten  ß zu  b des  PimkLsystems  (F).  Jetzt 
können  wir  das  in  § 26  angegebene  Kriterium  in  Anwendung 
bringen:  Liegt  nämlich  t zwischen  xß,  so  ist  der  Kegelschnitt  (5 
Ellipse,  liegt  t ausserhalb  a* so  ist  er  Hyperbel.  Durchmustern 
wir  mit  Hülfe  dieses  Kriteriums  die  ganze  Ebene,  indem  wir  den 
Punkt  P dieselbe  durchwandern  lassen,  so  erkennen  wir  leicht, 
dass  von  den  elf  Regionen,  in  welche  sie  durch  die  Geraden 
XYZ^q  zerthcilt  wird,  fünf  den  hyperbolischen  (A)  und  die 
übrigen  sechs  den  elliptischen  Charakter  {e)  haben,  indem  der 
dem  Punkte  P entsprechende  Kegelschnitt  ß allemal  Hyperbel 
w ird , sobald  P in  einem  der  Räume  (h)  liegt',  dagegen,  Ellipse, 
sobald  P in  einem  der  Räume  (e)  liegt;  die  Raume  (A)  sind  aber 
diejenigen,  in  welche  die  drei  Diagonalen  des  von  den  Geraden 
XYZ’SRq  gebildeten  vollständigen  Vierseits  ganz  hineinfallen, 
während  die  Räume  {e)  von  den  Diagonalen  nicht  getroflen  wer- 
den; um  jeden  Eckpunkt  des  vollständigen  Vierseits  gruppiren 
sich  immer  zwei  Scheitelräume  elliptischen  und  die  beiden  Neben- 
Scheitelräume  hyperbolischen  Charakters  (Fig.  99).  Wir  unter- 
lassen der  Kürze  wegen  die  Untersuchung  des  Falles,  in  welchem 
von  den  drei  Tripelstrahlen  nur  einer  X und  der  Schnittpunkt 
der  beiden  andern  x reell  ist;  die  beiden  Geraden  X und 
thcilen  dann  das  ganze  Gebiet  der  Ebene  nur  in  vier  unendliche 
Räume,  zwei  Paar  Scheitelräume;  dasjenige  Paar  Scheitelräumc, 
in  deren  einem  x liegt,  enthält  alle  solche  Punkte  P,  deren  ent- 
sprechende Kegelschnitte  (y  Hyperbeln  werden,  das  andere  Paar 
Scheitelräume  diejenigen  Punkte  P,  deren  entsprechende  Kegel- 
schnitte 6 Ellipsen  sind.  Auch  möge  dem  Leser  die  Aufsuchung 
derjenigen  besonderen  Punkte  P überlassen  bleiben,  deren  ent- 
sprechende Kegelschnitte  (S  Kreise  oder  gleichseitige  Hyperbeln 
werden. 

Die  drei  Punktsysteme  {X)  (!’)  (Z),  von  denen  entweder 
eines  oder  alle  drei  hyperbolisch  sein  müssen,  haben  zu  Asymp- 
totenpimkten:  s5,  t;  t, ; 2^,  tj,  Punkte  von  besonderer  Eigen- 
thümlicbkeit  in  Bezug  auf  die  beiden  gegebenen  Netze;  das 
Strahlsystem,  welches  einem  dieser  sechs  Punkte  in  Bezug  auf 
die  beiden  Netze  zugehört,  ist  nämlich  ein  und  dasselbe;  wenn 
es  hyperbolisch  ist,  so  sind  seine  beiden  Asymptoten  sowohl  Tan- 
genten des  einen  als  auch  des  andern  Kernkegelschnitts,  d.  h. 
gemeinschaftliche  Tangenten.  Von  den  sechs  Punkten 
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sind  entweder  zwei  oder  alle  sechs  reell;  im  letzteren  Fall  lie- 
jjen  sie  zu  je  dreien  auf  vier  geraden  Linien,  welche  die  vier 
gemeinschaftlichen  Tangenten  der  Kernkegelschnitte  beider  Netze 
sind;  das  von  denselben  gebildete  vollständige  Vierseit  hat  XYZ 
zu  seinen  drei  Diagonalen.  Wenn  dagegen  nur  zwei  Punkte  ^ 
und  t reell  sind  auf  X,  so  müssen  die  ihnen  zugehörigen  Strahl- 
svsteme,  welche  rficksichtliclr  beider  Netze  dieselben  sind,  ent- 
weder  beide  elliptisch  sein  und  dann  sind  auch  Y und  Z reell, 
oder  eines  elliptisch  und  das  andere  hyperbolisch,  dann  sind  Y 
und  Z imaginär.  Im  ersteren  Fall  sind  entweder  beide  oder  ein 
Netz  elliptisch,  oder  falls  beide  Netze  hyperbolisch  sind,  haben 
ihre  Kemkegelschnitte  keine  reelle  gemeinschaftliche  Tangente; 
im  letzteren  Fall,  der  nur  eintreten  kann,  wenn  beide  Netze 
hyperbolisch  sind,  haben  die  Kemkegelschnitte  zwei  reelle  und 
zwei  imaginäre  gemeinschaftliche  Tangenten,  jedes  Paar  aber 
einen  reellen  Schnittpunkt  ^ und  t auf  dem  Tripelstrahl  X.  So- 
bald also  umgekehrt  von  dem  gemeinschaftlichen  Tripel  nur  ein 
Strahl  X und  der  Schnittpunkt  x der  beiden  andern  reell,  diese 
selbst  aber  imaginär  sind,  müssen  beide  Netze  hyperbolisch  sein  und 
ihre  Kemkegelschnitte  nur  zwei  reelle  gemeinschaftliche  Tangen- 
ten haben.  Halten  wir  dies  mit  dem  analogen  früher  gefundenen 
Resultat  zusammen,  so  folgt  aus  der  Identität  und  zusammenge- 
hörigen Realität  des  Tripeldreiecks  xyz  mit  dem  Tripeldreiscit 
XYZ,  dass,  wenn  zwei  Kegelschnitte  nur  zwei  reelle 
Schnittpunkte  haben,  sie  auch  nothwendig  zwei  reelle 
gemeinschaftliche  Tangenten  und  nur  zwei  solche 
haben  müssen  und  umgekehrt. 

Das  in  dem  Vorstehenden  betrachtete  doppelte  Reziehungs- 
system,  welches  durch  die  beiden  in  der  Ebene  gegebenen  Netze 
hergestellt  wird  — indem  einerseits  jedem  Punkte  P in  der 
Ebene  ein  bestimmter  Punkt  Q konjugirt  ist  und  den  Punkten  P 
einer  Geraden  @ Punkte  Q eines  Kegelschnitts  ^ entsprechen, 
welcher  durch  drei  unveränderliche  Punkte  geht,  anderseits 
jeder  Geraden  @ eine  bestimmte  Gerade  § konjugirt  ist  und 
sämmtlichen  durch  einen  Punkt  P gehenden  Geraden  ® Gerade 
^ entsprechen,  die  einen  Kegelschnitt  6 umhüllen,  welcher 
demselben  festen  Dreiseit  X Y Z einbeschrieben  ist  — erfordert 
zu  seiner  Beslimmiing  nicht  die  vollständige  Kenntniss  der  beiden 
Netze,  sondern  nur  des  gemeinschaftlichen  Tripels  xyz  oder  A" YZ 
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und  einerseits  irgend  eines  Paares  konjugirler  Punkte  I\  Q oder 
anderseits  konjugirter  Strahlen  § in  Bezug  auf  beide  Netze. 
In  der  That  nehmen  wir  zuerst  das  Tripel  cc  y z und  irgend  ein 
Paar  konjugirter  Punkte  Q als  gegeben  an,  so  ist  das  Be- 
ziehungssystem der  ersten  Art  vollständig  bestimmt;  indem  wir 
nämlich  P und  Q mit  a:  y z verbinden  und  diese  Punkte  unter 
sich,  erhalten  wir  durch  jeden  von  ihnen  zwei  Strahlenpaare, 
welche  ein  Strahlsystem  bestimmen,  z.  B.  in  x werden  die 
Strahlen  xP  und  xQ,  xy  und  X z als  zwei  Paare  konjugirler 
Strahlen  des  Strahlsystems  {x)  aufgefasst,  welches  dadurch  voll- 
ständig bestimmt  ist ; haben  wir  auf  diese  Weise  die  drei  Slrahl- 
systeme  (x)  (y)  (z)  hergestellt,  so  finden  wir  zu  jedem  andern 
Punkte  P in  der  Ebene  den  konjugirten  Q,  indem  wir  xP  und  yP 
ziehen  und  in  den  Slrahlsystemen  (o:)  und  {y)  die  beiden  konju- 
girten Strahlen  zu  jenen  aufsuchen,  welche  sich  in  dem  gesuch- 
ten Punkte  Q treffen.  Hierdurch  ist  nun  auch  zu  jeder  Geraden 
@ der  ent.sprechende  Kegelschnitt  ^ leicht  herzustellcn.  .Ander- 
seits ist  durch  das  Tripel  X T Z und  irgend  ein  Paar  konjugirler 
Strahlen  ^ das  Beziehungssystem  der  zweiten  Art  vollständig 
bestimmt;  die  Schniltpunktenpaarc  von  X einmal  mit  I",  Z und 
zweitens  mit  ^ bestimmen  das  Punktsystem  (A') , und  in  glei- 
cher Weise  erhallen  wir  die  Punktsysteme  (T)  und  (Z);  sind 
diese  ermittelt,  so  erhalten  wir  zu  jeder  andern  Geraden  & die 
konjugirte  indem  wir  die  Schnittpunkte  der  ersteren  mit 
A',  Y (oder  Z)  aufsuchen  und  die  zu  denselben  konjugirten 
Punkte  in  den  Punktsystemen  (.T)  (T)  (oder  Z)  mit  einander 
verbinden,  welche  die  Gerade  ^ bestimmen.  Zu  jedem  beliebi- 
gen Punkte  P können  wir  dann  in  bekannter  Weise  den  entspre- 
chenden Kegelschnitt  (5  hersteilen,  indem  wir  zu  allen  durch  P 
gehenden  Strahlen  (S  die  konjugirten  ^ konslruiren.  Als  ein 
besonderes  Paar  konjugirter  Strahlen,  welches  neben  dem  Tripel 
XYZ  zur  Bestimmung  dieses  Beziehungssystems  dient,  emj)fiehlt 
sich  und  die  drei  Schnittpunkte  von  X,  Y,  Z mit 
sind  dann  die  drei  Mittelpunkte  der  Punktsysteme  [X]  (T)  (Z). 
Wir  müssen  noch  den  andern  möglichen  Fall  in  Betracht  ziehen, 
dass  von  dem  Tripel  nur  ein  Eckpunkt  .r  und  die  gegenüberlie- 
gende Seite  X (Polare  von  x),  auf  dieser  aber  ein  elliptisches 
Punktsystem  gegeben  ist,  dessen  Asymplolenpuiikte  y,  z imaginär 
sind;  fügen  wir  dann  noch  ein  Paar  konjugirter  Punkte  jP,  Q 
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hinzu,  so  ist  das  Bezieliuiigssystem  der  erslou  Art  wiedenim  voll- 
ständig büstiinint,  aber  die  vorliin  angegebene  Konstruktion  be- 
liebig vieler  anderer  Paare  konjugirter  Punkte  Q ist  nicht  mehr 
in  Anwendung  zu  bringen,  weil  die  Punkte  y,  z selbst  nicht  reell 
exisliren.  Wir  werden  uns  in  diesem  Falle  zunächst  das  Strahl- 
system (x)  herzustellen  haben,  von  welchem  unmittelbar  nur  das 
einzige  Paar  konjugirter  Strahlen  xP  und  xQ  gegeben  ist;  die 
Asymptoten  s,  t dieses  Strahlsystems  (x)  müssen  sowohl  harmo- 
nisch liegen  mit  xP  und  xQ,  als  auch  mit  xt/  und  xz,  falls 
die  letzteren  beiden  reell  sind;  dies  lässt  sich  aber  auch  unab- 
hängig von  ihrer  Realität  so  aussprechen : Die  .Asymptoten  s und  t 
sind  das  gemeinschaftliche  Paar  konjugirter  Strahlen  für  zwei 
concentrisch  liegende  Strahlsysleine  in  x,  deren  eines  hyperbo- 
lisch ist  und  xPj  xQ  zu  Asymptoten  hat,  während  das  andere 
die  Strahlen  xtj  und  xz  zu  Asymptoten  hat;  wenn  nun  y und  z 
imaginär  sind,  so  wird  das  zweite  Strahlsystem  erhalten,  indem 
wir  durch  x ein  Strahlsystem  perspektivisch  mit  dem  auf  A'  ge- 
gebenen Punktsystem  legen,  welches  elliptisch  ist  und  die  imagi- 
nären Punkte  y,  z zu  Asymptotenpunkten  hat.  Die  beiden  con- 
cenlrischen  Strahlsysteme  in  x sind  also  bekannt  und  sie  müssen 
ein  reelles  Paar  konjugirter  Strahlen  gemeinschaftlich  haben , weil 
eines  von  ihnen  elliptisch  ist  (§  16).  Dieses  Paar  s,  t bildet  die 
Asymptoten  des  Strahlsystems  (o:),  welches,  wie  wir  auch  von 
früher  wissen,  noth wendig  hyperbolisch  sein  muss.  Ist  das  Strahl- 
systein  (x)  also  ermittelt,  so  lässt  sich  jetzt  zu  jeder  durch  den 
gegebenen  Punkt  P gehenden  Geraden  ® der  entsprechende  Ke- 
gelschnitt ^ hersteilen;  dieser  muss  nämlich  durch  x und  Q 
gehen,  das  auf  A gegebene  elliptische  Punktsystem  zu  seinem 
zugehörigen  haben  und  endlich  von  dem  Strahlsystem  (x)  in 
solchen  Punktenpaaren  durchbohrt  werden,  deren  Verbindungs- 
sehne durch  den  Schnittpunkt  (@,  A')  läuft;  verbinden  wir  daher 
X mit  diesem  Schnittpunkte  (®,  A'’)  und  suchen  den  koujugirten 
Strahl  in  dem  Strahlsystem  (x)  auf,  so  muss  derselbe  den  Kegel- 
.schnitt  ^ in  x berühren;  wir  kennen  daher  jetzt  fünf  Punkte  des 
Kegelschnitts  il,  wodurch  derselbe  vollständig  bestimmt  wird,  näm- 
lich den  Punkt  Q,  die  beiden  in  x zusaiiimenfallenden  Punkte,  d.  h, 
die  Tangente  in  x und  dgs  zugehörige  Punktsystem  auf  A",  d.  h. 
die  beiden  imaginären  Punkte  y und  z.  Die  Konstruktion  des 
durch  diese  Dcstimmungss^ücke  gegebenen  Kegelschnitts  ist  in 
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§ 30,  Anmerkung,  ausgcffihrt.  Wir  sind  demnach  im  Stande, 
zu  jeder  durch  P gezogenen  Geraden  (§5  den  entspredienden  Ke- 
gelschnitt ^ herzustellen  und  ebenso  zu  jeder  durch  Q gehenden 
Geraden  den  entsprechenden  Kegelschnitt  zu  finden;  jeder 
beliebige  Punkt  in  der  Ebene  kann  nun  als  der  Schnittpunkt  zweier 
solcher  Geraden  ®,  ®'  angesehen  werden;  die  beiden  entsprechen- 
den Kegelschnitte  ^ haben  dann  zu  ihrem  vierten  gemein- 
schaftlichen  Punkte  ausser  xt/z  denjenigen,  welcher  dem  Schnitt- 
punkte (®,  ©')  konjugirt  ist.  Wie  der  vierte  gemeinschartliche 
Punkt  der  beiden  Kegelschnitte  gefunden  wird,  ist  in  § 39 
angegeben  worden.  Wir  sind  nunmehr  im  Stande,  zu  jedem 
Punkte  der  Ebene  den  konjugirten  Punkt  zu  konstruiren,  mithin 
auch  zu  jeder  beliebigen  Geraden  ® den  entsprechenden  Kegel- 
schnitt ^ und  haben  also  das  ganze  ileziehungssystem  der  ersten 
Art  auch  für  den  angenommenen  Fall  herzustellen  gelehrt.  In 
ganz  analoger  Weise  wird  das  Deziehungssystem  der  zweiten  Art 
hergestellt,  wenn  zur  Bestimmung  desselben v neben  einem  belie- 
bigen Paar  konjugirter  Strahlen  ®,  von  dem  Tripel  allein  ein 
reeller  Strahl  X und  der  Schnittpunkt  x der  beiden  andern  mit 
dem  elliptischen  Strahlsystem  gegeben  ist,  dessen  imaginäre 
Asymptoten  ¥ und  Z sind. 

Erwägen  wir  nun,  dass  durch  ein  Paar  konjugirter  Punkte 
P,  Q und  ein  Tripel  xy  z das  Netz  nicht  vollkommen  bestimmt 
wird,-  sondern,  dass  es  unendlich- viele  Netze  giebt,  welche  diese 
Stücke  gemein  haben,  so  steht  cs  uns  frei,  anstatt  der  beiden 
als  gegeben  angesehenen  Netze,  von  welchen  wir  ausgingeii,  an- 
dere zu  setzen,  für  welche  P,  Q konjugirte  Punkte  und  xyz  ein 
Tripel  ist;  durch  je  zwei  solche  Netze  wird  immer  dasselbe  Be- 
ziehungssystem der  ersten  Art  bestimmt  und  für  diese  Netze 
gelten  daher  genau  dieselben  Eigenschaften,  wie  für  die  beiden 
ursprünglicb  angenommenen.  Wir  können  uns  sämmtliche  Netze 
der  Art  auf  die  Weise  hergestellt  denken,  dass  wir  um  Q eine 
Gerade  drehen  und  zur  Bestimmung  des  Netzes  immer  das 
Tripel  konjugirter  Punkte  xyz  und  das  Paar  Pol  und  Polare: 
P und  £ nehmen,  wodurch  das  Netz  jedesmal  vollständig  und  ein- 
deutig bestimmt  wird.  Die  Gesainmtheit  dieser  Netze  nennen  wir  ein 
\etz- Büschel;  die  Mächtigkeit  desselben  ist  gleich  gross  mit 
der  eines  Strahlbü.schcls,  denn  es  giebt  so  viel  Netze  im  Nelz- 
bü.schcl,  als  Strahlen  £ durch  einen  Punkt  Q.  Irgend  ein  Paar 
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Vierter  ÄbscliDitt. 


koiijugirtcr  Punkte  O,  des  Beziehiingssyslems,  welches  durch 
xyz  und  P,  Q heslimml  wird,  muss  nun  auch  ein  Paar  konju- 
girler  Punkte  sein  für  irgend  zwei  andere  Netze  des  Büschels 
welche  wir  beliebig  herausnehmen  können,  oder  mit  andern 
Worten;  Die  Polaren  eines  beliebigen  Punktes  in  Bezug 
auf  snmmliicheN'etze  eines  Nelz-Büsch eis  laufen  durch 
einen  festen  (ko njugirlen;  Punkt,  welcher  Satz  bereits  in 
§ 57  auf  direktem  Wege  nachgewiesen  ist.  Da  wir  irgend  zwei 
Netze  des  Büschels  zur  Ilervorbringung  des  Beziehungssystems 
wfdilen  können,  so  folgt  ferner:  Denken  wir  uns  von  zwei  be- 
liebigen Punkten  P^  und  P,  die  Polaren  in  Bezug  auf  irgend 
ein  Netz  des  Büschels  ermittelt,  so  geht  die  erste  durch  den 
konjijgirten  Punkt  , die  zweite  durch  und  sie  schneiden 
sich  in  einem  Punkte  dessen  Polare  in  Bezug  auf  das  ge- 
wählte Netz  die  Verbindungslinie  P^P.^  ist;  der  konjiigirte  Punkt 
7*3  zu  O3  muss  also  auf  P,  P.^  liegen.  Verändern  wir  das  aus 
dem  Büschel  gewählte  Netz,  so  verändert  sich  O,  und  beschreibt 
denjenigen  Ort,  welcher  alle  Punkte  enthält,  die  den  Punkten 
der  Geraden  />,  Pj  = @ konjugirt  sind,  d,  h.  den  Kegelschnitt 
Hieraus  folgt:  Die  Pole  einer  Geraden  @ in  Bezug 
auf  s ä m m 1 1 i c h e N e t z e eines  Büschels  liegen  auf  einem 
Kegelschnitt^,  welcher  dem  gemeinschaftlichen  Tri- 
pel xyz  umschrieben  ist.  Dies  lässt  sich  auch  so  ausspre- 
chen: Die  Polaren  zweier  beliebigen  Punkte  Pj  und  Pj 
in  Bezug  auf  sämmlliche  Netze  eines  Büschels  be- 
schreiben allemal  zwei  projektivischc  Slrahlbüschel 
(Ol)  und  (O2),  welche  zu  je  zwei  entsprechenden  Strah- 
len die  Polaren  in  Bezug  auf  dasselbe  Netz  haben. 
Nehmen  wir  für  @ insbesondere  die  unemllich-enlfernte  Gerade 
0^^,  so  enthält  der  entsprechende  Kegelschnilt  ^ die  Mittelpunkte 
aller  Netze  des  Büschels,  also:  Die  Mittelpunkte  sämmt- 
licher  Netze  eines  Büschels  liegen  auf  einem  he- 
sliinmten  Kegelschnitt  welcher  dem  Tripel  xyz 

umschrieben  ist.  Dieser  Kegelschnitt  2)1  entscheidet  zu- 
gleich über  die  Natur  der  in  dem  Büschel  enthaltenen  Netze, 
d.  h.  ob  dieselben  hyperbolisch  oder  elliptisch  sind.  Zuvörderst 
ist  nämlich  klar,  dass,  wenn  die  vorhin  ermittelten  ausgezeichne- 
ten Punkte  S S.^,  in  deren  jeden  zwei  konjugirte  Punkte 
P,  Q zusammenfallen,  entweder  alle  vier  reell  sind  oder,  wenn 
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aucli  nur  zwei  von  ihnen  reell  sind,  olTenbar  alle  Netze  des 
Büschels  hyperbolisch  sein  müssen  und  ihre  Kernkegelschnille 
nichts  anderes,  als  ein  gewöhnliches  Kegelschniltbüschel  mit  vier 
oder  zwei  reellen  Mittel-  (Grund-)  Punkten  bilden.  Sobald  daher 
von  dem  gemeinschaftlichen  Tripel  nur  x und  X reell  sind , y 
und  z imaginär,  sind  alle  Netze  des  Büschels  hyperbolisch  und 
die  Kernkegelschnitte  haben  zwei  reelle  und  zwei  imaginäre  ge- 
meinschartliclie  Gruiidpunkte.  Wenn  dagegen  das  Tripel  xyz 
völlig  reell  ist,  so  können  entweder  die  oben  bestimmten  Strahl- 
systeme {x)  {y)  (2)  alle  drei  hyperbolisch  oder  nur  eines  hyper- 
holisch und  die  beiden  andern  elliptisch  sein;  im  ersteren  Fall 
enthält  das  Nelz-Buschel  wiederum  lauter  hyperbolische  Netze, 
deren  Kernkegelschnitte  ein  gewöhnliches  Kegelschnittbüschel  mit 
vier  reellen  Grundpunkten  SS^S.^S^  bilden;  im  letzteren  Fall 
wird  das  Büschel  theils  hyperbolische,  theils  ellijdische  Netze 
enthalten;  die  Kernkegelschnitte  der  hyperbolischen  Netze  bilden 
ein  Kegelschnittbüschel  mit  vier  imaginären  Grundpunkten;  <lies 
ist  aber,  wie  wir  jetzt  sehen,  nur  ein  unvollständiges  Gebilde,  zu 
dessen  Ergänzung  noch  die  imaginären  Kegelschnitte  hinzu- 
treten  müssen,  welche  den  elliptischen  Netzen  eines  .solchen  Netz- 
büscheis  eni sprechen.  Wir  sehen  die  Bicbtigkeit  der  lelzten  Be- 
hauptung leicht  ein,  wenn  wir  für  den  Fall  des  reellen  Tripelß 
und  falls  von  den  Strahlsystemen  (or)  (y)  (2)  eines  hyperbolisch 
und  die  beiden  andern  elliptisch  sind,  genauer  untersuchen,  in 
welcher  Weise  die  konjugirten  Punkte  I\  Q die  verschiedenen 
Gebiete  der  Ebene  bedecken.  Die  ganze  unendliche  Ebene  wird 
nämlich,  wie  wir  wissen,  durch  (Fig.  loo.) 

die  Seiten  des  Dreiecks  xyz  in 
die  sieben  Regionen  c,  e,  /ij, 

^2  Ä.,,  C3  Ä3  (Fig.  100)  getheilt; 
nehmen  wir  an,  es  sei  das  Strahl- 
system (.t)  hyperbolisch,  dagegen 
(y)  und  (2)  elliptisch,  dann  ist  mit 
Berücksichtigung  des  bekannten  Kriteriums  für  das  elliptische  und 
hyperbolische  Strahlsystem  (<§  17)  aus  der  Anschauung  klar,  dass, 
wenn  P in  der  Region  (e)  liegt,  der  konjugirte  l*unkt  Q in 
den  Regionen  (c,)  oder  {/»,)  liegen  muss, 

wenn  P in  den  Regionen  (c,)  oder  (/<i)  liegt,  der  konjugirte 
Punkt  Q in  der  Region  (e)  liegen  muss. 


Vierter  Abschnitt. 


r)2() 


wenn  P in  den  Regionen  (e.,)  oder  (ä.>)  Hegt,  der  konjugirte 
l’iiiikl  ()  in  den  Regionen  (e.j)  oder  (A.,)  liegen  muss, 

wenn  P in  den  Regionen  (ej  oder  (Ä3)  liegt,  der  konjugirte 
Punkt  Q in  den  Regionen  [e^)  oder  {h^)  liegen  muss. 

OI)gleich  es  zunächst  niclit  weiter  benutzt  wird,  bemerken 
wir  noch,  dass  in  dem  andern  Fall,  wenn  (ir)  (y)  (2)  alle  drei 
hyperbolische  Strahlsysteme  sind,  die  Vertheilung  in  folgender 
Weise  stattfindet: 

wenn  P in  der  Region  [e]  liegt,  so  muss  der  konjugirte  Punkt 
Q in  der  Region  (c)  liegen, 

wenn  P in  den  Regionen  [e^)  oder  (Äj)  liegt,  so  muss  der 
konjugirte  Punkt  Q in  den  Regionen  (e,)  oder  (Äj)  liegen, 

wenn  P in  den  Regionen  [c.^  oder  {h^  Hegt,  so  muss  der 
konjugirte  Punkt  (J  in  den  Regionen  oder  [h^  liegen, 

wenn  P in  den  Regionen  (e.,)  oder  (Ä3)  liegt,  so  muss  der 
konjugirte  Punkt  Q in  den  Regionen  (e.^)  oder  (Ä3)  liegen. 

Ferner  wissen  wir,  dass  den  unendlich-entfernten  Punkten  P 
der  Ehene  die  Punkte  Q des  Kegelschnitts  konjugirt  sind. 
Jeder  Punkt  m dieses  Kegelschnitts  ist  der  Mittelpunkt  eines 
Netzes  vom  Rüschel  und  dieses  Netz  ist  vollständig  bestimmt 
durch  das  Tripel  xy  z und  den  Mittelpunkt  m,  dessen  Polare 
bekannt  ist.  Die  Anschauung  lehrt  ferner,  dass,  wenn  m in  der 
Region  [e]  liegt,  das  Netz  nothwendig  elliptisch  sein  muss,  weil 
die  drei  dem  Netze  zugehörigen  Punktsysteme  auf  den  Tripel- 
strahlen X Y Z alle  drei  elliptisch  werden,  wie  dies  bereits  in 
4”)  gelegentlich  bemerkt  worden  ist;  wenn  dagegen  m in  einer 
der  andern  Regionen  liegt,  muss  das  Netz  allemal  hyperbolisch 
sein,  weil  von  jenen  drei  Punktsystemen  immer  zwei  hyperbolisch 
und  das  dritte  elliptisch  wird  (§  56),  und  zwar  zeigt  .sich,  indem 
wir  das  dem  Punkte  m zugehörige  Strahlsystem  des  Netzes  er- 
mitteln, dass,  wenn  m in  einem  der  drei  Räume  ^3  Hcgb 
der  Kernkegelschnitt  des  hyperbolischen  Netzes  eine  Hyperbel, 
wenn  dagegen  m in  einem  der  drei  Räume  Aj  Hegt,  der- 
selbe eine  Ellipse  ist,  weil  sein ' Strablsystem  (konjugirtes  Durch- 
messersystem) in  dem  einen  Falle  hyperbolisch,  in  dem  anderen 
elliptisch  wird.  Halten  wir  dies  fest  und  bedenken,  dass  die 
unendlich-entfernten  Punkte  nur  in  den  Regionen  Cj  Äj  A3 

Vorkommen,  so  werden  die  ihnen  konjugirten,  welche  auf  dem 
Kegelschnitt  30^1  liegen,  unter  der  gemachten  Annahme,  dass 
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das  Stralilsystem  (a)  hyperbolisch,  (y)  und  {z)  elliptisch  sind,  nur 
in  den  Hegionen  (c)  (e.^)  (/<•>)  (c.,)  (A.,)  vorkoininen  können  und 
müssen,  d.  h.  der  Kegelschnitt  welcher  dem  Dreieck  xyz 

umschriehen  ist,  trifllt  die  Regionen  ee^e^h^h^  (dagegen  nicht 
c,  und  Äj).  Hieraus  folgt  zunächst,  dass  der  Kegelschnitt 
in  diesem  Falle  Hyperbel  sein  muss,  weil  er  Punkte  hat,  die  in 
dem  Raume  e,  d.  h.  innerhalb  des  Dreiecks  xyz  liegen  (§38), 
ferner,  dass  diejenigen  seiner  Punkte  ;;i,  welche  in  den  Raum  [e) 
hineinfallen,  die  Mittelpunkte  von  den  elliptischen  Netzen  des 
Rüschels,  die  übrigen  die  Mittelpunkte  der  hyperbolischen  Netze 
desselben  sind,  welche  selbst  wieder  in  zwei  Kategorien  zerfallen;. 
Diejenigen,  welche  in  den  Räumen  und  c.^  enthalten  sind, 
werden  die  Mittelpunkte  von  hypcrholischeii  Netzen  sein,  deren 
Kernkegelschnitte  Hyperbeln  sind,  während  die  in  den  Räumen 
und  enthaltenen  Punkte  der  Hyperbel  SO^^’^^^lie  Mittelpunkte  von 
hyperbolischen  Netzen  des  Büschels  sind,  deren  Kernkegelschnitte 
Fllipsen  sind.  Wenn  aber  vier  Punkte  x y zm  einer  Hyperbel 
so  liegen,  dass  einer  m innerhalb  des  von  den  drei  andern 
.r  y z gebildeten  Dreiecks  sich  befindet,  so  müssen  immer  drei 
von  dieseil  Punkten  auf  einem  Zweige  der  Hyperbel  und  einer 
auf  dem  andern  Zweige  derselben  liegen ; da  nun  der  Zweig  der 
Mittelpunktshyperbcl  welcher  durch  x geht,  den  Raum  Äj 

nicht  trelTen  darf,  so  kann  er  auch  den  Raum  e nicht  treffen, 
sondern  muss  ganz  in  den  Räumen  e.,  und  c.,  enthalten  sein, 
während  der  andere  Zweig  durch  die  Punkte  y und  z geht  und 
die  Räume  e h.^  durchstreift.  Der  eine  Z^veig  der  Hyperbel 
enthält  also  die  Mittelpunkte  sämmtlicher  hyperbolischen  Netze 
des  Büschels,  deren  Kernkegelsclmitte  Hyperbeln  sind,  der  andere 
Zweig  derselben  wird  durch  die  Punkte  y und  z in  drei  Stücke 
getheilt:  Das  endliche  Stuck  zwischen  y,  z enthält  die  Mittelpunkte 
der  elliptischen  Netze  (imaginäre*!)  Kegelschnitte),  die  beiden  übri- 
gen unendlichen  Stücke  die  Mittelpunkte  der  hyperbolischen  Netze 
des  BfLschels,  deren  Kernkegelschnitte  Ellipsen  sind.  Hierbei 
tritt  der  bemerkenswerthe  Uebergang  von  einem  reellen  Kegel- 
schnitt (einer  Ellipse)  zum  imaginären  Kegelschnitt  durch  einen 
Punkt,  d.  h.  Nullkegclschnitt  (jeden  der  Punkte  y und  z) 
auf.  Endlich  sind  die  beiden  unendlich- entfernten  Punkte  der 
Hyperbel  die  Mittelpunkte  zweier  hyperbolischen  Netze  des 
Büschels,  deren  Kernkegelsclmitte  zwei  Parabeln  sind  (§  42). 


Vierter  Abschnitt. 


r>28 

Iliedurcl)  ist  also  die  obige  Behauptung  gerechlferligt.  Auch  für 
den  andern  Fall,  dass  die  drei  Strahlsysteme  (.r)  (y)  (r)  hyperbo- 
lisch sind , zeigt  die  letzte  Betrachtung  eine  vollkommene  Ueberein- 
stimmung  mit  dem  hei  der  Untersuchung  des  Kegelschnittbfischels 
Uefiiudenen.  Der  Millelpimklsk egelschnitt  darf  nämlich  in 

diesem  Fall  den  Baum  (e)  nicht  treffen  und  kann  sowohl  Ellipse, 
als  auch  Hyperbel  sein;  ist  er  Ellipse,  so  trifft  er  nur  die  Bäume 
c,  die  Kernkegelschnittc  aller  Netze  des  Büschels  sind  also  j 

»51  jerbelii;  ist  er  Hyperbel,  so  muss  er  die  Bäume  tref- 
fen, welche  den  einen  ganzen  Zweig  der  Hyperbel  enthalten,  | 

während  <ler  andere  Zweig  ganz  in  einem  der  Bäume  Äj  oder  A,  ; 

oder  Ä3  enlhallen  ist;  die  Kernkegelschnitle  zerfallen  also  in  eine 
Gruppe  Ellipsen,  welche  ihre  Mittelpunkte  auf  einem  Zweige  der 
»51  )erhel  haben,  und  eine  Gruppe  Hyperbeln,  welche  ihre  j 

Mittelpunkte  auf  dam  andern  Zweige  der  Hyperbel  haben, 
und  beide  Gruppen  werden  durch  zwei  Parabeln  von  einander 
getrennt,  deren  Mittelpunkte  die  unendlich-entfernten  Punkte  von 
sind,  wie  wir  es  früher  von  anderer  Seite  her  (§  42)  erkannt 
haben. 

Die  Ausführung  der  gegenüberstehenden  Betrachtung  ist  ohne 
weitere  Schwierigkeit;  durch  ein  Tripel  konjugirter  Strahlen  X YZ 
und  ein  beliebiges  Paar  ^ ist  nicht  nur  ein,  sondern-'cs  sind 
unendlich-viele  Netze  bestimmt,  welche  eine  Netz-Schaar  bilden, 
deren  Mächtigkeit  gleich  gross  ist  mit  der  einer  geraden  Punkl- 
reihe.  Die  Pole  einer  beliebigen  Geraden  in  Bezug  auf  sämmtlicbe 
Netze  der  Schaar  liegen  auf  einer  andern  (konjugirten)  Geraden ; da- 
her liegen  insbesondere  die  Mittelpunkte  sämmtlicher  Netze  der 
Schaar  auf  einer  Geraden  welche  der  unendlich -entfernten 
Geraden  konjugirt  ist.  Die  Polaren  eines  Punktes  in  Bezug 
auf  sämmtlicbe  Netze  einer  Schaar  umhüllen  einen  Kegelschnitt 
6,  welcher  dem  gcmeitischaftlicben  Tripel  XYZ  einbeschrieben 
ist.  Die  Netze  einer  Schaar  sind  sämmtlich  hyperbolisch,  sobald 
a)  von  dem  gemeinschaftlichen  Tripel  allein  ein  Strahl  X und 
der  Schnittpunkt  x der  beiden  andern  F,  Z reell,  diese  selbst 
aber  imaginär  .sind ; die  Kernkegelscbnilte  bilden  eine  Kegel- 
schnittschaar mit  zwei  reellen  und  zwei  imaginären  gemein- 
schaftlichen Tangenten,  b)  sobald  das  Tripel  XYZ  völlig  reell 
und  die  oben  ermittelten  Punktsysteme  (A')  ( F)  {Z)  auf  ihnen 
alle  drei  hyperbolisch  sind;  die  Kernkegelschnitte  bilden  eine 
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Kegelschniltschaar  mit  vier  reellen  gcmeinschartliehen  Tangenten; 
wenn  dagegen  c)  das  Tripel  X Y Z völlig  reell  und  von  den 
Punktsystemen  (X)  (?')  (Z)  nur  eines  hyperbolisch  (X),  die  bei- 
den andern  elliptisch  sind,  so  besteht  die  INetzschaar  theils  aus 
hyperbolischen,  theils  aus  elliptischen  Netzen;  die  Kernkegel- 
schnitte der  hyperbolischen  Netze  bilden  eine  Schaar  mit  vier 
imaginären  gemeinschaftlichen  Tangenten;  dieses  Gebilde  wird 
aber  erst  zu  einem  vollständigen  durch  llinzufügung  der  imagi- 
nären Kegelschnitte,  welche  die  elliptischen  Netze  einer  solchen 
Schaar  vertreten.  Nach  dem  Obigen  muss  in  diesem  Fall  c)  die 
Gerade  die  Seiten  des  von  den  Geraden  XYZ  gebildeten 
Dreiecks  so  trclFen,  dass  von  den  Schnittpunkten  zwei  in  den 
Seiten  selbst  und  nur  einer  in  der  Verlängerung  einer  Dreiecks- 
seite liegt,  also  ein  Stück  der  Geraden  in  den  endlichen 
Dreiecksraum  (e)  hineinfälll.  Dieses  Stück  enthält  die  Mittelpunkte 
der  elliptischen  Netze  der  Schaar,  während  diejenigen  Stücke  von 
2)^0 , welche  in  e^e.^e^  enthalten  sind,  die  Mittelpunkte  von  hyper- 
bolischen Netzen  mit  Hyperbeln  als  Kernkegelschnitten  und  die 
Stücke,  welche  in  die  Räume  A, ^3  fallen,  die  Mittelpunkte  von 
hyperholischen  Netzen  mit  Kllipsen  als  Kernkcgclschnitten  ent- 
halten. 

Schliesslich  ermitteln  wir  noch,  in  welcher  Weise  bei  die- 
sem durch  die  Netzschaar  hervorgerufenen  Reziehungssystem  der 
zweiten  Art  die  konjugirten  Geraden  ®,  ^ im  Allgemeinen  die 
Ebene  erfüllen,  wenn  wir  das  gemeinschaftliche  Tripel  XYZ 
als  vollständig  reell  annehmen;  jede  Gerade  in  der  Ebene  kann 
dabei  überhaupt  nur  zwei  wesentlich  verschiedene  Lagen  haben: 
entweder  Irilll  sie  alle  drei  Seiten  des  von  den  Geraden  XYZ 
gebildeten  Dreiecks  in  ihren  Verlängerungen ; in  diesem  Fall 
wollen  wir  sie  durch  einen  einfachen  Accent  (')  bezeichnen;  oder 
sic  trilTt  eine  Dreiecksseite  in  der  Verlängerung  und  die  beiden 
andern  zwischen  den  Ecken  des  Dreiecks;  in  diesem  Fall  soll 
sie  einen  doppelten  Accent  erhalten  (");  unterscheiden  wir  nun 
die  beiden  möglichen  Fälle: 

1)  Die  drei  Punktsysteme  (JV)  [Y)  (Z)  sind  alle  drei  hyper- 
bolisch; dann  wird  einer  Geraden  nothwendig  eine  Gerade 
konjugirt  sein  und  einer  Geraden  eine  Gerade 

2)  Von  den  drei  Punktsystemen  (A')  (Y)  (Z)  ist  eines  hyper- 
bolisch und  die  beiden  andern  elliptisch,  und  zwar  nennen  wir 
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(las  liyperholisclie  (A),  die  beiden  elliptisrben  (fT  und  (Z);  dann 
ist  jeder  Geraden  ©'  iiothwendig  eine  Gerade  konjugirt,  aber 
einer  Geraden  nur  dann  eine  Gerade  ip',  wenn  sie  A'  ausserhalb 
der  Dreiecksseite,  F und  Z innerhalb  trifft;  dagegen,  wenn  sie  X 
innerhalb,  F innerhalb  und  Z ausserhalb  IrilUt,  eine  Gerade 
welche  A'  innerhalb,  F ausserhalb  und  Z innerhalb  trifft;  endlich, 
wenn  X innerhalb,  F ausserhaih,  Z innerhalb  trifft,  muss 
die  konjugirte  X innerhalb,  F innerhalb  und  Z ausserhalb 
treffen.  — 

Das  Netzbfischel  und  die  Netzschaar  oder  das  damit  ziisam- 
menhSngeride  ßeziehungssyslem  der  ersten  und  zweiten  Art  kann 
auch  anstatt  durch  das  geineinschaflliche  Tripel  und  ein  beliebi- 
ges Paar  konjugirler  Punkte  oder  Strahlen  allgemeiner  definirt 
werden,  einerseits  durch  vier  Paare  konjugirler  Punkte />,  ()  und 
anderseits  durch  vier  l^aare  konjugirler  Strahlen  Fassen 

wir  nur  die  erste  Art  ins  Auge,  so  zeigt  die  in  § 57  ausgeführte 
Untersuchung,  dass  sich  zwei  Netze  herstellen  lassen,  welche  vier 
beliebig  gegebene  Paare  konjugirler  Punkte  P,  Q gemeinschaftlich 
haben;  solche  zwei  Netze  bestimmen  ein  Nelzbüschel  und  jedes 
Paar  konjugirler  Punkte  P,  Q für  jene  beiden  Netze  ist  zugleich 
ein  Paar  für  jedes  beliebige  Netz  des  Büschels,  wie  wir  es  auch 
direkt  in  § 57  nachgewiesen  haben;  folglich  müssen  umge- 
kehrt alle  Netze,  welche  jene  vier  Paare  konjugirler  Punkte  ge- 
meinschaftlich haben,  demselben  Büschel  apgehören;  ebenso  bil- 
den alle  Netze,  welche  vier  Paare  konjugirler  Strahlen  ^ ge- 
meinschaftlich haben,  eine  Nelzschaar;  ähnliche  Gruppen  von 
Netzen  erhallen  wir,  indem  wir  vier  F*aarc  theils  konjugirler 
Punkte,  theils  konjugirler  Strahlen  zur  Bestimmung  eines  solchen 
Gebildes  von  einfacher  Unendlichkeit  auswählen;  die  nähere  Un- 
tersuchung derartiger  Gebilde  bleibe  aber  dem  Leser  überlassen. 

§ 62.  Drei  Netze  in  der  Ebene.  Die  Tripelkurve.  Das 

Kegelschnittnetz.  *) 

Nehmen  wir  drei  beliebige  Netze  in  der  Ebene  an,  so  ge- 
hört zu  einem  Punkte  P in  Bezug  auf  jedes  derselben  eine  Polare, 


•)  Vevgl.  ,, lieber  die  Steiner’sche  Fläche  vierten  Grades“  von 
H.  Schröter.  Monatsbericht  der  Berliner  Akademie  vom  26.  Novem- 
ber 1863. 
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und  diese  drei  Polaren  werden  sich  im  Allgemeinen  nicht  in  einem 
Punkte  schneiden;  es  ist  aber  von  Interesse,  den  Ort  solcher  be- 
sonderen Punkte  P in  der  Ebene  aufzusuchen,  für  welche  die 
Polaren  durch  einen  und  denselben  Punkt  Q laufen.  Suchen  wir, 
um  den  Grad  dieses  Ortes  zu  bestimmen,  auf  einer  beliebigen 
Geraden  ® die  Punkte  P von  der  verlangten  Descbalfenheit  zu 
ermitteln.  Bezciebnen  wir  zu  diesem  Zweck  die  drei  gegebenen 
Netze  durch  [A)  [B)  (C)  oder  auch,  falls  die  Netze  hyperbolisch 
sind,  die  Kernkegelschnitte  derselben  durch  diese  Buchstaben, 
so  werden,  wenn  wir  einen  veränderlichen  Punkt  die  Gerade 
@ durchlaufen  lassen,  seine  Polaren  a b c in  den  drei  Netzen 
[A)  {B)  (C)  drei  projektivische  Strahlbüschel  um  die  Mittelpunkte 
a ß y beschreiben ; die  von  a und  b beschriebenen  Slrahlbüschel 
(a)  und  (ß)  erzeugen  also  einen  Kegelschnitt  welcher  durch 
a ß und  das  gemeinschaftliche  Tripel  der  Netze  (A)  und  (B) 
hindurchgeht  und  durch  diese  fünf  Punkte  völlig  bestimmt  ist. 
Die  Strahlen  b und  c erzeugen  gleicher  Weise  einen  Kegelschnitt 
Ä',  welcher  durch  ß y und  das  gemeinschaftliche  Tripel  von  [B] 
und  [C)  hindurchgeht.  Die  beiden  Kegelschnitte  ^ und  haben 
nun  im  Allgemeinen  ausser  dem  gemeinschaftlichen  Punkte  ß noch 
drei  Punkte  Q Q' Q"  zu  Schnittpunkten,  und  weil  ein  solcher 
Punkt  0 auf  beiden  Kegelschnitten  ^ und  zugleich  liegt, 
müssen  aQ,  ßQ,  yQ  die  drei  Polaren  ein  und  desselben  Punk- 
tes P der  Geraden  @ sein,  d.  h.  P und  Q werden  ein  solches 
besonderes  Paar  von  Punkten  sein,  welche  gleichzeitig  für  alle  drei 
gegebenen  Netze  konjugirl  sind.  Da  nun  die  Kegelschnitte  ^ 
und  ausser  dem  Punkte  ß höchstens  noch  drei  Punkte  QO'Q" 
gemein  haben  (von  denen  auch  zwei  imaginär  sein  können),  so 
giebt  es  im  Allgemeinen  drei  Punkte  P P'  P"  auf  der  willkühr- 
lich  gewählten  Geraden  welche  dem  gesuchten ^Orte  ange- 
hören; dieser  ist  also  eine  Kurve  dritten  Grades.  Die  drei 
Punkte  0 Q' Q"  stehen,  wenn  sie  alle  drei  reell  sind,  mit  ihren 
konjugirten  Punkten  i’P' P"  in  einem  sehr  einfachen  Zusammen- 
hänge, vermöge  dessen  sie  aus  jenen  unmittelbar  gefunden  wer- 
den können.  Fassen  wir  nämlich  nur  zwei  Paare  von  ihnen 
und  P'  Q'  auf,  so  müssen  (§  55)  die  Schnittpunkte  {PP\  QQ') 
und  {PQ\  QP  ) ein  drittes  Paar  konjugirter  Punkte  für  alle  drei 
. gegebenen  Netze  sein;  da  der  erste  Punkt  auf  der  Geraden  ® 
liegt  und  es  nur  noch  einen  solchen  P"  giebt,  so  muss  dieser 
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mil  ihm  idcnliscli  sein  und  datier  der  andere  mit  Q",  also: 

{PP\  00'}  = P"  {P0\  OP')  = 0", 
d.  Ii.  die  Punkte  P,  P',  P " sind  die  drei  Schnittpunkte  der  Drei- 
ecksseiten 0' 0 > 0 0,  00'  ndt  der  Geraden  oder  die  sechs 
Punkte  PP' P"  00' 0"  Hegen  zu  je  dreien  auf  vier  g c r a il e n 
Linien,  welche  ein  vollständiges  Vier  seit  hi  Iden. 

Es  ist  klar,  dass  die  gefundene  Ortskurve  dritten  Grades 
durch  die  drei  gemeiuschaftlicheii  Tripel  je  zweier  der  gegebenen 
Netze:  (7?)  und  (6'),  (6')  und  {A},  (./)  und  (/?)  hindurchgehen 
muss  und  durch  diese  neun  Punkte  vollständig  bestimmt  wird. 
In  der  That,  sei  x tj  z das  gemeinschaftliche  Tripel  von  (B)  und 
(C),  so  ist  die  Polare  von  x für  beide  Netze  (B)  und  (C)  die- 
selbe (lerade  (yz)  = .V,  also  schneiden  sich  die  Polaren  von  x 
für  alle  drei  gegebenen  Netze  (B),  (C)  und  (A)  in  einem  Punkte 
und  X ist  also  ein  Punkt  des  gesuchten  Ortes;  sein  konjugirter 
ist  der  Schnittpunkt  von  A'  mit  der  Polare  von  x in  Bezug  auf 
(./);  dasselbe  gilt  für  y und  z;  da  aber  bekanntlich  die  Polaren 
der  Ecken  eines  Dreiecks  x t/  z in  Bezug  auf  ein  Netz  (A)  die 
Gegenseiten  desselben  resp.  yz,  zx,  xy  in  drei  Punkten  treffen, 
welche  auf  einer  Geraden  liegen,  so  müssen  auch  die  konjugir- 
ten  Punkte  zu  den  Punkten  xyz  eines  gemeinschäftlichen  Tripels 
von  je  zwei  Netzen  auf  derselben  Geraden  sich  befinden.  [Durch 
diese  neun  Punkte  der  drei  gemeinschaftlichen  Tripel  ist  ferner 
unsere  Ortskurve  vollständig  bestunmt,  d.  h.  es  giebt  keine  zwei 
Kurven  dritten  Grades,  welche  gleichzeitig  durch  diese  neun 
Punkte  hindurchgehen;  denn  wäre  dies  der  F'all,  so  müsste  ein 
ganzes  Büschel  von  Kurven  dritten  Grades  durch  dieselben  neun 
Grundpunkte  gehen,  und  da  zwei  Tripel  desselben  Netzes  allemal 
auf  einem  Kegelschnitt  liegen,  so  würden  besondere  Kurven  jenes 
Büschels  zerfallen  in  Kegelschnitte  und  Gerade,  d.  h.  die  drei 
Tripelpiinkte  des  dritten  Tripels  müssten  auf  einer  Geraden  lie- 
gen. Die  I*uukte  eines  Tripels  können  aber  im  Allgemeinen  nie 
auf  einer  Geraden  liegen , folglich  geht  durch  jene  neun  Punkte 
nur  eine  einzige  Kurve  dritten  Grades.] 

Durch  die  drei  als  gegeben  angenommenen  Netze  (^)  (7?)  (C) 
sind  zugleich  drei  Büschel  von  Netzen  gegeben,  da  je  zwei  der- 
selben ein  Büschel  bestimmen ; bezeichnen  wir  diese  drei  Büschel 
durch  [By  C)  {C,  A)  [A,  B)  und  bemerken,  dass  ein  Paar  kon- 
jugirter  Punkte  P,  Q für  zwei  Kegelschnitte  (oder  Netze)  eines 
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Büschels  zugleich  für  säminlliche  KcgelschiiiUe  (o(I(*r  ^elzc) 
desselben  koitjtigirl  sind,  so  folgt,  dass,  wenn  >vir  aus  den  drei 
Büscheln  {B,  C)  [C,  A)  {A,  B)  irgend  drei  neue  Kegelschnitte 
resp.  A'  B'  C'  herausnehmen  und  dieselben  an  Stelle  der  ursprüng- 
lichen 5 C setzen,  für  den  Ort  solcher  Paare  konjugirter  Punkte 
P,  Q,  welche  in  Bezug  auf  diese  drei  gleichzeitig  konjugirt  sind, 
nothwendig  dieselbe  vorhin  gefundene  Ortskurvc  rcsultirt;  diese 
Kurve  entludt  daher  auch  die  geineinschafllichen  Tripel  der  neuen 
Kegelscliiiittspaarc  B'  C',  C'  A\  A'  B'  und  diese  bestimmen  drei 
neue  Büschel,  aus  denen  wir  wiederum  j<;  einen  beliebigen  Ä'B" C' 
herausnehmen  können  u.  s.  f.  Wir  erhalten  dadurch  einen  netz- 
artigen Fortgang  bis  ins  Unendliche,  immer  neue  Büschel  von 
Kegelschnitten  und  neue  Tripel  xyz.  Alle  diese  Tripel  liegen 
auf  ein  und  derselben  Orlskurve  dritten  Grades,  welche  die 
Tripelkurve  genannt  werden  soll;  sämmtliche  Kegelschnitte 
(oder  Netze)  von  doppelt- unendlicher  Mächtigkeit,  welche  allen 
jenen  Büscheln  angehören,  bilden  ein  Kegelschnitt  netz  von 
der  Beschaffenheit,  dass  je  zwei  Punkte  /*,  Q,  welche  in  Be- 
zug auf  irgend  drei  Kegelschnitte  des  Netzes  gleichzeitig  konju- 
girt sind,  auf  der  Tripclkurve  liegen;  solche  zwei  Punkte  sollen 
konjugirte  Punkte  der  Tripel k urve  heissen  und  sind  in 
Bezug  auf  sämmtliche  Kegelschnitte  des  Netzes  konjugirt;  auch 
soll  irgend  ein  Tripel  xyz,  welches  zweien  Kegelschnitten 
des  Netzes  gemeinschaftlich  ist  und  daher  auf  der  Tripclkurve 
liegt,  ein  Tripel  der  Tripclkurve  genannt  werden.  Die 
Tripclkurve  kann  daher  doppelt  aufgefasst  werden,  erstens  als 
der  Ort  solcher  I^unkte  P,  deren  Polaren  in  Bezug  auf  die  drei 
gegebenen  Kegelschnitte  [A)  [B)  (0)  sich  in  einem  Punkte  0 tref- 
fen, welcher  ebenfalls  auf  der  Tripelkurve  liegt,  und  zwei- 
tens als  der  Ort  aller  gemeinschaftlichen  Tripel  xyz  irgend 
zweier  Kegelschnitte  aus  den  drei  Büscheln  (B,  C)  (C,  A)  (A,  B). 
Fassen  wir  irgend  einen  Punkt  P der  Tripelkurve  auf,  Melcher 
nicht  gerade  ein  Eckpunkt  eines  gemeinschaftlichen  Tripels  xyz 
der  Büschel  [B,  C)  {C,  A)  {A,  B)  ist,  so  Merden  die  Polaren 
von  P in  Bezug  auf  alle  KegeI.schnittc  des  Büschels  {B,  Cf)  durch 

*)  Wir  werden  uns  im  Folgenden  der  Einfachheit  wegen  nur  des 
AuBdrucks  „Kegelschnitt“  statt  des  allgemeineren  „Netz“  bedienen, 
indem  wir  unter  jenem  auch  den  imaginären  Kegelschnitt,  welcher 
durch  das  elliptische  Netz  vertreten  wird,  mit  ciuhegreifen. 
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den  konjugirten  Punkt  Q laufen  und  ein  Strahlbüschel  beschrei- 
ben dergestalt,  dass  jedem  Kegelschnitt  des  Büschels  eine  und 
nur  eine  bestimmte  Gerade  durch  Q entspricht  und  auch  umge- 
kehrt für  jede  durch  Q gezogene  Gerade  nur  ein  einziger  Kegel- 
schnitt aus  dem  Büschel  C)  existirt,  in  Bezug  auf  welchen 
sie  die  Polare  von  P ist;  dasselbe  gilt  für  das  zweite  Büschel 
{C^  A);  ziehen  wir  also  durch  Q eine  beliebige  Gerade,  so  giebl 
es  einen  bestimmten  Kegelschnitt  A'  aus  dem  Büschel  {B,  C) 
und  einen  bestimmten  Kegelschnitt  B'  aus  dem  Büschel  [C,  A) 
dergestalt,  dass  jene  Gerade  und  P Polare  und  Pol  für  beide 
Kegelschnitte  A'  und  B'  gleichzeitig  sind.  Wenn  aber  zwei  Ke- 
gelschnitte ein  Paar  Pol  und  Polare  gemeinschafilich  haben,  so 
gehört  dies  ihrem  gemeinsamen  Tripel  an ; folglich  ist  jeder 
Punkt  P der  Tripelkurve  zugleich  als  Eckpunkt  eines  Tripels  an- 
zusehen, welches  zweien  Kegelschnitten  des  Netzes  gemeinsam 
ist,  oder  die  Tripelkurve  ist  der  Ort  aller  gemeinsamen  Tripel 
irgend  zweier  Kegelschnitte  des  Netzes.  Halten  wir  die  vorhin 
durch  Q willkührlich  gezogene  Gerade  ® fest  und  denken  uns  die 
beiden  Kegelschnitte  A'  und  B'  resp.  aus  den  Büscheln  {B,  C) 
und  (C,  A)  ermittelt,  für  welche  P ein  Eckpunkt  des  gemein- 
schaftlichen Tripels  ist,  so  lassen  sich  auch  die  beiden  andern 
Tripelpunkte  des.sel6en  leicht  ermitteln;  sie  liegen  natürlich  auf 
(3  und  auf  der  Tripelkurve  selbst,  müssen  daher  die  beiden 
übrigen  Schnittpunkte  der  Geraden  mit  der  Tripelkurve  sein, 
denn  der  Punkt  0 ist  im  .Allgemeinen  kein  Punkt  des  gemein- 
schaftlichen Tripels  von  A'  und  B';  die  Gerade  @ ist  nämlich 
ganz  willkührlich  durch  Q gezogen;  verändern  wir  sie,  so  er- 
kennen wir,  dass  nur  ein  einziges  Mal  P und  Q Tripelpunkte 
des  gemeinschaftlichen  Tripels  zweier  Kegelschnitte  A'  und  B' 
werden  können,  weil  durch  diese  beiden  auch  der  dritte  Tripel- 
punkt unzweideutig  milbestimmt  ist;  käme  cs  also  zwei  Mal  vor, 
.so  müsste  auch  der  dritte  Tripelpunkt  derselbe  sein  und  doch 
auf  zwei  verschiedenen  durch  gehenden  Geraden  liegen,  was 
ein  Widerspruch  ist;  folglich  sind  die  beiden  übrigen  Schnitt- 
punkte der  Geraden  ® mit  der  Tripelkurve  die  Tripelpunkte  des 
gemeinsamen  Tripels  von  A'  und  B',  dessen  erster  P ist;  nur 
ein  Mal,  wenn  die  Gerade  @ Tangente  an  der  Tripelkurve  im 
Punkte  ()  wird,  fällt  einer  jener  beiden  Tripelpunkte  nach  Q; 
hieraus  schliessen  wir  folgende  Eigenschaft  der  Tripelkurve: 
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Jeder  beliebige  Punkti^  der  TripeJkiirve  kann  als 
ein  Tripel  pun  kt  von  unend  lieb -vielen  Tripeln  xyz 
des  Kegelsch nitlnelzes  angesehen  werden;  die  Ver- 
bindungslinie der  jedesmaligen  andern  zwei  Tripel- 
punkte  läuft  durch  einen  festen  Punkt  Q der  Tripel- 
kurve, den  konjtigirlen  ^•unkt  von  P.  P'erner,  wenn  ein 
Paar  konjngirler  Punkte  P,  Q der  Tripelkurve  zugleich  zwei  Punkte 
eines  Tripels  xyz  vom  Kegelschnittnelze  sein  sollen,  so  muss 
der  dritte  auf  der  Tangente  in  0 an  der  Tripelkurve  und  daher 
auch  auf  der  Tangente  in  P an  «lerselhen  gel^-gen  sein,  d.  h. 

Die  Tangenten  in  zwei  konjugirlen  Punkten  /*,  Q 
d e r T r i p e 1 k u r v e schneiden  sich  in  einem  drillen  Punkte 
R derselben,  und  PQ  R bilden  das  g e m e i n s c h a f 1 1 i c h e 
Trijiel  eines  in  dem  Kegel  schnilliielze  vor  ko  in  inen- 
den Büschels. 

Nehmen  wir  zwei  beliebige  Punkte  d«‘r  Tripelkurve  Q und 
Q\  welche  nicht  konjugirte  Punkte  d<Tselheu  sein  sollen,  so  ist 
es  immer  erlaubt,  dieselben  als  zwei  Tripelpunkte  eines  Tripels 
xyz  anzusehen,  welches  in  dem  Kegelschuilliietze  als  gemeui- 
schaftliches  Tripel  eines  Büschels  auflrill;  denn  um  den  dritten 
Tripelpunkl  Q"  zu  finden,  haben  wir  nur  nülhig,  die  konjugirlen 
Punkte  P und  P'  zu  Q und  <y  aufzusucheu,  dann  muss  Q'  P 
durch  ij"  gehen  und  ebenso  auch  Q P\  also  der  Scliuillpuukt 
(Q  P\  0' P)  = Q"  sein;  der  konjugirte  Punkt  von  Q"  muss  nun 
bekaniillich  der  Schnittpunkt  (PP\  QQ  ) = P"  sein,  weil  die 
beiden  l’aare  P,  Q und  P',  Q'  dass  drille  Paar  konjugirter  i^uiikle 
P"  O"  inilbesliiiimen. 

IJm  zu  den  beiden  willkühilieh  auf  der  Tripelkurve  ange- 
nommenen Punkten  0 0'  den  ilrillen  Tripelpunkl  0"  zu  finden, 
haben  wir  also  nur  nölhig,  den  dritten  Schuillpunkl  der  V^u'hin- 
dungslinie  0 0'  ««K  der  Tripelkurve,  den  Punkt  P",  zu  heslim- 
inen  und  seinen  konjugirlen  Punkt  0"  zu  ermitteln.  Dieselbe 
Beziehung  lässt  sich  auch  so  ausdrüeken: 

Verbindet  man  ein  beliebiges  Paar  konjugirter 
Punkte  der  Tripelkur ve  mit  irgend  «•inem  dritten 
Punkte  derselben  Q\  so  treffen  diese  beiden  Strahlen 
die  Tripel k urve  zum  drillen  Male  in  zwei  neuen  Punk- 
ten, welche  wieder  ein  Paar  konjugirter  Punkte  der 
Tripelkurvc  ()"  P ' sind. 
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Solche  drei  Paare  konjugirter  Punkte  der  Tripelkurve  PQ, 
P' Q\  P"  Q"  sind  also  die  sechs  Edteit  eines  vollständigen  Vier- 
seits,  und  je  drei  nicht  in  einer  Geraden  liegende  Ecken  dessel- 
ben allemal  ein  Tripel  xyz  in  dem  Kegelschnittnetze.  Wir 
schliessen  hieraus  folgenden  Satz: 

Die  Seiten  eines  auf  der  Tripeiku  rve  liegenden 
Tripeldreiecks,  welches  das  gern  ei  nschaftliche  Tripel 
X tj  z eines  in  dem  Kegelschnittnetze  auftretenden  Bü- 
schels ist,  schneiden  die  Tripelkurve  immer  in  drei 
neuen  Punkten,  welche  auf  einer  Geraden  liegen,  und 
diese  drei  Schnittpunkte  sind  zugleich  die  konjugir- 
ten  Punkte  der  Tripelkurve  zu  den  drei  Eckpunkten 
des  Tripels,  indem  je  eine  Ecke  und  der  ilritte  Schnitt- 
punkt der  gegenüberliegenden  Seite  des  Tripel drei- 
ecks  mit  der  Tripelkurve  einander  konjugirt  sind.  Wir 
können  auch  umgekehrt  sagen: 

Wenn  irgend  eine  Gerade  der  Tripelkurve  in  den 
drei  Punkten  PP' P"  begegnet,  so  bilden  die  zu  ihnen 
konjugirten  Punkte  Q Q' Q"  allemal  ein  Tripel  xyz, 
welches  einem  in  dem  Kegelschnittnetze  auftretenden 
Büschel  gemeinschaftlich  ist. 

Um  die  vorige  Betrachtung  noch  zu  vervollständigen,  den- 
ken wir  uns  ein  beliebiges  Paar  konjugirter  Punkte  P,  Q der 
Tripelkurve  und  durch  P eine  Gerade  @ gezogen;  dann  giebt  es 
in  dem  Büschel  [B,  C)  einen  einzigen  bestimmten  Kegelschnitt 
A',  welcher  Q und  @ zu  Pol  und  Polare  hat,  in  dem  Büschel 
(r,  A)  einen  einzigen  bestimmten  Kegelschnitt  B',  welcher  eben- 
falls Q und  @ zu  Pol  und  Polare  hat,  und  endlich  auch  in  dem 
Büschel  {./,  B)  einen  solchen  Kegelschnitt  C'.  Die  Gerade  @ 
schneidet  nun  die  Tripelkurve  ausser  in  P noch  in  zwei  Punkten 
Q'  und  Q"  von  solcher  Beschaffenheit,  dass  QQ'  Q"  das  gemein- 
schaftliche Tripel  der  Kegelschnitte  A'  und  B'  ist;  aus  gleichem 
Grunde  muss  aber  auch  QQ'  Q"  das  gemeinschaftliche  Tripel  der 
Kegelschnitte  B'  und  C',  sowie  C'  und  A'  sein;  hieraus  folgt, 
dass  A'  B' C ein  und  demselben  Büschel  angehören  müssen; 
denn  gehörte  C'  nicht  dem  Büschel  [A',  Bf)  an,  so  hätten  C' 
und  A'  noch  ein  zweites  von  QQ' Q"  verschiedenes  gemeinschaft- 
liches Tripel;  es  ist  aber  nicht  möglich,  dass  zwei  verschiedene 
Kegelschnitte  mehr,  alsein  gemeinschaftliches  Tripel  haben,  weil 
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sie  sonst  identisch  wären,  folglich  gehören  die  drei  Kegelschnitte 
A'  B'  C'  zu  demselben  Büschel.  Dieses  Besullat  lässt  sich  auch 
unabhängig  von  den  Eigenschaften  des  Kegclschnittnetzes  als  Satz 
aussprechen: 

Hat  man  drei  Kegelschnitte  C B A'  eines  Büschels 
und  ACB'  eines  zweiten  Büschels,  welches  mit  dem 
ersten  den  Kegelschnitt  C gemeinschaftlich  hat,  so 
bestimmen  auch  die  Kegelschni tlspa are  A,  B und  .^7?' 
zwei  Büschel,  weiche  einen  Kegelschnitt  (S  gemein- 
schaftlich haben,  d.  h.  die  acht  Mittelpunkte  (Grund- 
punkte) der  beiden  Büschel  [A,  B]  und  [A\  B')  liegen 
auf  einem  und  demselben  Kegelschnitte.  Oder  mit  andern 
auch  Worten: 

Wenn  man  drei  beliebige  Kegelschnitte  ABC  hat 
und  legt  einmal  durch  die  Schnittpunkte  von  7?  und  C 
einen  beliebigen  Kegelschnitt  A' , dann  durch  die 
Schnittpunkte  von  C und  A einen  beliebigen^  Kegel- 
schnitt B\  so  liegen  die  vier  Schnittpunkte  von  A' 
und  B'  mit  den  vier  Schnittpunkten  von  A und  B auf 
einem  und  demselben  Kegelschnitt.  Hieraus  ergiebt  sich 
folgende  Aussprache  des  Satzes: 

Wenn  man  drei  beliebige  Kegelschnitte  ABC  hat 
und  legt  durch  irgend  einen  Punkt  P der  Ebene  drei 
neue  Kegelschnitte,  welche  ausserdem  durch  die  vier 
Schnittpunkte  je  zweier  der  gegebenen  B,  C\  C,  A\  A,  B 
hindurch  gehen,  so  treffen  sich  diese  neuen  Kegel- 
schnitte ausser  in  P noch  in  denselben  drei  Punkten. 

Diese  Sätze  sind  ihrer  Allgemeinheit  wegen  bemerkenswerlh 
und  enthalten  viele ^ besondere  Fälle  in  sich,  welche  anziiführen 
hier  unterbleiben  muss.  Für  den  gegenwärtigen  Zweck  giebt  uns 
der  obige  Satz  das  Mittel  an  die  Hand,  zu  einem  beliebigen  Tri- 
pel der  Tripelkurve  0 Q'  Q"  dasjenige  Büschel  des  Kegelschnitt- 
netzes zu  finden,  dessen  gemeinschaftliches  Tripel  das  gegebene 
0 Q' 0"  ist;  denn  zur  Bestimmung  dieses  Büschels  haben  wir 
nach  dem  Obigen  nur  nöthig,  die  beiden  Kegelschnitte  A'  und  B' 
zu  ermitteln,  durch  welche  dies  Büschel  bestimmt  wird.  Dass 
sämmtliche  Kegelschnitte  des  Netzes,  welche  ein  Tripel  der  Tri- 
pelkurve 0 Q' 0"  gemein  haben,  umgekehrt  ein  Büschel  bilden 
müssen,  ist  von  vorn  herein  klar,  weil  sie  ausserdem  noch  ein 
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beliebiges  anderes  Paar  konjugirler  Punkte  der  Tripelkurve  (), 
gemein  haben  und  daher  einem  Büschel  angehöreu  (§  57).  Zu 
jedem  Tripel  0 0'  Q"  der  Tripelkurve  gehört  daher  ein  bestimm- 
tes Büschel  des  Kegelschnittnetzes.  Nehmen  «ir  nun  zwei  be- 
liebige Tripel  der  Tripelkurve  0 0'  0 ' und  (),  0\  0\  \ so  lassen 
sich  die  zugehörigen  Büschel  des  Kegelschniltnetzes  so  ermitteln, 
dass  wir  zu  0 konjugirten  Punkt  P der  Tripelkurve  suchen, 
welcher  auf  Q'  0"  und  der  dritte  Schnittpunkt  dieser  Gera- 
den mit  der  Trip«*lkurve  ist,  sodann  denjenigen  Kegelschnitt  A' 
aus  dem  Büschel  {B,  C),  für  welchen  0 und  0' 0"  Pol  und 
Polare  ist,  und  denjenigen  Kegelschnitt  B'  aus  dem  Büschel  {C,  A), 
für  welchen  ebenfalls  0 und  0 0"  Pol  und  Polare  ist,  anfsuchen; 
die  b^^iden  Kegelschnitte  y/' hestimmen  das  Büschel  des  Kegel- 
schniitnetzes,  für  welches  0 0'  0"  das  gemeinschaftliche  Tripel 
ist;  in  ganz  analoger  Weise  werden  zwei  Kegelschnitte  A^'  B^' 
gefunden,  deren  gemeinschaftliches  Tri[)el  das  gegebene  0\0\'0\" 
ist.  Nun  haben  wir  aber  drei  Kegelschnitte  CA'  A{,  welche 
einem  Büschel  [B,  C)  angehnren,  und  drei  Kegelschnitte  CB'  F/, 
welche  einem  zweiten  Büschel  (C,  A)  angehöreu;  jene  beiden 
Büschel  haben  den  Kegelschnitt  C gemein,  folglich  mü.ssen  nach 
unserm  obigen  Satze  auch  die  beiden  durch  die  Kegelschnitt  paare 
{A' B')  und  {A{  B{)  bestimmten  Büschel  einen  Kegelschnitt  (S 
gemein  haben;  für  diesen  sind  daher  die  gemeinschaftlichen  Tri- 
pel jener  beiden  Büschel,  d.  h.  00'  O"  und  0\0{  0"  ebenfalls 
Tripel  konjugirter  Punkte,  und  da  bekanntlich  zwei  Tripel  koiiju- 
girter  Punkte  in  Bezug  auf  einen  und  denselben  Kegelschnitt  immer 
sechs  Punkte  eines  Kegelschnitts  sind  (§  55),  so  scbliessen  wir 
folgenden  doppelten  Satz: 

Irgend  zwei  Büschel  des  Kegelschnittnetzes  haben 
allemal  einen  Kegelschnitt  gemeinschaftlich  und 

Irgend  z w e i T r i [)  e 1 d e r T r i p e 1 k u r v e 1 i e g e n a 1 1 e m a 1 
auf  einem  Kegelschnitt. 

Die  letzte  Eigenschaft  lässt  sich  auch  umkehren : Legt  man 
durch  irgend  ein  Tripel  der  Tripelkurve  einen  beliebigen  Kegel- 
schnitt, so  schneidet  derselbe  die  Kurve  im  Allgemeinen  in  drei 
neuen  Punkten,  welche  wieder  ein  Tripel  bilden;  denn  da  zwei 
Eckpunkte  eines  Tripels  der  Tripelkurve  willkührlich  gewählt  wer- 
den dürfen  und  durch  das  erste  Tripel  und  zwei  Punkte  der  Tripel- 
kurve ein  Kegelschnitt  bestimmt  wird,  so  muss  der  dem  zweiten 
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Tripel  angehörige  einzige  dritte  Tripel-Funkt  sowohl  auf  dem  Kegel- 
schnitt als  auch  auf  der  Tripelkurve  liegen,  d.  h.  der  sechste 
Schuitlpunkt  beider  sein.  Hieraus  folgt  mit  Berücksichtigung  der 
oben  gefundenen  Eigenschaft  der  Tripelkurve  der  Satz: 

Wenn  man  durch  drei  Punkte  eines  Tripels  der 
Tripelkurvc  und  einen  beliebigen  Punkt  Q derselben 
ein  Büschel  von  Kegelschnitten  legt,  so  trifft  jeder 
Kegelschnitt  desselben  die  Tripelkurve  im  Allgemei- 
nen noch  in  zwei  neuen  Punkten,  deren  Verbindungs- 
linie durch  einen  festen  Punkt  P der  Tripelkurve 
läuft,  welcher  der  dem  Punkte  Q konjugirte  ist.  Dieser 
Satz  gilt  auch  allgemein,  unabhängig  von  den  Eigenschaften  der 
Tripel,  und  führt  zu  einer  Erzeugung  der  Kurve  dritten  Grades 
durch  ein  Kegelschnitt hüschel  und  ein  Strahlbüschel,  welche  in 
projektivische  Beziehung  zu  einander  gesetzt  werden.  (Chasles, 
Comptes  rendus  1853.) 

Aus  der  obigen  Bemerkung,  dass  zwei  Tripel  der  Tripelkurve 
allemal  auf  einem  Kegelschnitt  liegen,  folgt  eine  charakteristische 
Eigenschaft  eines  solchen  Tripels  in  Rücksicht  auf  die  Tripelkurve 
selbst.  Denken  wir  uns  nämlich  durch  das  Tripel  Q Q'  Q"  der 
Tripelkurve  insbesondere  einen  solchen  Kegelschnitt  gelegt,  wel- 
cher in  Q und  Q'  dieselben  Tangenten  mit  der  Tripelkurve  hat, 
so  hat  er  bereits  fünf  Punkte  mit  der  Tripelkurve  gemein,  welche 
ihn  zugleich  bestimmen;  sein  sechster  Schnittpunkt  niit  der 
Tripelkurve  muss  daher  der  dritte  Tripelpunkt  zu  (J  und  Q’  sein, 
d.  h.  Q";  es  müssen  daher  auch  in  Q"  zwei  Punkte  des  Kegel- 
schnitts und  der  Tripelkurve  zusammenfallen  oder,  dieser  Punkt 
muss  ein  Berührungspunkt  beider  Kurven  sein;  wir  schliessen  also: 

Die  drei  Punkte  eines  Tripels  der  Tripelkurve 
liegen  allemal  so,  dass  ein  Kegelschnitt  die  Tripel- 
kurve in  denselben  berühren  kann. 

Da  zwei  Eckpunkte  eines  Tripels  der  Tripelkurve  willkühr- 
lich  auf  derselben  angenommen  werden  dürfen,  der  dritte  Tripel- 
punkt dann  aber  vollständig  und  eindeutig  hestimmt  ist,  so  kön- 
nen wir,  wenn  ein  Tripel  Q Q'  Q"  als  bekannt  angesehen  wird, 
nach  dem  obigen  Satze  die  Totalität  aller  übrigen  Tripel  leicht 
überschauen,  indem  wir  alle  möglichen  Kegelschnitte  durch  die 
drei  Punkte  0 0' Q"  legen,  von  denen  jeder  durch  seine  drei 
übrigen  Schnittpunkte  mit  der  Tripelkurve  immer  ein  neues  Tripel 
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(lerselbfn  bestimmt.  Kennen  wir  tliiber  zwei  Tripel  der  Tripel- 
kurve Q Q'  Q"  und  und  wollen  zu  zwei  auf  der  Tripel- 

kurve wülkübrlicli  angenommenen  Punkten  S S'  als  zwei  Eck- 
punkten eines  Tripels  derselben  den  dritten  Eckpunkt  S"  finden, 
so  haben  wir  nur  nöthig,  zwei  Kegelschnitte  durch  die  je  fünf 
Punkte  QQ'  Q” SS'  und OC  SS'  zu  legen,  welche  sich  in 
dem  gesuchten  Punkte  S"  auf  der  Tripelkurve  schneiden  müssen. 
Nach  dem  Früheren  sind  nun,  wenn  wir  zwei  beliebige  Paare 
konjugirter  Punkte  auf  der  Tripelkurve  P,  Q und  P',  Q'  haben, 
die  Schnittpunkte: 

[PO',  P'  Q)  = Q"  (PP',  QQ')  = P" 
ein  drittes  Paar  konjugirter  Punkte  und  'diese  sechs  Ecken  des 
von  den  vier  Geraden: 

P P'  P" 

P Q'  Q" 

P'  Q"  Q 
P"  Q Q' 


gebildeten  vollständigen  Vierseits,  welches  der  Tripelkurve  einbe- 
schrieben ist,  haben  zu  ihren  konjugirten  Punkten  beziehungsweise: 


Q Q'  Q"' 
Q P'  P" 

Q'  P"  P ' 
Q"  P P' 


vier  Tripel  der  Tripel- 
kurve. 


Um  jetzt  zu  zwei  willkührlich  auf  der  Tripelkurve  gewählten 
Punkten  SS'  als  Eckpunkten  eines  Triiiels  der  Tripelkurve  den 
dritten  Tripclpunkt  S"  zu  finden,  haben  wir  nur  durch  die  je 
fünf  Punkte  QQ'Q"  SS'  und  Q P'  P"  S S'  einen  Kegelschnitt  zu 
legen;  der  vierte  Schnittpunkt  dieser  beiden  Kegelschnitte  muss 
der  gesuchte  Punkt  S"  der  Tripelkurve  sein.  Wir  haben  hier- 
nach beiläufig  folgenden  Satz  gefunden: 

Wenn  man  ein  vollständiges  Vierseit  hat,  dessen 
sechs  Ecken  zu  je  dreien  auf  vier  Geraden  liegen,  so 
kann  man  auf  vier  Arten  je  drei  derselben  herausneh- 
men,  welche  ein  Dreieck  bilden,  während  die  drei 
übrigen  auf  einer  Geraden  liegen.  Umschreibt  man 
diesen  vier  Dreiecken  vier  Kegelschnitte,  welche  aus- 
serdem durch  zwei  beliebig  gegebene  feste  Punkte 
gehen,  so  laufen  alle  vier  Kegelschnitte  durch  ein 
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lind  denselben  neuen  Punkt.  Ein  besonderer  Fall  dieses 
Satzes  ist  aus  den  Elementen  bekannt,  nämlicb,  dass  die  den 
vier  Dreiecken,  welche  sich  aus  den  sechs  Ecken  eines  vollstän- 
digen Vierseits  bilden  lassen,  umschriebenen  Kreise  durch  ein 
und  denselben  Punkt  geben  (den  ßrennpunkt  der  Parabel,  welche 
dem  Vierseit  einbeschrieben  werden  kann).  . 

Wir  können  auch  sehr  einfach  den  vorigen  Satz  direkt  be- 
weisen; seien  nämlich  die  drei  Paar  Gegenecken  des  vollständigen 
Vierseits  PQ,  P' Q\  P"  Q",  so  da.ss  die  vier  Geraden  je  drei 
Punkte:  PP'  P",  PQ'  Q",  P'  Q"  Q,  P"  0 Q'  enthalten  und  ausser- 
dem zwei  beliebige  Punkte  SS'  gegeben,  so  werden  die  beiden  durch 
je  fünf  Punkte  QQ'  (J"  SS'  und  PP'(j"SS'  gelegten  Kegel- 
schnitte einen  vierten  l*unkt  S"  gemein  haben;  da  nun  bekannt- 
lich die  Seiten  zweier  Dreiecke,  welche  einem  Kegelschnitt  ein- 
beschrieben sind,  selbst  einen  andern  Kegelschnitt  beriihren 
{%  28),  so  müs.sen  die  Seiten  der  beiden  Dreiecke  0 0' 0"  »»‘1 
S S'  S"  einen  Kegelschnitt  beriihren  und  ebenso  die  Seiten  der 
beiden  Dreiecke  P P' Q"  und  S S' S";  diese  beiden  Kegelschnitte 
sind  aber  identisch,  weil  sie  fünf  Tangenten  gemein  haben,  dii* 
drei  Seiten  des  Dreiecks  S S' S"  und  die  Geraden  Q"  Q P'  und 
Q"  Q' P;  folglich  berühren  auch  Q Q' P"  und  PP'  P"  die.sen 
Kegelschnitt,  d.  h.  derselbe  berührt  alle  vier  Seiten  des  vollstän- 
digen Vierseils  und  die  drei  Seilen  des  Dreiecks  SS'S";  da  nun 
die  Seiten  der  beiden  Dreiecke  Q P'  P"  und  SS'S"  einen  Ke- 
gelschnitt berühren,  so  liegen  auch  die  sechs  Ecken  derselben 
auf  einem  andern  Kegelschnitt  (§  28),  d.  h.  der  durcli  QP' P" SS' 
gelegte  Kegelschnitt  geht  durch  S"  und  endlich  aus  demselben 
Grunde  der  durch  Q' P"  P S S'  gelegte  Kegelschnitt;  also  laufen 
die  vier  angegebenen  Kegelschnitte  durch  einen  und  denselben 
Punkt  w.  z.  b.  w. 

Der  Kegelschnitt,  welcher  die  vier  Seiten  des  vollständigen 
Vierseils  und  die  drei  Seiten  des  Dreiecks  SS'S"  berührt,  kann 
auch  als  bestimmt  angesehen  werden  durch  zwei  beliebige 
Tripel  Q Q' Q"  und  SS'  S''^  deren  sechs  Seiten  ihn  berühren; 
da  nun  die  Gerade,  welche  die  drei  zu  Q Q'  0"  konjugirten 
Punkte  P P'  P"  enthält,  denselben  Kegelschnitt  berührt,  so 
muss  auch  diejenige  Gerade,  welche  die  zu  SS'S"  konjugii*- 
ten  Punkte  R R'  R"  enthält,  ihn  berühren  und  wir  erkennen 
also,  dass  die  acht  Seiten  zweier  solcher  vollständigen  Vierseite 
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einen  und  denselben  Kegelschnitt  berühren.  Dies  giebt  folgenden 
Salz : 

Die  Seiten  zweier  Tripel  der  Tripel  kurve  berüh- 
ren einen  Kegelschnitt,  der  auch  diejenigen  beiden 
Geraden  zu  Tangenten  hat,  welche  die  den  Eckpunk- 
ten der  Tripel  konjugirlen  Punkte  der  Tripelkurve 
enthalten,  so  dass  also  die  Seiten  zweier  solcher  voll- 
ständigen Vierseite,  wie  oben  eines  {PQP'Q'P"Q")  in 
Betracht  gekommen  ist,  immer  einen  und  denselben 
Kegelschnitt  berühren. 

Von  besonderem  Interesse  für  die  vorliegende  Betrachtung 
ist  es,  die  beiden  w illkührlicben  Punkte  S S'  auf  zwei  Diagonalen 
des  vollständigen  Vierseils  anziinehmen:  S auf  der  Diagonale  PQ 
und  S'  auf  der  Diagonale  P'  Q\  dann  muss  auch  der  dritte 
Punkt  S"  auf  der  Diagonale  P"  Q"  liegen,  ln  der  Thal,  durch 
die  vier  Seilen  des  vollständigen  Vierseits  und  die  Gerade  S S' 
als  Tangenten  ist  derjenige  Kegelschnill  ^ bestimmt,  welcher  zu- 
gleich S S"  und  S'  S"  berührt.  Das  Diagonaldreieck  des  einem 
Kegelschnitt  umschriebenen  vollständigen  Vierseits  ist  immer  ein 
Tripel  in  Bezug  auf  diesen  Kegelschnitt  (§  30);  folglich  sind  die 
drei  Geraden  PQ,  P' Q',  P"  Q"  ein  Tripel  konjugirter  Strahlen 
in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  da  nun  SS'  eine  Tangente 
desselben  ist,  welche  PQ  in  S trilTt,  so  wird  die  andere  durch 
S gehende  Tangente  der  vierte  harmonische  Strahl,  dem  SS'  zu- 
geordnel,  sein,  während  SP  und  der  von  S nach  dem  Schnitt- 
punkte {P'  Q',  P"  Q")  hingehende  Strahl  das  andere  Paar  zuge- 
ordneler  Strahlen  ist;  in  gleicher  Weise  konstruiren  wir  die 
zweite  durch  S'  gehende  Tangente  des  Kegelschnitts  Ä;  diese 
Tangente,  sowie  die  vorige  müssen  durch  den  vierten  harmoni- 
schen Punkt  auf  P"  Q"  gehen,  welcher  dem  Schnittpunkte  mit 
SS'  zugeordnet  ist,  während  die  beiden  andern  zugeordneten 
die  Punkte  {PQ,  P"  Q")  und  (7^'  Q',  P"  Q")  sind;  also  ist  die- 
ser vierte  harmonische  Punkt  der  Schnittpunkt  jener  beiden  Tan- 
genten, d.  h.  der  Punkt  S".  Wir  haben  mithin  gesehen,  dass, 
wenn  von  den  beiden  willkührlich  anzunchmenden  Punkten  S S' 
der  eine  S auf  der  Diagonale  P Q und  der  andere  S'  auf  P'  Q'  liegt, 
dann  der  dritte  S"  auf  der  dritten  Diagonale  P"  Q"  des  vollstän- 
digen Vierseils  liegen  muss. 

Wählen  wir  nun,  indem  wir  zu  unserer  Tripelkurve  zurück- 
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keliren»  auf  weicher  das  vollständige  Vierseit  liegt,  dessen  drei 
Paar  Gegenecken  PQ,  P'  Q',  P"  Q"  drei  Paare  konjugirter  Punkte 
der  Tripelkurve  sind,  die  beiden  Punkte  S und  S'  so,  dass  S 
der  dritte  Schnittpunkt  der  Geraden  PQ  mit  der  Tripelkurve  und 
gleichcrv^cise  S'  der  dritte  Schnittpunkt  von  P'  Q'  mit  derselben 
wird,  daun  muss  S"  auf  der  Geraden  P"  Q"  liegen  und  zugleich 
auf  der  Tripelkiirve^  weil  S S' S"  ein  Tripel  der  Tripelkurve 
bilden,  folglich  ist  S"  der  dritte  Schnittpunkt  der  Geraden  P" Q" 
mit  der  Tripelkurve;  wir  erhalten  hieraus  folgenden  Salz: 

Wenn  man  ein  beliebiges  Tripel  der  T r i p e 1 k u r v e 
Q Q'  0"  hat,  so  treffen  die  Seiten  desselben  O'O",  O'Q, 
Q 0'  die  Kurve  zum  drillen  Male  in  drei  neuen  Punk- 
ten PP'P",  w elche  die  konjugirteii  Punk  le  der  Tripel- 
kurve zu  den  ersteren  sind  und  in  gerader  Linie  lie- 
gen; die  drei  Verbindungslinien  PQ,  P'O',  P"  Q"  treffen 
ferner  die  Tripelkurve  in  drei  neuen  Punkten  SS'S", 
welche  wiederum  ein  n e u e s T r i p e l d e r T r i p e I k u r v e s i n d. 

Hieraus  folgt  weiter,  da  wir  wissen,  dass  die  Tangenten  in 
zwei  konjugirlen  Punkten  PQ  an  der  Tripelkurve  sieh  in  einem 
dritten  Punkte  R derselben  treffen  und  die  drei  Punkte  PQR 
ein  Tripel  der  Tripelkurve  bilden,  folglich  der  konjugirte  Punkt 
zu  R der  drille  Schnittpunkt  S der  Geraden  PQ  mit  der  Tripel- 
kurve  sein  muss:  die  drillen  Srinnitpunkle  der  Tangenten  in 
P P'  P"  oder  in  QQ'Q”  mit  der  Tripelkurve  sind  die  drei  Punkte 
R R' R"  und  konjugirte  Punkte  zu  den  obigen  Punkten  SS'  S"; 
da  diese  ein  Tripel  bilden,  so  müssen  jene  auf  einer  geraden 
Linie  liegen,  also: 

Die  drei  Tangenten  der  Tripelkurve  in  den  drei 
Eckpunkten  eines  Tripels  derselben  treffen  sie  in 
drei  neuen  Punkten,  w elche  auf  einer  Geraden  liegen. 

Schneidet  eine  beliebige  Gerade  die  Tripelkurve 
in  drei  Punkten  und  man  zieht  die  Tangenten  in  den- 
selben, so  treffen  sie  die  Tripelkurve  in  drei  neuen 
Punkten,  welche  wieder  auf  einer  Geraden  liegen. 

Diese  Sätze  gestalten  ein  eigenlhümliches  Fortschreilen  zu 
einem  Cyklus,  indem  man  einerseits  von  einer  Geraden  zu  einer 
nächsten  u.  s.  f.  oder  anderseits  von  einem  Tripel  Q Q'  Q"  zu 
einem  folgenden  S S'  S"  u.  s.  f.  weiter  geht;  die  Frage,  ob  ein 
solcher  Cyklus  sich  schliesst  oder  bis  ins  Unendliche  forlläuft. 
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ist  (lal)ei  von  besonderem  Interesse,  erfordert  jedoch  tiefer  gehende 
Untersuchungen.  (Vgl.  Steiner,  geoin.  Lehrsätze,  Crelle’s  Journal 
Bd.  XXXII  pag.  182  und  300.) 

Nehmen  wir  zwei  heÜelnge  Tripel  der  Tripelkurve  QQ'O", 
0i0i0\'  konjugirten  Punkte  PP'P",  P^P{P{',  so 

haben  wir  zwei  vollständige  Vierseite,  die  der  Tripelkiirvc  ein- 
beschrieben sind  und  deren  acht  Seiten,  wie  wir  gesehen  haben, 
einen  und  denselben  Kegelschnitt  berühren;  bezeiclmen  wir  diese 
acht  Geraden; 


0' 

0" 

11 

A 

Oi' 

orp,  ==% 

0" 

0 

P'  = 58 

Ol" 

0,  Pi  = ®, 

0 

ü' 

P"  ==  6 

Ol 

Oi  Pi'  = 6, 

p 

p' 

P"  = 

Pi  Pi'  = ®,. 

Zugleich  haben  wir  acht  Tripel  der  Tripelkurve,  nämlich: 

P'  P"  Q und  Pi  P{'  (Ij 

P"  P Q'  P{'  7>i 

P P'  Q"  P^  P{ 

0 Q'  0"  (>,  Ol'  Ol". 

Da  irgend  zwei  Tripel  der  Tripelkurve  immer  sechs  Punkte 
eines  Kegelschnitts  sind,  also  auch  die  Seiten  zweier  Tripeldrei- 
ecke immer  sechs  Tangenten  eines  Kegelschnitts  sind,  so  haben 
wir  ein  Brianchon’sches  Sechsseit: 

21  2)  58  5)i58,, 

dessen  Ilauptdiagonalen  sieb  in  einem  Punkte  schneiden;  diese  sind: 
/>/>,  />'/>,'  (2158,.  23  21,). 

Der  Schnittpunkt  [P  P\,  ^l^o  1»  4er  Geraden 

(2123|,  58  21,);  anderseits  haben  wir  das  Brianchon’sche  Sechsseit: 

58  6 2158,  6,  2t,, 
dessen  Ilauptdiagonalen: 

■ 0 0,  O'Oi'  (2158,,  23  21,) 

.sich  ebenfalls  in  einem  Punkte  Irefl’en,  also  liegt  auch  der  Schnitt- 
punkt: 

(0  0,,  O'O,')  in  der  Geraden  (21  58,,  23  21,); 
folglich  ist  die  Verbindungslinie: 

[(PP,,  P'P,'),  (OOp  O'O,')]  identisch  mit  der  Geraden  (2t 58,,  5821,). 
In  gleicher  Weise  zeigen  die  beiden  Brianchon’schen  Sechsseite: 
58  ^5)  6 23, 55),  6,  und  6 2t  58  6,  2t,  58, . 
dass  die  Verbindungslinie: 
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p"p{'),  cfon'] 

identisch  mit  der  Geraden  (33  (Sj,  693i)  ist,  und  endlich  die  bei- 
den Brianchon 'sehen  Sechsscite: 

6 ® 31  6,  % und  31  23  6 31,  35,  . 

dass  die  Verbindungslinie: 

[(/>"/>,",  PP,), 

identisch  mit  der  Geraden  (S3l,,  31(5,)  ist.  Aus  dem  Brian - 
chon 'sehen  Sechsseit: 

31  23,  6 31,  33  6, 

folgt  aher,  dass  die  drei  Hauptdiagonalen: 

(3133,,  2331,)  (33(5,,  623,)  (63t,,  3(6,) 
sich  in  einem  Punkte  tretfen , also  auch  die  mit  ihnen  identischen 
durcli  die  PP'  P"  und  QQ'  Q"  ausgedrfickten  Geraden;  sehen  wir 
die  letzteren  an,  so  erkennen  wir,  dass  cs  die  Verbindungslinien 
korrespondirender  Ecken  zweier  Dreiseite  sind,  gebildet  von  den 
Geraden: 

einerseits  PP,  P'  P,'  P"  P," 

und  anderseits  Q Q,  Q'  Q\  Q"  Q\  '\ 

folglich  müssen  die  korrespondirenden  Seiten  selbst  sich  in  drei 

Punkten  trelfcn,  die  auf  einer  (icraden  liegen  (§  11),  d.  h.  <lie  drei 

Schnittpunkte: 

[PP,,  Q Q,)  {P'  P;,  0'  Q,')  [P"  P,",  Q"  0,") 

liegen  auf  einer  Geraden;  diese  drei  Punkte: 

P P ' P " 

±2  ^2  ^2 

.sind  nach  dem  Früheren  nichts  anderes,  als  die  dritten  Schnitt- 
punkte der  Geraden  PPi,  P' P,',  P"  P,"  mit  der  Tripelkiirve; 
also  haben  wir  den  Satz: 

Schneidet  irgend  eine  Gerade  die  Tripelkiirve  in 
den  drei  Punkten  P P'  P"  und  eine  zweite  Gerade  in 
P,P,'P,",  so  treffen  die  drei  Geraden  P P, , P' P,',  P" P," 
die  T r i p e 1 k u r V e in  drei  neuen  Punkten  P^P-! P-2  > " 1 h e 
wiederum  auf  einer  Geraden  liegen.  (Die  Zuonlnung  ist 
dabei  ganz  willkührlicb  und  giebt  zu  weiteren  Beziehungen  Anlass.) 
Oder: 

Hat  man  irgend  zwei  Tripel  d er  Tripelkiirve 
und  0,0,' 0,"  (die  allemal  auf  einem  Kegelschnitt  liegen), 
so  treffen  die  drei  Verbindungslinien  OO-.p  0' 0\'p  O'Oi" 

Sclirülcr,  Tlicorie  il.  Kegclsdii). 
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die  Tripel  kurve  in  drei  neuen  IMinklcn,  die  nlleinal 
auf  einer  Geraden  liegen.  (Die  Zuordtning  ist  dabei  ganz 
gleichgfdtig.)  Da  die  drei  Punkte: 

P.  = [PP„  QQ,)  P.;  = Q'Q^')  P.;'  = {P"P/\  o"o;') 

auf  einer  Geraden  liegen,  so  müssen  ihre  konjugirten: 

02  = {po^>  OP,)  02  = {p' 0;,  'o'p,')  Q2  = {p"oc>  o"pn 

ein  Tripel  bilden,  also: 

Hat  man  irgend  ein  Tripel  OO'O'  der  Tripelkurve 
und  eine  beliebige  (ierade,  welche  derselben  in  den 
Punkten  P^P{  begegnet,  so  treffen  die  «Irei  Ver- 
bindungslinien ()  P, , 0' P,\  Q”  P{'  die  Tripelkurve  in 
drei  neuen  Punkten  0^',  welche  allemal  ein  Tri- 

pel der  Tripelkurve  bilden.  (Die  Zuordnung  ist  dabei  völ- 
lig indilTerent.) 

Aus  den  versebiedeuen  Zuordnungen,  welche  hierbei  möglirh 
sind,  werden  sich  neue  Beziehungen  ergeben,  deren  Aufsuchung 
hier  zu  weit  führen  würde.  Wir  bemerken  nur  noch,  dass  die 
vorige  Betrachtung  beiläufig  eine  Kigensrhaft  von  acht  Tangenten 
eines  Kegelschnitts  liefert;  der  polare  Nebensatz  lässt  sich  so 
ausspreeben: 

Hat  man  acht  beliebige  Punkte  eines  Kegeisebni Its 
und  theilt  dieselben  irgendwie  in  zwei  (•  nippen  von 
je  vier,  welche  in  beliehigcr  Weise  einander  zugenrd- 
n c t werden: 

a b c d und  «,  6,  c,  dj, 

bestimmt  mau  ferner  die  drei  Paar  Schnittpunkte: 

(«ö,  (i\b^)  =•  a:  [ac,  (i,c^  = y {ad,  a^d^)  = r 

{cd,  c^d^)  = § {bd,  öjr/,)  ==  rj  {bc,  b^c^)  = 

so  schneiden  sich  die  drei  Verbindungslinien  yy, 
in  einem  Punkte. 

Um  die  Totalität  sämmtlichcr  Kegelschnitte,  welche  in  einem 
Netze  enthalten  sind  und  sich  zu  Büscheln  ordnen,  in  anschau- 
licher Weise  zu  uberseben,  denken  wir  uns,  indem  wir  von  den 
drei  willkührlich  angenommenen  Kegelschnitten  ABC,  welche 
nicht  einem  Büschel  angehören,  ausgehen,  zunächst  ein  Büschel 
{B,  C)  aiis  den  beiden  Kegelschnitten  B und  C hergestcllt  und 
verfolgen  einen  veränderlichen  Kegelschnitt  51,  welcher  das  ganze 
Büschel  (/?,  C)  durchläuft;  der  ilrille  feste  Kegelschuitt  A uinl  der 
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verfindeiiiclie  ^ konslitiiireii  nun  ein  verändei  liclies  Büschel  51) 
und  alle  Kegid.sclinitte  dessellien  bilden  die  Gesamintlieit  der 
Kegelschnitte  des  Nct/es,  d.  h.  wenn  wir  an  Stelle  von  ABC 
drei  beliebige  andere  Kegelschnitte  des  ISetzes,  welche  nicht  dem- 
selben Büschel  angeboren,  in  der  angegebenen  Weise  zur  Bildung 
des  Netzes  verwenden , so  treten  keine  neuen  Kegelschnitte  jnehr 
auf,  sondern  nur  die  früheren,  aber  in  anderer  Anordnung 
zu  Büscheln  vereinigt.  Nehmen  wir  nämlich  zunächst  aus  dem 
Büschel  (G,  A)  einen  beliebigen  Kegelschnitt  53  und  bilden  das 
veränderliche  Büschel  (Z?,  53),  so  wird  jeder  Kegelschnitt  A'  des- 
selben gleichzeitig  in  einem  der  vorigen  Büschel  [A,  51)  enthalten 
sein  und  umgekehrt;  denn  weil  Z?  53  A'  einem  Büschel  angehoren 
und  C 33  A einem  andern , so  wird  nach  dem  oben  bewiesenen 
Satze  ein  Kegelschnitt  51  existiren  müssen,  welcher  gleichzeitig 
dem  Büschel  (Z?,  C)  und  dem  Büschel  [A,  X)  angehort,  oder  die 
Mittelpunkte  dieser  beiden  Büschel  müssen  auf  ein  und  deinsel- 
hen  Kegelschnitte  51  liegen ; folglich  gehört  A’  einem  Büschel 
{A,  51)  an,  bei  welchem  51  aus  dem  Büschel  {B,  C)  genommen 
ist;  also  jeder  Kegelschnitt  aus  dem  veränderlichen  Büschel  (Z?,  53) 
• ist  gleichzeitig  unter  den  aus  dem  veränderlichen  Büschel  (A,  51) 
hervorgehenden  Kegelschnitten  enthalten  und  umgekehrt.  Es 
gehen  daher  dieselben  Kegelschnitte  des  Netzes  hervor,  ob  wir 
{B,  (!)  und  A oder  {C,  A)  und  Z?  oder  endlich  auch  (A,  Z?)  und 
C in  der  angegebenen  Weise  zur  Bildung  des  Netzes  verwenden. 
Nehmen  wir  ferner  einen  beliebigen  Kegelschnitt  D aus  einem 
der  unendlich-vielen  Büschel  (A,  51)  heraus,  z.  B.  aus  dem  Büschel 
(A,  51,)),  so  liegen  einmal  Z>A  5fo  in  einem  Büschel,  zweitens 
^ 51  5lo  in  einem  Büschel,  folglich  haben  die  Büschel  (Z),  B)  und 
(A,  5f)  einen  Kegelschnitt  gemein;  dieser  bestimmt  mit  A das 
veränderliche  Büschel  (A,  51)  und  kann  also  jedesmal  auch  aus 
dem  Büschel  (Z?,  D)  genommen  werden,  d.  h.  verwenden  wir 
[B,  D)  und  A zur  Bildung  des  Netzes,  so  erhalten  wir  dieselben 
Kegelschnitte,  als  wenn  wir  {B,  C)  und  A in  gleicher  Weise  da- 
zu verwenden;  hieraus  folgt  weiter,  dass  auch  {B,  A)  und  I)  die- 
selben Kegelschnitte  des  Netzes  liefern,  folglich  auch  (B,  E)  und 
Z>  und  endlich  auch  (Z>,  E)  und  F,  wenn  BEF  irgend  drei  nicht 
demselben  Büschel  angehörige  Kegelschnitte  bezeichnen,  welche  aus 
der  Gesammtheit  (A,  51)  entnommen  .»«ind.  Aus  dem  Vorigen  er- 
gieht  sich  unmittelbar,  dass  durch  einen  wi  11k ühr lieh  an- 

B5=^ 
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genommenen  Punkt  p der  Ebene  nnendlicli-viele  Ke- 
gelschnitte des  Netzes  gehen,  welche  ein  Büsche! 
bilden,  denn  man  braucht  nur  durch  p den  einzigen  bestimm- 
ten Kegelschnitt  Slf,  zu  legen , welcher  dem  Büschel  {B,  C)  an- 
gehürt,  und  den  einzigen  bestimmten  Kegelschnitt  SSq,  welcher 
dem  Büschel  (C,  A)  angehört;  die  beiden  Kegelschnitte  5loS3o 
stimmen  ein  Büschel,  welches  sammtliche  Kegelschnitte  des  Netzes 
enthält,  die  durch  p gehen.  Bestimmen  wir  noch  den  Kegel- 
schnitt welcher  durch  p geht  und  dem  Büschel  {A,  B)  aiigc- 
hört,  so  gehört  er,  wie  wir  oben  gesehen  haben,  gleichzeitig 
dem  Büschel  (?lo,  ©q)  Ferner  folgt  hieraus,  dass  durch 
zwei  willkührlich  in  der  Ebene  angenommene  Punkte 
p und  p^  nur  ein  einziger  bestimmter  Kegelschnitt  des 
Netzes  hindurch  geht,  denn  es  giebt  in  dem  vorhin  bestimm- 
ten Büschel  (5(o,  53„)  nur  einen  einzigen  bestimmten  Kegelschnitt, 
welcher  durch  den  gegebenen  Punkt  p^  geht.  Das  Kegelschnitt- 
netz ist  also  ein  Gebilde  von  doppelter  Unendlichkeit,  weil  jeder 
Kegelschnitt  desselben  zwei  VVillkührlichkeiten  enthält. 

Die  vorige  Bemerkung  giebt  zugleich  Aufschluss  über  die 
besondere  Natur  der  in  einem  Netze  enthaltenen  Kegelschnitte. 
Es  giebt  nämlich  unen dlich- viele  gleichseitige  Hyperbeln 
in  dem  Netze,  welche  ein  besonderes  Büschel  des  Netzes  bilden; 
nehmen  wir  die  beiden  obigen  Punkte  p pi  im  Unendlichen  in 
zwei  zu  einander  rechtwinkligen  Bichtungen  an,  so  geht  durch 
sic  eine  bestimmte  gleichseitige  Hyperbel  des  Netzes;  nehmen 
wir  ein  zweites  Paar  unendlich  - entfernter  Punkte  p p^  in  zwei 
rechtwinkligen  Richtungen  an,  so  bestimmt  dasselbe  eine  zweite 
gleichseitige  Hyperbel;  diese  beiden  bestimmen  ein  ganzes  Büschel 
von  gleichseitigen  Hyperbeln  (§  38),  \yelche  dem  Netze  an- 
gehören; weiter  giebt  es  im  Allgemeinen  keine  gleichseitige 
Hyperbel  in  dem  Netze ; denn  käme  noch  eine  dritte  vor,  welche 
nicht  dem  vorigen  Büschel  angehörlc,  so  würde  sic  mit  jeder 
der  früheren  ein  neues  Büschel  von  lauter  gleichseitigen  Hyper- 
beln erzeugen  und  es  müssten  daher  alle  Kegelschnitte  des  Netzes 
gleichseitige  Hyperbeln  sein;  sind  daher  die  Kegelschnitte  A B 
welche  wir  als  gegeben  ansehen,  nicht  alle  drei  gleichseitige 
Hyperbeln,  so  giebt  es  in  dem  Netze  nur  ein  einziges  bestimm- 
tes Büschel  gleichseitiger  Hyperbeln;  wenn  aber  die  drei  gege- 
benen Kegelschnitte  ABC  selbst  gleichseitige  Hyperbeln  .sind,  so 


Das  Involutions-Netz  (Polarsystem).  § 62.  549 

besteht  das  Netz  aus  lauter  gleichseitigen  Hyperhein  und  hat  da- 
her einen  speciellen  Charakter.  Unter  den  Kegelschnitten  des 
Netzes  gieht  es  ferner  im  Allgemeinen  unendlich-viele  Parabeln; 
lassen  wir  nämlich  die  willkiihrlich  anzunehmenden  Punkte 
in  einen  Punkt  der  unendlich -entfernten  Geraden  (S*  zusam- 
nienfallen,  so  wird  der  durch  jene  bestimmte  Kegelschnitt  des 
Netzes  eine  Parabel,  weil  er  berührt.  Jeder  Punkt  von  (5)* 
ist  also  der  Mittelpunkt  einer  bestimmten  dem  Netze  angebörigen 
Parabel , welche  nach  dem  Obigen  leicht  herzustellen  ist.  Denken 
wir  uns  zwei  solche  Parabeln  des  Netzes  konstruirt,  deren  un- 
endlich-entfernte  Punkte  p,  7t  in  zwei  zu  einander  senkrechten 
Hiclitungen  liegen,  so  bestimmen  dieselben  ein  Büschel  des  Netzes, 
in  welchem  nothw endig  ein  Kreis  Vorkommen  muss,  oder  die 
vier  Schnittpunkte  dieser  beiden  Parabeln  liegen  auf  einem  Kreise 
(§  38);  dieses  ist  im  Allgemeinen  der  einzige  Kreis  unter 
den  Kegelschnitten  des  Netzes;  denn  konstruiren  wir  ein  anderes 
Paar  Parabeln,  deren  unendlich-entfernte  Punkte  p und  7t  eben- 
falls in  zwei  zu  einander  rechtwinkligen  Hichtungen  liegen,  so 
müssen  ihre  Schnittpunkte  auf  demselben  Kreise  liegen;  seien 
nämlich  P und  TI  die  beiden  ersten,  P'  und  II'  die  beiden  an- 
dern Parabeln,  so  können  wir  P /7  P'  für  die  drei  ursprünglichen 
das  Netz  erzeugenden  Kegelschnitte  ABC  setzen;  in  dem  Büschel 
(P,  II)  ist  der  Kreis  ^ enthalten;  ^ und  P'  bestimmen  ein 
zweites  Büschel  des  Netzes,  in  welchem  notliw endig  noch  eine 
Parabel  ausser  P'  enthalten  sein  muss,  welche  ihren  unendlich- 
entfernten  Punkt  in  einer  senkrechten  Richtung  zu  derjenigen 
des  unendlich-entfernten  Punktes  von  P'  hat;  ist  p'  der  letztere 
und  7t'  der  erstere,  so  gieht  es  durch  rc  nur  eine  einzige  Para- 
bel des  Netzes  II',  welche  die  eben  genannte  ist;  daher  haben 
auch  umgekehrt  die  beiden  Parabeln  P'  TI'  ihre  Schnittpunkte 
auf  dem  Kreise  ^ oder  Ä ist  gemeinschaftlich  den  beiden  Büscheln 
(P,  TI)  und  (P',  TI'),  Endlich  kommen  unter  den  Kegelschnitten 
des  Netzes  auch  Linien  paare  in  unendlicher  Menge  vor;  jedes 
Büschel  enthält  im  Allgemeinen  drei  Linienpaare,  von  denen  eines 
immer  reell  ist.  Der  von  allen  diesen  Geraden  umhüllte  Ort  ist 
eine  bestimmte  Kurve  dritter  Klasse  welche  mit  der 

Tripelkurve  in  innigem  Zusammenhänge  steht.  Da  nämlich  durch  ’ 
einen  beliebigen  Punkt  p der  Ebene  nur  einfach  iincndlicb- viele 
Kegelschnitte  des  Netzes  gehen,  welche  ein  Büschel  bilden  (‘’2ty33o)> 
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SO  gehen  durcli  den  Punkt  p iin  Allgemeinen  nur  drei  gerade 
Linien,  welche  Theile  von  Linienpaaren  sind,  die,  als  Kegel- 
schnitte betrachtet,  dem  Netze  angchören;  also  ist  der  Ort  von 
diesen  Geraden  eine  Kurve  dritter  Klasse  Vermöge  der 

obigen  Krzeugung  des  Netzes  können  wir  die  Kurve  in  der 
Weise  konstruiren,  dass  wir  einen  veränderlichen  Kegelschnitt  'il 
das  Büschel  [B,  C)  durchlaufen  lassen  und  für  die  beiden  Kegel- 
schnitte A und  ^ jedesmal  die  sechs  gemeinschaftlichen  Sekanten 
ermitteln,  welche  den  gesuchten  Ort  5?^^)  umhüllen. 

Dieses  Resultat  lässt  sich  in  Form  eines  Satzes  aussprechen, 
der  zu  vielen  interessanten  speciellcn  Fällen  Veranlassung  hielcl: 

Drei  h c 1 i e h i g e Kegelschnitte  y/ 7? 6’  h a b e n zu  zweien 
zusammengefasst  drei  Mal  je  sechs  gemeinschaftliche 
Sekanten;  diese  ac htzeh n G eraden  si nd  Tangenten  ein 
und  derselben  Kurve  dritter  Klasse. 

Zu  der  Tripelkurve  hat  die  gefundene  Kurve  eine  be- 
sondere leicht  erkennbare  Beziehung;  eine  gemeinschaftliche  Se- 
kante zweier  Kegelschnitte  des  Netzes  hat  nämlich  die  Eigenschaft, 
dass  die  beiden  Punktsysteme,  welche  ihr  in  Bezug  auf  beide  Kegel- 
schnitte zugehören,  identisch  sind  (§01);  nehmen  wir  nun  irgend 
einen  dritten  Kegelschnitt  des  Netzes,  welcher'  nicht  mit  den  bei- 
den vorigen  demselben  Büschel  angchört,  so  gehörl  in  Bezug  auf 
ihn  jener  Geraden  ein  zweites  PunkLsystem  zu  und  die  beiden 
auf  einander  liegenden  Punktsysteme  haben  im  Allgemeinen  ein 
gemeinschaftliches  Paar  konjugirter  Punkte  P,  0.  Da  dies  konju- 
girte  Punkte  für  drei  Kegelschnitte  des  Netzes  sind,  welche  nicht 
demselben  Büschel  angehören,  so  sind  es  konjugirte  Punkte  für 
sämmtliche  Kegelschnitte  des  Netzes,  also  ein  Paar  konjugirter 
Punkte  der  Tripelkurve;  eine  gemeinschaftliche  Sekante  zweier 
Kegelschnitte  dek  Netzes  ist  mithin  allemal  die  Verbindungslinie 
zweier  konjugirten  Punkte  P,  Q der  Tripelkurve  und  auch  umge- 
kehrt; denn  ziehen  wir  die  Verbindungslinie  irgend  eines  Paares 
konjugirter  Punkte  der  Tripelkurve  P,  Q und  nehmen  einen  be- 
liebigen Punkt  p derselben,  so  geht  durch  p ein  einziger  be- 
stimmter Kegelschnitt  51  aus  dem  Büschel  {/?,  C)  und  ein  einziger 
bestimmter  Kegelschnitt  53  aus  dem  Büschel  (C,  A]\  die  beiden 
* Kegelschnitte  23  und  5f  müssen  P Q ausser  in  p in  einem  und  dciii- 
selben  Punkte  n trell'en,  welcher  der  vierte  harmonische  dem  p 
zugeordnete  ist,  während  P und  Q die  beiden  andern  zugeordnclen 


Das  Involutions-Netz  (Polarsystem),  § 62, 


551 


INiiiklc  sind;  folglich  ist  PQ  eine  gemeinscIiarUichc  Sekante  der 
beiden  Kegelsclniitte  51  und  23  des  Netzes.  Wir  haben  also  fol- 
genden Satz: 

Die  Verbindungslinien  sämnitlicher  Paare  konju- 
girter  Punkte  der  Tripelkurve:  PQ  umhüllen  eine 
Kurve  dritter  Klasse,  welche  identisch  ist  mit  derje- 
nigen, die  von  s ä m m 1 1 i c h e n L i n i e n p a a r c n , welche  un- 
ter den  Kegelschniten  des  Netzes  auftreten,  berührt 
wird. 

Die  Verbindungslinie  PQ  zweier  konjugirter  Punkte  der  Tri- 
pelkurve schneidet  im  Allgemeinen  jeden  Kegelschnitt  des  Netzes 
in  zwei  Punkten,  welche  harmonisch  liegen  mit  P,  Q und  zuge- 
ordnet sind,  also  immer  in  Punktenpaaren  ein  und  desselben 
Punktsystems,  dessen  Asymptotenpunkle  P,  Q sind.  Wir  können 
daher  folgenden  Satz  aussprechen: 

Eine  Gerade  von  solcher  Deschaffen h eit,  dass  sic 
d j* e i beliebig  in  der  Ebene  gegebene  Kegelschnitte 
A BC  in  drei  Punk lenpaar en  eines  Punktsystems  (sechs 
Punkten  einer  Involution)  trifft,  umhüllt  eine  Kurve 
dritter  Klasse  welche  zugleich  die  achtzehn  ge- 
meinschaftlichen Sekanten  je  zweier  der  gegebenen 
drei  Kegelschnitte  berührt.  Die  Asymptotenpunkle 
der  Punktsysteme  auf  allen  solchen  Geraden  liegen 
auf  einer  Kurve  dritten  Grades  (der  Tripelkurve  von  den 
drei  Kegelschnitten  ABC).  Es  ist  leicht,  den  Berührungspunkt  einer 
Geraden  PQ  mit  der  von  ihr  eiugehülltcn  Kurve  zu  ermitteln; 
denken  wir  uns  ein  der  Tripelkurve  ein  beschriebenes  vollständiges 
Vierseit,  wie  es  früher  in  Betracht  gezogen  ist:  PQP'Q' P" Q", 
dessen  drei  Paar  Gegenecken  aus  drei  Paaren  konjugirter  Punkte 
der  Tripelkurve  bestehen,  in  der  Weise  verändert,  dass  wir  ein 
Paar  PQ  festhalten  und  das  zweite  Paar  P' Q'  ihm  allmählich 
nähern,  indem  wir  zuletzt  P'  mit  P und  also  auch  Q'  mit  Q Zu- 
sammenfällen lassen,  dann  geht  P"  in  den  Schnittpunkt  der  bei- 
den Tangenten  an  der  Tripelkurve  in  P und  Q,  und  Q"  also  in 
den  dritten  Schnittpunkt  der  Verbindungslinie  PiP  mit  der  Tripcl- 
kurve  über;  cs  ist  aber  Q"  = [PQ',  P'Q);  um  nun  den  Schnitt- 
punkt [PQ,  P'Q  ) für  den  Grenzfall  des  Zusammenfailens  von 
J\  Q mit  P'Q'  zu  ermitteln,  haben  wir  nur  die  harmonische 
Eigenschaft  des  vollständigen  Vierecks  zu  berücksichtigen,  um  zu 


552 


Viertor  Absclmitt. 


erkennen,  dass  der  gesuclite  Berührungspunkt  der  vierte  harmo- 
nische, dem  dritten  Schnittpunkt  Q"  zugeordnete  Punkt  sein  wird; 
also:  Die  veränderliche  Verbindungslinie  PQ  zweier 

konjugirter  Punkte  der  Tripelkurve  berührt  die  von 
ihr  eingehüllte  Kurve  dritter  Klasse  in  dem  vierten 
harmonischen  Punkt,  welcher  dem  dritten  Schnitt- 
punkt von  PQ  mit  der  Tripelkiirve  zugeordnet  ist, 
während  P und  Q das  andere  Paar  zugeordnet-harmo- 
nischer  Punkte  sind. 

Hieraus  folgt,  dass  die  Tripelk  urve  C^^Mind  die  Kurve 

sich  in  denjenigen  Punkten,  in  welchen  sie  sich 
treffen,  auch  b e r ü h r e n , d.  h.  d i e s e 1 h e T a n g e n t e h a b c n , 
oder  anders  ausgedrückt,  dass  die  sämmllichen  Schnittpunkte  bei- 
der Kurven  paarweise  zusainmenfallcn.  Denn  sei  Q ein  gemein- 
schaftlicher Punkt  der  beiden  Kurven  und  und  denken 
wir  uns  die  Tangente  in  Q an  der  Kurve  gezogen,  so  muss 
von  ihren  beiden  übrigen  Schnittpunkten  mit  der  Tripelkurve, 
die  P und  P'  heissen  mögen,  einer  der  konjugirte  Punkt  P zw  Q 
sein,  weil  der  von  sämmtlichen  Verbindungslinien  PQ  um- 
hüllte Ort  ist,  und  der  andere  P'  mit  Q zusamtnenfallen,  weil  Q 
der  Berührungspunkt  mit  ist,  also  der  vierte  harmonische 
Punkt  zu  PQP';  da  nun  dieser  mit  Q zusammenfällt,  so  muss 
auch  P'  in  Q hineinfallen  (§  8);  der  übrigens  noch  denkbare 
Fall,  dass  P und  P'  konjugirte  Punkte  der  Tripelkurve  sein 
könnten,  zeigt  sich  als  unzulässig;  denn  da  Q der  Berührungs- 
punkt mit  ist,  so  müsste  sein  zugeordneter  vierter'  harmoni- 
scher Punkt  zu  PP'  der  dritte  Schnittpunkt  mit  der  Tripelkurve 
sein,  also  wiederum  Q;  wenn  aber  von  vier  harmonischen  Punk- 
ten zwei  zugeordnete  zusammenfallen,  so  muss  auch  von  dem 
andern  Paare  zugeordnetcr  Punkte  einer  hineinfallen;  fiele  der 
vierte  harmonische  Punkt  aber  nicht  auf  Q,  so  hätte  die  Gerade 
vier  Schnittpunkte  mit  der  Tripelkurve,  was  unmöglich  ist;  folg- 
lich muss  P oder  P'  mit  Q zusammenfallen,  wie  oben  behauptet 
ist.  Ein  solcher  Schnittj)unkt  Qq  der  beiden  Kurven  und 
besitzt  also  die  Eigenthümlichkeit,  dass  die  Tangente  in  ihm  für 
beide  Kurven  dieselbe  ist;  diese  Tangente  schneidet  die  Tripel- 
knrve  zum  dritten  Mal  in  dem  Punkte  Pq,  welcher  der  kon- 
jugirte zu  Qff  ist.  Nun  ist  früher  bewiesen  worden,  dass  die 
Tangente  in  Pq^  die  Tripelkurve  zum  dritten  Male  in  dem- 
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jenigen  Punkte  schneidet,  der  konjugirt  ist  zum  dritten  Schnitt- 
punkte von  Pq  Qq  mit  ; da  dieser  aber  ()„  seihst  ist,  so  ist 
sein  konjugirter  wieder  Pq,  d.  h.  die  Tangente  in  schneidet 
die  Tripelkurve  (7^^)  in  drei  zusammenfallenden  Punkten^  sie 
heisst  eine  Wendetangente  und  ihr  Berührungspunkt  Pq  ein 
Wendepunkt  der  Tripelkurve.  Die  weitere  Ausführung  dieser 
Betrachtung  giebt  die  Anzahl  und  gegenseitige  Lage  der  Wende- 
punkte einer  Kurve  dritten  Grades  Auch  für  die  Kurve 
dritter  Klasse  haben  die  gemeinschaftlichen  Punkte  Qo  'on 
und  in  welchen  diese  Kurven  sich  zugleich  berühren, 
eine  eigenthümlichc  Bedeutung.  * Im  Allgemeinen  giebt  es  näm- 
lich von  einem  beliebigen  Punkte  aus  drei  Tangenten  an  die 
Kurve  dritter  Klasse  liegt  der  angenommene  Punkt  auf  der 
Kurve  selbst,  so  fallen  zwei  durch  ihn  gehende  Ta’ngenten 
in  die  eine  zusammen,  welche  in  dem  angenommenen  Punkte 
selbst  berührt,  und  es  bleibt  noch  eine  dritte  Tangente  übrig, 
welche  im  Allgemeinen  von  diesen  beiden  zusammcnfallenden  ver- 
schieden ist.  Ist  aber  insbesondere  der  angenommene  Ihinkt  ein 
Schnittpunkt  der  Kurve  mit  so  muss  auch  die  dritte 
Tangente  mit  den  beiden  erstem  zusammenfallcn.  Dies  können 
wir  auf  folgende  Art  erkennen;  Irgend  zwei  Paare  konjugirter 
Punkte  der  Tripelkurve  P,  Q und  P'  Q'  bestimmen,  wie  wir  wis- 
sen, ein  drittes  Paar  {PP\  QQ')  =:  P ' und  [PQ'»  QP')  ==  Q" 
und  das  vollständige  Vierseit,  dessen  drei  Paar  Gegenecken  PQ, 
P Q,  P Q ' drei  Paare  konjugirter  Punkte  der  Tripelkurve  sind, 
hat  zu  seinen  drei  Diagonalen  PQ,  P Q',  P"  Q"  drei  Tangenten 
der  Kurve  denken  wir  uns  nun  den  Wendepunkt  Pq  als 

drei  unendlich- nahe  Punkte  PP'  P",  deren  Verbindungslinie  die 
Wendetangente  in  Pq  ist,  so  fallen  QQ'  Q"  in  C>o  zusammen  (ohne 
indessen  in  gerader  Linie  zu  liegen,  da  nur  immer  zwei  Q mit 
dem  dritten  P in  einer  Geraden  liegen);  von  dem  vollständigen 
Vierseit  wird  also  eine  Seite  die  Wendetangente  in  T’,,  und  die 
drei  andern  fallen  auf zusammen ; die  drei  Diagonalen  fallen 
folglich  auch  auf  diese  Gerade  und  der  Punkt  Qq  ist  also  ein 
solcher  ausgezeichneter  Punkt  der  Kurve  dass  durch  ihn 

drei  zusammenfallende  Tangenten  (()yPo)  derselben  gehen;  er 
heisst  ein  Bück  kehrpunkt  und  die  Tangente  in  ihm  eine 
Bückkehrtangen te  der  Kurve  dritter  Klasse  Die  Schnitt- 
punkte der  beiden  Kurven  und  sind  also  für  die  letztere 
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zugleich  Hückkchrpunkle;  in  ihnen  berühren  sich  die  beiden 
Kurven  und  die  Tangenten  in  diesen  Punkten  gehen  durcli  die 
Wendepunkte  von 

»Wir  brechen  hier  die  allgenieine  Betrachtung  des  Kegel- 
schnittnetzes ab,  da  eine  weitere  Ausführung  die  dem  Buche 
gesteckten  Grenzen  überschreiten  und  zu  einer  Theorie  der  Kur- 
ven dritten  Grades  führen  würde,  in  Bezug  auf  welche  wir  auf 
L.  Grcinona’s  Introduzione  ad  una  teoria  geometrica  delle  curve 
piane,  Bologna  18G2,  verweisen,  wo  auch  die  den  Gegenstand  he- 
trelTende  Literatur  in  vollständigster  Weise  angeführt  ist.  Wir 
wollen  nur  noch  auf  einen  besonderen  Fall  des  Kegelschnittnelzes 
hinweisen,  welcher  zu  vielen  Beziehungen  zwischen  Kegelschnitten 
und,  noch  weiter  specialisirt,  zu  bekannten  Resultaten  aus  der 
Kreisth'feorie  führt.  Wenn  nämlich  die  drei  zur  Bestimmung  des 
Netzes  erforderlichen  Kegel.schnille  ABC  die  besondere  Lage 
haben,  dass  zwei  (reelle  oder  imaginäre)  Punkte  ihnen  gemein- 
schaftlich sind,  d.  h.  eine  gemeinschaftliche  Sekante  aller  drei 
Kegelschnitte  exislirt,  dann  muss  die  Tripelkurve  zerfallen  in 
«licse  Gerade  und  einen  Kegelschnitt;  denn  da  der  gemeinschaft- 
lichen Sekante  dasselbe  Piinktsvstem  rücksichtlich  aller  drei  Ke- 
gelschnitte  zugehört,  so  ist  jedes  Paar  konjugirter  Punkte  dessel- 
ben ein  Paar  konjugirter  Punkte  P,  (J  der  Tripelkurve;  dieser 
gehört  also  die  ganze  Gerade  an  und  der  übrige  Theil  kann  nur 
noch  ein  Kegelschnitt  sein;  letzterer  geht  auch  durch  die  beiden 
gemeinschaftlichen  Punkte  <ler  drei  Kegelschnitte  A B C oder  hat 
dasselbe  Punktsystem  auf  der  gemeinschaftlichen  Sekante  von  ABC 
zu  seinem  zugehörigen,  weil  die  .\sym])(otenpunkte  desselben  als 
ein  besonderes  zusammenfallendes  I*aar  konjugirter  Punkte  P,  Q 
der  Tripelkurve  anzusehen,  also  die  beiden  Doppelpunkte  dersel- 
ben sind.  Jeder  dieser  Punkte  ist  zugleich  als  ein  Theil  der 
Kurve  dritter  Klasse  anzusehen,  welche  von  allen  Verhin- 
dungsstrahlen  PQ  umhilllt  wird.  Die.se  Kurve  zerfällt  daher  in 
drei  Punkte;  der  dritte  Punkt  ist  der  gemeinschaftliche  Schnitt- 
punkt derjenigen  drei  gemeinschaftlichen  Sekanten  der  Kegcl- 
schnittpaare  B^  C;  C\  A\  A,  B,  welche  den  übrigen  Theil  <les 
Linienpaares  im  Büschel  bilden,  zu  dem  die  eine  gemeinschaft- 
liche Sekante  aller  drei  Kegelschnitte  A B C gehört  (§  39).  Die 
Verbindungslinien  aller  Paare  konjugirter  Punkte  P Q auf  dem 
Kegelschnitt,  welcher  von  der  Tripelkurve  übrig  bleibt,  laufen 
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daher  sämintlicli  durch  einen  Punkl.  >Vir  können  also  rollenden 
Salz  aussprechen: 

Wenn  drei  Kegelschnitte  ABC  eine  (reelle  oder 
ideelle)  gemeinschart  liehe  Sekante  s haben,  so  haben 
je  zwei  derselben  B und  C,  C und  A,  A und  B noch 
eine  gemeinschaftliche  Sekante  t t' t",  den  übrigen 
'r Ihm  1 des  L i n i e ii p a a r e s , welches  in  je  einem  der  drei 
Hüschel  [B,  C)  [C,  A)  {A,  B)  vor  kommt  und  von  welchem 
s ein  Theil  ist.  Die  drei  Geraden  t t'  t"  schneiden  sich 
in  einem  l'unkte  0.  Von  den  drei  gemeinschaftlichen 
Tripeln  der  drei  Büschel  liegen  drei  Eckpunkte  auf 
s,  die  sechs  übrigen  auf  einem  Kegelschnitt  wel- 
cher die  Eigenschaft  besitzt,  dass  von  jedem  Punkte 
P desselben  die  drei  Polaren  in  Bezug  auf  ABC  sich 
wieder  in  einem  Punkte  Q desselben  Kegelschnitts 
treffen;  die  Verbindungslinie  P Q läuft  durch  den 
festen  Punkt  0,  der  zugleich  der  Pol  der  Geraden  s in 
Bezug  auf  den  Kegelschnitt  ^ ist. 

Zu  ganz  bekannten  Hesultaten  werden  wir  geführt  durch 
weitere  Specialisiriing  der  allgemeinen  Betrachtung;  nehmen  wir 
nämlich  insbesondere  für  die  drei  beliebig  zu  wählenden  Kegel- 
schnitte A B C drei  Kreise  an,  so  haben  dieselben  die  unendlich- 
entfernte  Gerade  zu  einer  gemeinschaftlichen  (ideellen)  Sekante  s\ 
der  l*unkt  0 wird  der  Punkt  der  gleichen  Potenzen  der  <lrei 
Kreise  A B C , der  Kegelschnitt  ^ der  die  drei  angenommenen 
Kreise  rechtwinklig  schneidende  Kreis  und  0 sein  Mittelpunkt. 
Das  Kegelschnittnetz  besieht  in  diesem  Falle  aus  lauter  Kreisen, 
was  mit  dem  oben  gefundenen  Kesultat.  dass  in  dem  allgemeinen 
Kegelschnittnelz  nur  ein  Kreis  vorkommt,  in  keinem  Widerspruch 
steht. 

Die  Durchführung  der  polar  gegenüberstehenden  Belrachlung, 
welche,  gleichfalls  von  drei  beliebigen  Kegelschnitten  A B C aus- 
gehend, die  drei  Schaaren  {B^  C)  (C,A)  [A,  B)  und  die  durch 
sie  bestimmte  Tripelkiirve  dritter  Klasse  ins  Auge  fasst,  darf  den» 
Leser  überlassen  bleiben,  da  sie  in  allen  wesentlichen  Punkten 
der  in  diesem  Paragraphen  durchgeführlen  Untersuchung  nachge- 
bildet werden  kann. 
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Kin  Kcgclscliiiilt  ist  vollständig  und  eindeutig  bcslininit,  so- 
l)(dd  man  von  ihm  den  Mittelpunkt  m und  ein  Tripel  konjugirter 
rnnkte  xy  z kennt  (§  45),  oder  allgemeiner:  ein  Involutions-Netz 
ist  vollständig  bestimmt  durch  ein  Tripel  konjugirter  Punkte  und 
ein  Paar  von  Pol  und  Polare  (§  57);  wühlt  man  für  das  letztere 
die  unendlich -enlfernte  Gerade  und  den  Mittelpunkt  m,  so 
lässt  sich  leicht  das  demselben  zugehörige  Slrahlsystein  (das  System 
der  konjugirten  Durchmesser)  und  das  Axenpaar  ermilleln  mit  den 
ihm  zugehörigen  Punktsystemen,  llezcicimen  Pa  und  die  Po- 
tenzen der  auf  den  beiden  Axen  des  Netzes  (oder  Kegelschnitts) 
hefindliclien,  demselben  zugehörigen  Punktsysteme  (d.  h.  für  den 
Fall  der  Ellipse  die  Quadrate  der  Ilalhaxen  derselben),  so  haben 
wir  in  § 34  für  die  Verbindungen  [P„  -f  P^)  und  P«  . P^  fol- 
gende Ausdrücke  gefunden: 

(1.)  Pa  + P^  = P«. 

WO  P^  bedeutet  die  Potenz  des  Mittelpunktes  m in  Bezug  auf 
den  dem  Tripeldreieck  xyz  umschriebenen  Kreis,  und 

l2.)  Pa  . Pf,  = 2 . v^p>,p^r, 

wo  ;>j  bedeuten  die  I*erpendikel,  welche  vom  Mittelpunkte  m 
' auf  die  Seilen  des  Tripeldreiecks  xyz  herabgelassen  werden  und 
r den  Radius  des  dem  Dreieck  xyz  umschriebenen  Kreises. 

Aehnliche  Ausdrücke  lassen  sich  für  diese  Verbindungen  er- 
mitteln, sobald  der  Kegelschnitt  oder  das  Netz  durch  andere  Be- 
stimniungsstücke  gegeben  i.st;  wir  haben  in  §§  33  und  58  irgend 
ein  Paar  konjugirter  Durchmesser  mit  den  auf  ihnen  benndlicben 
Punktsystemen  zur  Bestimmung  angenommen  und  daraus  die  be- 
kannten Beziehungen  zwischen  den  konjugirten  Durchmessern  ab- 
geleitet. Andere  Bestimmungsarten  von  besonderem  Interesse  sind 
die  beiden  folgenden: 
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1)  Der  Mittelpunkt  eines  Kegelsclinilts  und  drei  Tangenten, 
2)  der  Mittelpunkt  und  drei  beliebige  Punkte  desselben  sind  zur 
Restimmung  gegeben. 

In  diesen  beiden  Fallen  bat  Steiner  für  die  Verbindung 
Pa  . Pb  interessante  Ausdrücke  angegeben*),  und  Fan  re  für  die 
Verbindung  Pa  + Pu**),  ohne  dass  dieselben,  soviel  mir  bekannt 
ist,  auf  synthetischem  Wege  bewiesen  worden  sind.  Es  scheint 
daher  nicht  unangemessen,  eine  einfache  Ableitung  jener  Ausdrücke 
hier  nachträglich  mitzutheilen,  wie  sic  aus  den  in  dem  Ruche 
dargelegtcn  Retrachtungen  sich  ergiebl. 

1)  Wenn  man  von  einem  Kegelschnitte  den  Mittelpunkt  m 
und  drei  Tangenten,  welche  ein  Dreieck  abc  bilden,  kennt,  so 
kann  jede  beliebige  durch  m gezogene  Gerade  9)1  als  die  Mittel- 
punktslinie einer  Kegelschnittschaar  von  vier  Tangenten  betrach- 
tet werden,  deren  drei  die  Seiten  des  Dreiecks  abc  sind;  dieser 
Schaar  gehört  offenbar  aueb  der  gesuchte  Kegelscbnitt  an  und 
die  vierte  gemeinschaflliche  Tangente  der  Schaar  wird  nach  § 44 
so  gefunden:  Die  Mitten  der  Dreieckssciten  bc,  ca,  ab  seien 


(Fig.  101.) 


«,  c, ; die  Seiten  dieses  neuen  Dreiecks  «j  />,  c,  treffen  9)1  in 
den  Punkten  zieht  man  m^a,  m.,b,  m.^c  und  macht 

Wj  a = « »ij ; = bm.^',  m.^y  = c m.^,  .so  liegen  die  drei 

Punkte  ctßy  auf  einer  Geraden,  welche  die  gesuchte  vierte  Taii- 


'*)  4.  Steiner:  „Teoremi  rclativi  alle  coniche  inscritto  c circo- 
scritte,“  Crelle’s  Journal  für  Matliematik,  H<1.  XXX,  Seite  97. 

**)  Nouvelles  Annales  de  mntlufmaticjues  p.  M.  Ter«[ucm  et  M. 
Gerono,  tome  XX,  pag.  50. 
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gente  der  Schaar  ist.  Die  drei  Geraden  wi,  a,  m.,h,  m^c  sind 
die  Diagonalen  des  von  den  vier  gemeinschaftlichen  Tangenten 
der  Schaar  gehildeten  vollst«indigen  Vierseits  und  schneiden  sich 
in  den  Punkten  xyz,  die  ein  Tripel  konjugirter  Punkte  für 
sammtliche  Kegelschnitte  der  Schaar  bilden.  Beschreiben  wir 
um  das  Dreieck  xyz  einen  Kreis,  so  ist  die  Potenz  des  gege- 
benen Mittelpunktes  m in  Bezug  auf  diesen  Kreis  nach  dem 
Früheren  gleich  Pa  + Pb>  Sei  0 der  Mittelpunkt  dieses  um 
X y z beschriebenen  Kreises  und  aus  0 ein  Perpendikel  auf  die 
Gerade  ü)?  herabgelassen,  welches  in  s treffen  möge,  so  enthält 
dies  Perpendikel  uothwendig  den  Höhenpuukt  H des  Dreiecks  abc 
{%  44)  und  es  ist: 

s 0'^  — sH  ^ = m 0'^  — in  H ’ — in  | 
ferner,  wenn  wir  mit  R den  Radius  des  «lern  Dreieck  xyz  um- 
heschriehenen  Kreises  hezeichneii: 

w,  y . ;/ij  z = wij  — /?', 

und  da  y und  z harmoni.sch • zugeordnele  Punkte  sind  mit  aa, 
deren  Milte  m,  ist,  so  folgt: 

Ulf  y . mfZ  = //ij«'*'  = ;/i,  0'^  — 7?*; 
wir  erhalten  also: 

m 0'^  — 7?'^  = m wi,  rr  — 7/ij  H~. 

Denken  wir  uns  die  llrdie  Ha  gezogen,  welche  die  gegen- 
überliegende Seite  bc  in  a treffen  mag,  so  ist  a ein  Punkt  im 
Kreise,  der  über  aa  als  Durchmes.ser  beschrieheu  werden  kann, 
folglich : 

Ha  . 7/a  = — m,  a^ 

und  hiernach 

inO'  — R'^  = mH'  — Ha  . 77a; 

m(P  — 7?*  ist  aber  die  Potenz  des  Punktes  in  in  Bezug  auf  den 
dem  Dreieck  xyz  umschriebenen  Kreis,  also  nach  dem  Obigen: 

P„  -f-  Pf,  ==  mH'  - Ha  . 7/a, 

und  der  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  drückt  nichts  anderes 
aus,  als  die  Potenz  des  Punktes  m in  Bezug  auf  einen  neuen 
Kreis,  der  den  Punkt  H zum  Mittelpunkt  und  das  Dreieck  abc 
zum  Tripeldreieck  hat;  dieser  Kreis  ^ ist  nur  reell,  Wenn  <ler 
Punkt  //  ausserhalb  des  Dreieck.s  abc  liegt,  d.  h.  das  Dreieck 
selbst  ein  stumpfwinkliges  ist;  der  imaginäre  Kreis  kann  aber 
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durch  das  ihm  zugehörige  reelle  luvolutions-Netz  vertreten  wer- 
den, das  Quadrat  des  Radius  durch  das  1‘rodukt  Ha  . //a,  wel- 
ches in  dem  nicht  reellen  Falle  negativ  wird,  weil  a und  a auf 
entgegengesetzten  Seiten  von  H liegen.  Unter  dieser  Modifikation 
können  wir  allgemein  den  Satz  aussprechen: 

(I.)  P,  + P,  = 

Wird  einem  helichigen  Dreiseit  ein  Kegelschnitt 
einbeschrieben,  so  ist  die  Summe  der  Potenzen  der 
auf  seinen  Axen  befindlichen  zugehörigen  Punkt- 
systeme (ev.  die  Summe  der  Quadrate  der  Halbaxen) 
gleich  der  Potenz  des  Mittelpunktes  vom  Kegelschnitt 
in  Bezug  auf  denjenigen  Kreis,  welcher  den  Höhen- 
punkt des  gegebenen  D r e i s c i t s zu  seinem  Mittelpunkt 
und  die  Fcken  desselben  zu  einem  Tripel  konjugirter 
Punkte  hat. 

Um  einen  Ausdruck  für  die  zweite  Verbindung  P„  . Pf.  zu 
erhallen,  scheint  es  einfacher,  durch  m eine  besondere  länie 
zu  legen,  die  durch  die  Mitte  der  Seile  bc  des  gegebenen 
Hreiecks  hindurchgehl;  IrilTt  m«,  die  Verhindungsllnie  ö,  c,  in  s 
und  (IS  die  Seite  bc  in  /,  so  ist  / der  Berrihrungspunkt  des  Ke- 
gelschnitts mit  <ler  Seite  bc,  was  sich  auch  leicht  a posteriori 
nachweisen  lasst.  Da  nrimlich  7/1  der  Mittelpunkt  und  a b eine 


Tangente  des  Kegelschnitts  ist,  so  erhalten  wir  die  mit  ihr 
parallele  Tangente,  indem  wir  eine  von  m eheii.so  weit  wie  u h 
nach  entgegengesetzter  Seile  liegende  Parallele  ziehen;  diese 
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möge  he  in  b Ireflen;  ebenso  erbalten  wir  die  parallele  Tangente 
zu  oc,  indem  wir  eine  von  m ebenso  weit  wie  ac  abstehende 
nach  entgegengesetzter  Seite  bin  liegende  Parallele  ziehen,  die 
he  in  c treffen  möge.  Sämmtlicbe  Paare  paralleler  Tangenten 
(reffen  nun  die  feste  Tangente  bc  in  Punktenpaaren  eines  Punkt- 
systems (§  31),  dessen  .Mittelpunkt  der  Berührungspunkt  von  bc 
mit  dem  Kegelschnitt  ist;  um'  ihn  zu  finden,  ziehen  wir  durch 
m Parallele  zu  jenen  beiden  Tangenten,  oder  m Cj  parallel  zu 
und  m bj  parallel  zu  , so  dass  c,  die  Mitte  von  ab  und 
b,  die  Mitte  von  ac  wird  und  b|  c,  mit  ö,  auf  derselben  Ge- 
raden liegen;  dann  ist  wegen  der  Parallelität: 

S S «1  8 Cj 

Ä Cj  .V  m s bl  * 

folglich 

5 öj  . 5 b]  = 5 C,  . .V  c, ; 

es  sind  also  ö,  b,  und  c,  Cj  zwei  Punktenpaare  eines  Punktsystems, 
des.sen  Mittelpunkt  s ist  und  ebenso  wegen  der  Parallelität,  weil: 

b/  = 2c,  s;  c/  = 2Öj5;  c/  = 2bj5;  b t = 2 c^s 

tb  . th  ==  t c . i c, 

d.  h.  t der  Mittelpunkt  eines  Punktsystems,  dessen  zwei  Punkten- 
paare  b b und  c c sind , also  i der  Berührungspunkt  der  Tangente 
bc  mit  dem  Kegelschnitt.  Die  Potenz  dieses  Punktsystems  auf 
der  Tangente,  welches  von  sämmtlichen  Paaren  paralleler  Tan- 
genten ausgeschnitten  wird,  ist  gleich  aber  entgegengesetzt  der 
Potenz  desjenigen  Punktsystems,  welches  dem  durch  m parallel 
zur  Tangente  gezogenen  Durchmesser  in  Bezug  auf  den  Kegel- 
schnitt zugehört;  dieser  Durchmesser  ist  der  konjugirte  Durch- 
messer zu  m/;  wir  haben  also  die  Potenzen  der  Punktsysteme 
auf  zwei  konjugirten  Durchmessern: 

= (m  i)' ; = b t . ih  = c t . t c. 

Bezeichnen  wir  den  Winkel  zwischen  diesen  beiden  konju- 
girten Durchmessern  mit  q>,  so  ist  bekanntlich: 

/>«  . 7>^  . sin2  (p  = P„  . Pt^  (§  58.) 

Bezeichnen  wir  nun  die  Perjiendikel,  welcl^p  auf  die  Dreiecks- 
seiten ö,  c, , c,  a,,  a,  öj  von  m aus  herabgelassen  werden,  durch 
P\  liefert  die  Parallelität  folgende  einfache  Beziehungen; 

m l'  . sin-  (p  = 


I 
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sei  noch  das  Perpendikel  von  s auf  wi  b,  durch  ^ 

auf  mc,  durch  bezeichnet,  so  haben  wir: 


also 

Da  ferner 
so  folgt: 


z=  ^ ^ und  m Ci  . p3  = Cji’  . , 

b*  Ps  ‘ ‘ * 


ff,  in 
ms 


m r . sin*  (p  = p^  p.,  p.^ 


Pt 


m c,  _ 
c,  s . p4 


m b,  ff»  Cj 

sc,  .sine,  ff,  c, 


9 • 9 ^ J t 

m . sm'  <p  = p,p.,p,.  ~ ■ - -r- 

und  mit  Berücksichtigung  der  oben  gefundenen  Beziehung: 


z=  6 / . /b,  = 4 . c, 5 , sc,;  An  = 

A,  . sin^  qp  = A . A = 4 

Das  Verhältniss  drückt  bekanntlich  den  Durchmesser 

sin  c, 

des  dem  Dreieck  a,  b^  c,  umschriebenen  Kreises  oder  den  Badius 
r des  dem  gegebenen  Dreieck  abc  umschriebenen  Kreises  aus, 
so  dass  folgt: 


{II.)  Pa  . Pb  — ^ ' P\P2P.i  • '** 

Wird  einem  beliebigen  Dreiseit  ein  Kegelschnitt 
ein  beschrieben,  so  ist  das  Produkt  der  Potenzen  der 
auf  seinen  Axen  befindlichen  zugehörigen  Punkt- 
systeme (ev.  das  Produkt  der  Quadrate  der  Halbaxen) 
gleich  dem  vierfachen  FM  odukt  der  aus  seinem  Mittel- 
punkte auf  die  Seiten  desjenigen  Dreiseits  herabge- 
lassenen Perpendikel,  welclies  die  Mitten  der  Seiten 
des  gegebenen  verbindet,  multiplicirt  mit  dem  Radius 
des  dem  gegebenen  Dreiseit  umschriebenen  Kreises. 

2)  Wenn  man  von  einem  Kegelschnitte  den  Mittelpunkt  m 
und  drei  beliebige  Punkte  abc  kennt,  so  findet  man  ein  Paar 
konjugirter  Durchmesser,  indem  man  (Fig.  103)  durch  Tn  eine 
Parallele  m bc  und  die  Verbindungslinie  von  m mit  der  Mitte  «, 
der  Seite  b c zieht ; die  diesen  beiden  konjugirten  Durchmessern 
zugehörigen  Punktsysteme  kann  man  auf  folgende  .4rt  finden: 

Die  Rerade  m «,  treffe  a c und  a b resp.  in  y und  und 
eine  durch  a zu  bc  parallel  gezogene  Gerade  treffe  ma,  in  m; 
macht  man  mrf  = am,  so  gehört  offenbar  d dem  Kegelschnitt 

Sclirölcr,  Theorie  d.  Keg'cischn.  36 


562 


Anhang. 


an  und  das  demselben  einbescbriebene  Viereck  a h c d bat  zu  sei- 
nem Diagonaldreieck  das  von  den  Dunklen  y ij  und  dem  nneiid- 
lich-enlfernlen  auf  bc  gebildete,  ^eil  olfenbar  ydb  und  ri  d c in 

(Fig.  103.) 


je  einer  Geraden  liegen;  folglich  sind  y?/  ein  Paar  konjugirter 
Punkte  auf  dem  Durcbmesser  ;/<«,  und 

rny  . mr\  = 

Treffe  ferner  der  «lurcb  m zu  bc  parallel  gezogene  Durchmesser 
ab  in  X,  und  sei  auf  ab  der  vierte  barmoniscbe  dem  x zuge- 
ordnete Punkt  o:, , während  a und  b das  andere  Paar  zugeord- 
neter IMinkle  sind;  treffe  endlich  die  durch  .r,  zu  m«,  parallel 
gezogene  Gerade  mx  in  so  ist  x'^  ein  Paar  konjugirter  Punkte 
auf  dem  Durchmesser,  welcher  zu  wi«j  koujugirl  ist,  also: 

mx  , = /A>j. 

Der  Punkt  ^ lässt  sich  noch  auf  eine  etwas  kürzere  .Vrl 
ermitteln;  da  auf  bc  der  unendlich -entfernte  Punkt  und  die 
Punkte  rtj,  b,  c vier  harmonische  Punkte  sind  und  ebenso  auch 
xx^  ba,  .so  schneiden  sich  mx,  ac,  »t,  o,  in  einem  Punkte  s,  und 
da  ferner  />,«i  parallel  ax^,  «j  w parallel  a-j  so  ist  />j«j  parallel 
a^;  um  also  ^ zu  finden,  brauchen  wir  nur  durch  a eine  Parallele 
zu  b^m  zu  ziehen,  welche  mx  in  dem  konjugirlen  Punkte  | tref- 
fen wird. 

Die  ausgeführte  Konslriiklion  gieht  wegen  Aehnlichkeit  der 
Dreiecke  manche  Deziehungen;  bezeichnen  wir  mit  6ie 

drei  von  m auf  die  Dreiecksseiten:  bc,  ca,  ab  herahgelassenen 
Perpendikel  und  mit  ;r,  7r.,7r3  die  drei  Perpendikel^  von  m a»»f  die 
Dreiecksseiten:  b^c^,  c,«,,  a^b^,  welche  durch  die  Milten  der 
Seiten  des  gegebenen  Dreiecks  gehen,  so  haben  wir: 
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iny  _ Pi  V 

m </|  7tj  VI  (7, 

7ny  . tni]  . siii^  (p 


;>3 

^3 

;>i>2  Ps 
7C^  71^ 


mit^  . sin  9>  = />! 
= sin‘^  (p 


• I I 

m . sin  o = p-, ; n — 

^ O,  ü 

;/ia’  . w| 
sin^  (p  = 


s m 


s 

Pi  P3 


Pi. 


7t, 


ö,  r, 


. sin  b. 
mx  . mt  ‘ -■ 

"i  <1 


7T|  sin  bl 


= />.H 


p p,  — . ^jSl 

« • “ sin  bl 


7t  I Tta  7t  3 


tlP^ 


oder  wenn  wir  dnrcli  r den  Radius  des  dem  gegebenen  Dreieck 
abc  umscliriebenen  Kreises  bezeicbiien, 


(Hl.) 


Pa  • P/f 


P\^  Pi^  P3^ 
7ti  7t^  7C^ 


r. 


d.  b. : 


Wird  einem  beliebigen  Dreieck  ein  Kegelsclinitt 
umsclirieben , so  ist  das  Produkt  der  Potenzen  der  auf 
seinen  Axen  befindlichen  zugeliörigen  Punktsysteme 
(ev.  das  Produkt  der  Unudrate  der  llalbaxen)  gleich 
dem  (Quadrate  desI*rodukls  der  «I rei  l*e rpendi k el  aus 
dem  M i tle  1 pu  n k Ic  auf  die  Sei  teil  des  ge  ge  b en  t*n  Dr  ei- 
e c k s , d i V i d i r t durch  das  P r o d u k t der  d r e i P e r p e n d i k e 1 
aus  dem  Mittelpunkte  auf  die  Seilen  desjenigen  Drei- 
ecks, \^  eich  es  von  den  Mitten  der  Seilen  des  gegebe- 
nen gebildel  wird,  mnlliplicirl  mil  dem  Radius  des 
dem  gegebenen  Dreieck  umschriebenen  Kreises. 

Um  endlich  einen  Ausdruck  für  die  Verbindung  7\n  -}-  P^k, 
welche  bekanntlich  gleich  P„  -f-  P(,  ist,  zu  gewinuen,  führen  wir 
noch  die  Scimitlpunkte  [tni/,  und  [ma\  (t\b^)  = ein; 

dann  folgt: 


m 


m a: 

P3. 

"‘^1  . 

rnx  = 

P3 

- • m a,  • 

m li, 

^3’ 

VI  Oj  «,  «,  ’ 

Pi. 

P\. 

wi|  = 

P\  Pi 

' ' ' • a.  c, 

TT,  TT^  * ' 

bl  a 

TT,’ 

«1  r,  7t. ^ 

. ;/i5 

P.\Pt  P3  „ 

= m fii  ' 

7t  1 7t  2 7t  ^ 

cffb,  . a 

«1  «1 

♦ 

. m )/ 

= 

= m «1^  • 

w _ £1 

VI  tti  TT, 

P'A 

+ 

P^ 

Pi  Pt  Jh  f 

= • tna,  < 

TTj  JTj  7t^  t 

W«,  -f 

«i"i  i 

Die  Verbindung  ‘ lässt  sich  dadurch  einfach  darslellen. 
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dass  wir  um  das  Dreieck  «jftjC,  einen  Kreis  ^ legen,  der 
in  Q,  zum  andern  Male  treffen  möge;  dann  ist  wegen  der  Potenz 
des  Punktes  er,  in  Bezug  auf  diesen  Kreis: 

er,  6,  . «1  c,  = a,«,  . «,  , also 

und  »IO,  . »la,  ist  die  Potenz  des  Punktes  m in  Bezug  auf  den 
Kreis  welche  wir  mit  bezeichnen  wollen,  also: 

(IV.)  /*„  + .p  d.  1,.: 

Wird  einem  beliebigen  Dreieck  ein  Kegelschnitt 
umschrieben,  so  ist  die  Summe  der  Potenzen  der  auf 
seinen  Axen  befindlichen  zugehörigen  Punktsysteme 
(ev.  die  Summe  der  Quadrate  der  Halb  axen)  gleich 
dem  Produkt  der  drei  Perpendikel  aus  dem  Mittel- 
punkt auf  die  Seiten  des  gegebenen  Dreiecks,  dividirt 
durch  das  Produkt  der  drei  Perpendikel  auf  die  Sei- 
ten desjenigen  Dreiecks,  welches  von  den  Mitten  der 
Seiten  des  gegebenen  gebildet  wird,  multiplicirt  mit 
der  Potenz  des  Mittelpunktes  in  Bezug  auf  denjenigen 
Kreis,  welcher  durch  die  Mitten  <ler  Seiten  des  gege- 
benen Dreiecks  gelegt  werden  kann  (Neun punktkreis). 
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